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第1章 導入

テンソルくりこみ群 (TRG)とは 2007年に Levin氏とNave氏 [1]が三角格子上の
Ising模型で提案した数値くりこみ群の手法である 。その後、多くの研究者が 2次元
系の ϕ4理論 [2]、Schwinger模型 [3, 4]、有限フェルミオン密度系 [5]などの数多くの
模型にTRGを適用させてきた。また、解析分野では青木氏ら [6]が 2次元正方格子
上の Ising模型で臨界温度と臨界指数 ν を高い精度で再現できる研究結果を報告し
た。しかし、この手法は 2次元系に限定された解析手法であり、新たに開発された
高次元系に適した粗視化方法 [7]を用いたTRGには適用できない。この新しいTRG

の手法は高次特異値分解 (higher order singular value decomposition)を用いるため、
高次テンソルくりこみ群 (HOTRG) と呼ばれる。この手法はすでに 3次元 Ising模
型に適用され、臨界温度を高い精度で再現できる研究結果が報告されている [8]。さ
らに 2次元系のXY模型 [9]やO(3)模型 [10]やCP(1)模型 [11]にも適用されている。
TRGは粗視化の中で特異値分解 (SVD)を用い、特異値の自由度の切り捨てを制御
するbond dimension (Dcut)を設定し、くりこみを実行する手法である。このTRGの
長所はくりこみをくり返すごとに指数関数的に格子体積を増大させることができるこ
とである。実際に臨界点近傍外ではTRGとHOTRGは非常に高い精度の結果を再現
できることが知られている。しかし、臨界温度近傍は高い精度を維持するためにより
大きなDcutを要求され、計算コストや使用メモリーの増大が問題となる。この問題
を解決するためにTensor network renormalization (TNR)[12]と Loop optimization

for tensor network renormalization (Loop-TNR)[13] が最近開発された。これらの手
法は entanglementを切るようにテンソルネットワークを再構築することで、TRG

よりも情報の損失が小さいくりこみを実行することができる。それはくりこみを実
行しても SVDの階層を維持することができ、同じ誤差のオーダーでくりこみを実行
できるからである。また、その特性のために要求されるDcutを小さくすることがで
きる。
次に、どのように正確に力学的な情報を得ることができるかという重要な問題が
ある。比熱や帯磁率から力学的な情報である臨界指数や臨界温度を抽出する従来の
方法では、比熱や帯磁率を算出するためには分配関数を温度や外部磁場で二階数値
微分が要求される。しかし、数値微分を実行するごとに有効桁を損失し、正確な比熱
や帯磁率を得るためには大きいDcutが要求される。また、帯磁率を得るためには外
部磁場のような追加パラメーターをハミルトニアンの中に導入する必要があり、解
析を難しくする傾向がある。さらに、これらの従来の方法ではDcutに強く依存した
臨界温度が得られるために正しい臨界温度を求めることができなかった。一方、本
論文で扱う数値微分や追加パラメーターを必要としないで相関関数を得ることがで
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きる TRGの手法は不純物テンソルというテンソルの取扱いを考慮することだけを
要求し、通常のTRGの手法と同じオーダーのコストで計算できる。そのため、我々
はより正確に力学的な情報を得るためには相関関数を計算する必要があると考えた。
この方法は 2008年にGu氏,Levin氏,Wen氏 [14]によって提案されたものだが、最
も基礎的な 2次元 Ising模型でも実装されていなかった。そのため、今回の相関関数
から臨界温度と臨界指数を抽出することは非自明な仕事である。従って、本研究で
は詳細にこの模型でのスピンの二点相関関数の計算を検証し、ベンチマークテスト
として相関関数から臨界温度と臨界指数をどれぐらいの精度で再現できるかを調査
する。すなわち、この手法が TRGの手法の有効性を高めることができるかを実証
することがこの研究の目的である。
本論文の構成は次に示す。2章ではくりこみ群とスケーリング則を説明する。3章
では Ising模型のテンソルネットワーク表示の定式化を説明する。4章では分配関数
を求めるための基本的なテンソルくりこみ群の手順を説明する。5章では相関関数
を求めるための不純物テンソルを含むテンソルくりこみ群 (IMTRG)の手順を説明
する。6章では 5章で説明した IMTRGによる数値計算の結果を示す。7章ではまと
めを述べる。また、補足として、本研究をする糧となった外部磁場入りのテンソル
ネットワーク表示の定式化やXY模型やTNRについてを説明する。
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第2章 くりこみ群とスケーリング則

この章ではくりこみ群とスケーリング則を説明する [19]。くりこみ群とは系を粗視
化し、粗視化しても失わない系の本質を取り出す手法のことである。実際には粗視
化というくりこみ変換を実行し、系の長いスケールのスピン変数のゆらぎを取り入
れて、臨界現象を定量的に解析する。このくりこみ変換と臨界指数の間にはスケー
リング則という関係があり、くりこみ変換を実行した系の物理量から臨界指数を抽
出できる。くりこみ群では臨界指数は系の構造に依らずに次元や対称性、相互作用
などに依存している。そのため、臨界指数は系の特徴を示す指標となる。特に 2次
相転移の臨界点近傍では、物理量P の振る舞いは臨界指数 µを用いると次のように
表されることが知られている。

P ∝ tµ (2.1)

ここでの t = |T − Tc|/Tcである。
1節では、くりこみ群のくりこみ変換を実行することでくりこまれた系にどのよ
うな影響を与えるかを説明する。2節では、スケーリング則と呼ばれるくりこみ変
換と臨界指数の関係を説明する。

2.1 くりこみ群
くりこみ群の例として、図 2.1のように格子上にスピン sを配置し、最近接相互
作用している系を考える。この系のハミルトニアンHと分配関数Zを次のように定
義する。

H = −β
∑
⟨a,b⟩

sasb − h
∑
i

si (2.2)

Z(H) =
∑
{s}

e−H (2.3)

ここでのスピン sの自由度は特に指定はしない。分配関数を計算するには、スピン
和を取る必要がある。しかし、通常はすべてのスピン和を取ることは困難である。
そのため、図 2.1のように赤丸のスピン和だけを取ると白丸のスピンだけが残り、白
丸のスピン同士だけが相互作用している系に変換されている。この変換を次のよう
に表すことができる。

ZN(H) =
∑
{s1}

∑
{s2}

e−H =
∑
{s1}

e−H′
= ZN ′(H ′) (2.4)
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図 2.1: くりこみ群の例：赤丸のスピン和を取ると白丸のスピンだけが残る系に変換
される。

ここでの s1, s2は白丸と赤丸のスピンを表し、N は格子上に存在するスピンの数、
N ′, H ′は変換後の格子上に存在するスピンの数とハミルトニアンを表している。外
部磁場なしの Ising模型の場合、変換後のハミルトニアンH ′は次のように表される。

H ′ = g(2)
∑
⟨a,b⟩

sasb + g(3)
∑
K(2)

sisj + g(4)
∑
K(4)

sxsyszsw (2.5)

ここでのK(2)は次近接のスピン、K(4)は単位正方格子の 4つのスピンの組み合わせ
を表す。
このハミルトニアンは次のように導出できる。まず、赤丸のスピン sa, sb, sc, sdと
白丸のスピン sxを用意し、赤丸のスピン和を取る左式と s2a = 1の対称性から次の
右式のように表せ、それぞれが等価であることがわかる。この連立方程式を解くと
J (2), J (4)を次のように導くことができる。∑

sx=±1

eβsx(sa+sb+sc+sd) = AeJ
(2)(sasb+sbsc+scsd+sdsa+sasc+sbsd)+J(4)sasbscsd (2.6)

J (2) =
1

8
ln cosh(4β) (2.7)

J (4) =
1

8
ln cosh(4β)− 1

2
ln cosh(2β) (2.8)

A = 2 (cosh(4β))1/8 (cosh(2β))1/2 (2.9)
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これらを用いて、相互作用 g(2), g(3), g(4)は次のように表される。

g(2) = 2
1

8
ln cosh(4β) (2.10)

g(3) =
1

8
ln cosh(4β) (2.11)

g(4) =
1

8
ln cosh(4β)− 1

2
ln cosh(2β) (2.12)

変換後の格子間隔 a(1)は変換前 a(0) = 1から変換後 a(1) =
√
2に変化する。通常、

規格化し、格子間隔 a′(1) = a(1)/b = 1, b =
√
2と再定義する。n回くりこみを実行す

ると格子間隔は a(n) = bnとなり、短いスケールでのスピン変数のゆらぎを無視し、
長いスケールでのスピン変数のゆらぎの効果を顕著になる。これにより、臨界現象
でのゆらぎの役割を定量的に明らかにすることができる。なお、臨界点直上では、
非常に長いスケールでのスピン変数のゆらぎの効果が大きいため、何度くりこみを
実行しても系には影響を与えない。このくりこみを実行した末に行き着く点を固定
点という。

2.2 スケーリング則
くりこみ変換と臨界指数の関係づけるスケーリング則についてを説明する。
まず、一回のくりこみ変換での各量のスケールの変化を考える。分配関数のくり
こみ変換では次のように分配関数が表される。

ZN ′(H ′) = ZN(H) (2.13)

ハミルトニアンは複雑な非線形変換Rを用いて、次のように表す。

H ′ = R(H) (2.14)

ここで固定点でのハミルトニアンHf と臨界点でのハミルトニアンHcについて説明
すると次のような関係が成り立っている。

Hf = R(Hf ) (2.15)

Hf = lim
n→∞

Rn(Hc) (2.16)

次に、長さ r,波長 q,格子数N の変換は次のように表される。

r′ = b−1r , q′ = bq , N ′ = b−dN (2.17)

また、体積あたりの自由度は次のように表せる。

ln(ZN ′(H ′)) = ln(ZN(H)) (2.18)

f(H ′) = ln(ZN ′(H ′))/N ′ (2.19)

f(H) = ln(ZN(H))/N (2.20)

f(H ′) = bdf(H) (2.21)
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なお、式 (2.21)の bの指数をスケーリング次元という。
ハミルトニアンHはくりこみを実行すると式 (2.5)のH ′ように複数の相互作用が
生じる。当然、このH ′で再びくりこみを実行するとより複雑な相互作用項が発生す
る。そのため、次のような行列を用いて、くりこみ変換を考える。

H = u ·O , H ′ = u′ ·O′ (2.22)

ここでの u, u′は相互作用に相当する無次元のパラメーターの組を表し、O,O′はス
ピン項 sasb · · · に相当するスピン変数の組を表している。スピン項に相当するOの
変換則は明らかであるため、uの変換則を整理していく。u, u′の変換は次のように
表される。

u′ = R(u) (2.23)

そして、臨界点近傍での変換を特に見るために、次のように固定点 u∗を用いて u, u′

を表せる。

u = u∗ + δu , u′ = u∗ + δu′ , u∗ = R(u∗) (2.24)

次に近似的に式 (2.23)を次のように書き換える。

u∗ + δu′ = R(u∗) + δu (2.25)

= u∗ + T (u∗)δu+O(δu2) (2.26)

δu′ ≃ T (u∗)δu (2.27)

ここでの T は線形変換を表している。この線形変換 T の固有値 λと固有ベクトルが
臨界現象の振る舞いを決定する重要なパラメーターであると考えて、δu, δu′は T の
固有ベクトルの組 ϕiで展開すると次のように表せる。

u = u∗ +
∑
i

giϕi , u′ = u∗ +
∑
i

g′iϕi (2.28)

ここでの g′i = byigi, λi = byiの関係があり、giはスケーリング場と呼ばれ、固定点付
近のパラメーター空間 uの特徴を決定づける量である。このようにくりこみ群によ
る変換を固定点まわりの線形変換 T の固有値の指数 yiとスケーリング場 giで表す
ことができる。また、yi < 0の場合ではくりこむごとに固有値がゼロに近づくため、
その yiに対応するスケーリング場 giは有意でない変数と呼び、その変数は系に対し
て何の影響を与えない。yi > 0の場合では有意な変数と呼び、系に対して影響を与
える変数である。同様に、gi = 0の場合、中立変数と呼ぶ。
これらのパラメーターが臨界指数との関係を説明する。まず、式 (2.21)の自由エ
ネルギーを次のように書き換える。

f(t, h) = b−df(bytt, byhh) (2.29)
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ここで、臨界点からのずれ tと外部磁場 hはスケーリング場 giに対応しており、t, h

以外のスケーリング場は有意でない変数として無視している。この変換を n回くり
かえすと次のように表すことができる。

f(t, h) = b−ndf(bnytt, bnyhh) (2.30)

ここで、bnytt = 1になるような nを選ぶと次のように変換することができる。

f(t, h) = td/ytf(1, ht−yh/yt) = td/ytB(ht−yh/yt) (2.31)

ここでのBは ht−yh/ytに依存する関数である。この上式のような関係をスケーリン
グ則という。
この自由エネルギーから比熱C、磁化m、帯磁率 χを求めるとそれぞれの臨界指
数と yt, yhの関係が見ることができる。まず、外部磁場なしの比熱 Cは次のように
計算され、臨界指数 α = d/yt − 2が得られる。

C(t, 0) ∝ ∂2

∂t2
f(t, 0) ∝ td/yt−2 = tα (2.32)

次に、磁化mは次のように計算され、臨界指数 β = (d− yh)/ytが得られる。

m(t, 0) ∝ ∂

∂h
f(t, h)|h=0 ∝ t(d−yh)/yt = tβ (2.33)

さらに、帯磁率 χは次のように計算され、臨界指数 γ = (d− 2yh)/ytが得られる。

χ(t, 0) ∝ ∂2

∂h2
f(t, h)|h=0 ∝ t(d−2yh)/yt = tγ (2.34)

臨界点直上 t = 0の臨界指数 δを得るために、bnyhh = 1と置き、bnytt = 1の時と同
様に計算すると、臨界指数 δ = d/yh − 1が得られる。

m(0, h) ∝ ∂

∂h
f(0, h) = b−n(d−yh)B′(bnyhh) ∝ hd/yh−1 = hδ (2.35)

この 4つの臨界指数は二つの変数より求めたため、次のような関係式にまとめるこ
とができる。この関係式をスケーリング関係式という。

α + 2β + γ = 2 , γ = β(δ − 1) (2.36)

2.2.1 相関関数のスケーリング則

これまで自由エネルギーから臨界指数 α, β, γ, δを yt, yhで表した。今度は相関関
数Gsの臨界指数 ν, ηを yt, yhで表す。
まず、スピン変数 sの変換則を 1回のくりこみ変換を実行した式 (2.29)から次の
ように表せる。

m(bytt) = bd−yhm(t) (2.37)
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磁化m = ⟨s⟩より、相関関数Gs(r) = ⟨srs0⟩ − ⟨s⟩2の変換則は次のように表せる。

G(b−1r, bytt) = b2(d−yh)G(r, t) (2.38)

上式を用いて、くりこみ変換を n回実行し、bnyt = 1とすると次のように表せる。

G(r, t) = t2(d−yh)/ytB(2)(rt1/yt) , T ̸= Tc (2.39)

ここでのB(2)は rt1/ytに依存する関数である。r >> tでは、相関関数Gs(r)は e−r/ξ

のように指数減衰することが知られている。また、相関長 ξ = tν であると考える
時、式 (2.39)と比較すると r/ξ = rtν と rt1/yt はそれぞれ tν , t1/yt の定数倍であり、
B(2)(x)と exp(−x)が同じ関数形であるためには ν = 1/ytである必要がある。
次に臨界点直上 t = 0では、相関関数Gs(r)は r−d+2−ηで減衰することが知られて
いる。式 (2.38)を用いて、くりこみ変換を n回実行し、b−nr = 1とすると、次のよ
うに表せる。

G(r, 0) = b−2n(d−yh)G(b−nr, 0) (2.40)

G(r, 0) = r−2(d−yh)G(1, 0) (2.41)

G(r, 0) ∝ r−2(d−yh) (2.42)

よって、η = d− 2yh + 2となる。
以上の相関関数から得た臨界指数 ν, ηより、次のような関係式が得られる。この
関係式をハイパー・スケーリングという。

α = 2− dν (2.43)

β = ν(d− 2 + η)/2 (2.44)

γ = ν(2− η) (2.45)

δ =
d+ 2− η

d− 2 + η
(2.46)

この関係式を用いることで、複数の臨界指数を求めるだけで他の臨界指数を求め
ることができ、臨界点近傍の振る舞いを調べることができる。
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第3章 テンソルくりこみ群(TRG)

この章では、2次元 Ising模型の基礎的なTRGの手法についてを説明する。TRG

とは文字通り複数のテンソルをくりこみ、一つの新しいテンソルにする手法である。
くりこみを開始する初期テンソルは分配関数に基づき書き換えられたテンソルであ
り、異なる模型ごとにテンソルのサイズや中身が異なる。このようにテンソルで分
配関数を表現することをテンソルネットワーク表示という。このテンソルを基にテ
ンソルの分解と自由度の縮約を行い、複数のテンソルを一つの新しいテンソルにま
とめる。このテンソルの分解は特異値分解 (SVD)を用い、一つのテンソルを厳密に
あるいは近似的に二つのテンソルに分解する。この時に生成される二つのテンソル
が持つ新しい自由度を粗視化された新しいテンソルの自由度とみなし、すべての古
い自由度を縮約すると粗視化された新しいテンソルを作り出される。このようにテ
ンソルの分解と自由度の縮約を行う一連の手順をテンソルくりこみという。そして、
テンソルネットワーク表示に基づきテンソルの自由度の足しあげを行うことで分配
関数を求めることができる。さらにくりこみの回数を増やすことによって、大きな
体積の分配関数を求めることができる。
1節では、2次元 Ising模型のテンソルネットワーク表示の導出を紹介する。2節
では、特異値分解 (SVD)に用いたテンソルの分解を説明する。3節では、テンソル
の自由度の縮約を説明する。そして、4節では、テンソルの分解と自由度の縮約を
用いて、テンソルくりこみ群の一連の手順を説明する。最後に、5節では、テンソ
ルの自由度を足しあげを行い、分配関数を求める方法を説明する。

3.1 テンソルネットワーク表示
2次元 Ising modelの分配関数 ZとハミルトニアンHを次のように定義する。

Z =
∑
{s}

e−βH (3.1)

H = −
∑
⟨a,b⟩

sasb (3.2)

ここで、βは温度の逆数、sa ∈ {−1,+1}は座標 aのスピン変数、最近接格子の組み
合わせ (a, b)をすべて取っている。このスピン自由度で書かれた分配関数を二つの
方法でテンソルネットワーク表示に書き換えることを考える。
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3.1.1 ドメインウォールを用いたテンソルネットワーク表示

図 3.1: スピン自由度を持つ分配関数からテンソルネットワーク表示の分配関数へ
の過程: 図 3.1-1はスピン変数を持つ格子を表している。図 3.1-2では Spin自由度
を持つ全格子を 45°回転させている。図 3.1-3はスピン変数 sa, sb, sc, sdとテンソル
T p
sasbscsd

の関係を表している。図 3.1-4は格子点 1点にオリジナルテンソルAp
ijklが 1

つだけ持っている格子を表している。

このテンソルネットワーク表示は図 3.1のように格子を 45°回転させ、サークル
上の並んでいる 4点のスピン自由度をまとめて１つのテンソルとして再定義したテ
ンソルネットワーク表示 [15]である。pは座標点であるが a− b− c− dのサークル
上に並んでいる 4点を 1点にまとめ、それぞれが bondを共有しないようにしている
座標点である。

Z =
∑
{s}

e
∑

⟨a,b⟩ βsasb (3.3)

=
∑
{s}

∏
⟨a,b⟩

eβsasb (3.4)

=
∑
{s}

∏
p(a,b,c,d)

eβ(sasb+sbsc+scsd+sdsa) (3.5)

=
∑
{s}

∏
p(i,j,k,l)

T p
sasbscsd

(3.6)

T p
sasbscsd

= eβ(sasb+sbsc+scsd+sdsa) (3.7)

テンソル T p
sasbscsd

の添字である saを新しい自由度を持つ添字 iと再定義し、新し
いテンソルAp

ijklを再定義する。なお、T p
sasbscsd

の a, b, c, dは座標点であるが、Ap
ijkl

の i, j, k, lは座標点ではなく、値 0, 1を持つ新しい自由度である。

Sn = {+1,−1} → n = {0, 1} , T p
sisjsksl

≡ Ap
ijkl (3.8)

Z =
∑
{s}

∏
p(a,b,c,d)

T p
sasbscsd

≡
∑

{i,j,k,l}

∏
p

Ap
ijkl (3.9)
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テンソルAの成分は次のように表すことができる。

A =


A0000 A0010 A0100 A0110

A0001 A0101 A0011 A0111

A1000 A1100 A1010 A1110

A1001 A1011 A1101 A1111

 =


e4β 1 1 1

1 e−4β 1 1

1 1 e−4β 1

1 1 1 e4β



3.1.2 高温展開を用いたテンソルネットワーク表示

このテンソルネットワーク表示 [16]は高温展開を用い、スピンの自由度とは別の
新しい自由度を生成し、その代わりにすべてのスピンの自由度を総和し、新しい自
由度だけを残すことによって得られる。具体的には次のように導出される。

Z =
∑
{s}

∏
⟨a,b⟩

eβsasb (3.10)

=
∑
{s}

∏
⟨a,b⟩

(cosh(β) + sinh(β)sasb) (3.11)

上式において、高温展開を用いて、スピン変数 saを expの肩から取り出している。
次にスピン和を実行すことができて、テンソルネットワーク表示が得られる。

Z =
∑
{s}

∏
⟨a,b⟩

eβsasb (3.12)

=
∑
{s}

∏
⟨a,b⟩

cosh(β) (1 + tanh(β)sasb) (3.13)

=
∑
{s}

∏
⟨a,b⟩

cosh(β)
∑

nab=0,1

(tanh(β)sasb)
nab (3.14)

= cosh(β)2V
∑
{s}

∏
⟨a,b⟩

∑
nab=0,1

(tanh(β)sasb)
nab (3.15)

= cosh(β)2V
∑
{s}

×

 ∑
npi=0,1

(tanh(β)spsi)
npi

 ∑
npj=0,1

(tanh(β)spsj)
npj


×

 ∑
npk=0,1

(tanh(β)spsk)
npk

 ∑
npl=0,1

(tanh(β)spsl)
npl

 · · · (3.16)
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ある点 pのスピン変数 Spを中心にその最近接格子の４つのスピン変数 Sa, Sb, Sc, Sd

が作用している項をあらわに書き出した。

Z = cosh(β)2V
∑
{s}

∑
{n}

∏
p

tanh(β)
1
2
(npi+npj+npk+npl)sp

npi+npj+npk+npl (3.17)

= cosh(β)2V
∑
{n}

∏
p

∑
sp=±1

tanh(β)
1
2
(npi+npj+npk+npl)sp

npi+npj+npk+npl (3.18)

= cosh(β)2V
∑
{n}

∏
p

tanh(β)
1
2
(npi+npj+npk+npl)

(
1 + (−1)npi+npj+npk+npl

)
(3.19)

= 2V cosh(β)2V
∑
{n}

∏
p

tanh(β)
1
2
(npi+npj+npk+npl)δ mod (npi+npj+npk+npl,2),0

= 2V cosh(β)2V
∑
{n}

∏
p

Ap
npinpjnpknpl

(3.20)

Ap
ijkl = tanh(β)

1
2
(i+j+k+l)δ mod (i+j+k+l,2),0 (3.21)

テンソルAの成分は次のように表すことができる。

A =


A0000 A0010 A0100 A0110

A0001 A0101 A0011 A0111

A1000 A1100 A1010 A1110

A1001 A1011 A1101 A1111

 =


1 0 0 tanh(β)

0 tanh(β) tanh(β) 0

0 tanh(β) tanh(β) 0

tanh(β) 0 0 tanh2(β)



3.2 テンソルの分解
図 (3.2)-aと図 (3.3)-1to2で図示されている分解は後述する特異値分解とよばれる
行列分解を行っている。下記の式はテンソルAijklを添字の組み合わせが異なる 2種
類の特異値分解している式になる。まず、テンソルAijklの添字を 2つにまとめた行
列Mabである。そして、その行列Mabを特異値分解を実行すると次のようになる。

Mab = UacΣcVcb
† (3.22)

ただし、U, V はユニタリ行列であり、Σは対角成分以外は 0を持つ行列である。そ
のために対角成分Σcだけを用いている。最後に図 (3.2)-aのように表せるテンソル
Sを用いて、整理する。

Aijkl = M(i⊗j)(k⊗l) = U(i⊗j)nΣnVn(k⊗l)
† = S1

ijnS
3
kln (3.23)

S1
ijn = U(i⊗j)n

√
Σn , S3

kln =
√
ΣnV

†
n(k⊗l) (3.24)

Aijkl = M̃(j⊗k)(l⊗i) = Ũ(j⊗k)nΣnṼ
†
n(l⊗i) = S2

jknS
4
lin (3.25)

S3
jkn = Ũ(j⊗k)n

√
Σn , S4

lin =
√
ΣnṼ

†
n(l⊗i) (3.26)
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図 3.2: TRGの分解と縮約

3.2.1 特異値分解

ある行列Mを特異値分解と呼ばれる行列変換を行い、左特異値ベクトルと右特異
値ベクトルを導出する。
まず、行列M を特異値分解すると次のように表される。

Mmn = UmkΣkV
†
kn (3.27)

V †
knVnp = VknV

†
np = δkp (3.28)

U †
knUnp = UknU

†
np = δkp (3.29)

ここでのU, V はユニタリー行列であり、行列Σは対角成分以外はゼロであり、対角
成分は左上から右下に進むほど値が小さくなる行列である。そして、次の条件を満
たす場合に行列 Σは行列M の特異値であり、その時のベクトル Umk1 , Vmk2 はそれ
ぞれ特異値Σの左特異ベクトル、右特異ベクトルと言われる。

MmnVnp = ΣpUmp (3.30)

M †
mnUnp = ΣpVmp (3.31)

上式の一つを満たすことを次のように証明することができる。

Mmn = UmkΣkV
†
kn (3.32)

MmnVnp = UmkΣkV
†
knVnp (3.33)

MmnVnp = UmkΣkδkp (3.34)

MmnVnp = ΣpUmp (3.35)
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同様に二つ目を次のように証明することができる。

Mmn = UmkΣkV
†
kn (3.36)

U †
pmMmn = U †

pmUmkΣkV
†
kn (3.37)

U †
pmMmn = δpkΣkV

†
kn (3.38)

U †
pmMmn = ΣpV

†
pn (3.39)

MT
nmU

∗
mp = ΣpV

∗
np (3.40)

M †
mnUnp = ΣpVmp (3.41)

Σの左、右特異ベクトルは次のように表される。

Um1, Um2, Um3, · · · (3.42)

Vm1, Vm2, Vm3, · · · (3.43)

3.3 自由度の縮約
図 (3.2)-b、図 (3.3)-4to5で図示されている総和は 4つのテンソル Sを 1つのテン
ソルAにまとめている。下記の式は図 (3.2)-bで表しているように 4つのテンソル S

が持つ古い bondを表している添字 a, b, c, dをすべて総和し、残りの新しい bondを
表している添字 i, j, k, lで表されるテンソルAnew

ijkl が生成されている式になる。そし
て、この手順を自由度の縮約という。

Anew
ijkl =

∑
a,b,c,d

S1
adkS

2
balS

3
cbiS

4
dcl (3.44)

3.4 テンソルくりこみ群

図 3.3: TRGのくりこみ過程

図 3.3-1は各格子点にテンソルAを持つ格子を表している。図 3.3-2は全格子点で
テンソルの分解 (図 3.2-aを参照)を行い、自由度の次元を下げる新しい bondを生
成し、格子点の数を 2倍にしている。図 3.3-3は自由度の縮約を行い、古い bondを
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すべて総和し、4点を 1点としている (図 3.2-bを参照)。ここで 1回のTRGのくり
こみを実行した時の結果になるが、このままでは境界条件が元の格子点と異なるた
め、もう一度 TRGのくりこみを行う。図 3.3-4は図 3.3-2と同様に全格子点でテン
ソルの分解を行い、新しい bondを生成している。図 3.3-5は図 2-3と同様に自由度
の縮約を行い、古い bondをすべて総和し、4点を 1点にくりこみ、新しいテンソル
Anewを生成している。この 2回のTRGのくりこみにより、格子点の境界条件はく
りこみ前のテンソルを持つ格子点と同じになる。そして、この新しいテンソルAnew

を基に再びくりこみを行うことでさらに大きな体積の系を計算することができる。

3.5 分配関数の計算 (ブルートフォース)

テンソルAから分配関数を求める。本論文は 1点、または 4点のテンソルAを用
いる場合の説明をする。1点のテンソルを次のように用いて、分配関数を計算して
いる式になる。

Zone =
∑
i,j

Aijij, (3.45)

4点のテンソルを次のように用いて、分配関数を計算している式になる。

Z four =
∑

i,j,k,l,o,p,q,r

AijklAkopiAqkjrArpoq (3.46)

1点のテンソルからの分配関数Zoneと 4点のテンソルからの分配関数Z fourの違い
は計算量と計算精度である。Zoneでは計算量は Z fourに比べると小さいが、計算精
度は悪くなる。反対にZ fourでは計算量は大きいが、計算精度は高くなる。この様な
特徴があり、本論文の計算結果は 4点のテンソルを用いている。なお、添字の自由
度をDcutとすると、具体的な計算量は Zoneの場合にはO(D2

cut)、Z fourの場合には
O(D6

cut)となる。
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第4章 テンソルくりこみ群を用いた相
関関数の計算手法

この章では、TRGの手法を用い、2次元 Ising模型の相関関数を求める手法につ
いてを説明する。まず、相関関数を求めるためにテンソルネットワークの中に一つ
だけ異なるテンソルを組み込む。このテンソルのことを不純物テンソルという。ま
た、本論文では分配関数から求めたテンソルのことを純粋テンソルと呼ぶことにす
る。そして、不純物テンソルを含むテンソルネットワークをTRGの手法でくりこみ
を実行することで一点関数を求めるために必要なテンソルネットワークが得られる。
さらに、一点関数を求めるためにくりこみを何度も行われたテンソルネットワーク
を用いて、二点関数を求めるために必要なテンソルネットワークを得ることができ
る。最終的に、これらのテンソルネットワークを足しあげることで一点関数と二点
関数を求めることができる。くりこみの回数により、大きな体積でのそれぞれの関
数を求めれることができ、二点関数の引数である二点の距離を決めることができる。
1節では、2次元 Ising模型の不純物を含むテンソルネットワーク表示の導出を紹
介し、2節で一点関数を求めるに必要なくりこみの手順とくりこみを何度もくり返
しても不純物テンソルの影響が 4点以上に広がらないことを説明する。そして、3節
で二点関数を求めるに必要なくりこみの手順と一点関数と同様に不純物テンソルの
影響が 6点以上に広がらないことを説明する。最後の 4節で求めたテンソルネット
ワークを足しあげて、一点関数と二点関数を期待値として求める方法を説明する。

4.1 不純物テンソル
2章で説明した Ising模型のテンソルネットワーク表示の分配関数を導いたように、
今度は分配関数の代わりに格子点上の x点だけにスピン sxを置いた次のように定
義した Z1をテンソルネットワーク表示に書き換える。Z1は実は一点関数の期待値
⟨sx⟩ = Z1

Z
の分子であり、テンソルネットワーク表示にすると簡単に次のように表

せる。

⟨sx⟩ =

∑
{s} sxe

β
∑

⟨a,b⟩ sasb

Z
(4.1)

Z1 ≡
∑
{s}

sxe
β
∑

⟨a,b⟩ sasb →
∑
{n}

Ǎx
ijkl

∏
p ̸=x

Ap
ijkl (4.2)
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このZ1の中にあるAは 2章で説明した Ising模型のテンソルネットワーク表示のテ
ンソルAと同じである。しかし、テンソル ǍはテンソルAとは異なり、この Ǎを
不純物テンソルと呼ぶ。
では、詳細にZ1をテンソルネットワーク表示に書き換えると次のように導くこと
ができる。[14]

Z1 =
∑
{s}

sx
∏
⟨a,b⟩

eβsasb (4.3)

=
∑
{s}

sx
∏
⟨a,b⟩

cosh(β) (1 + tanh(β)sasb) (4.4)

=
∑
{s}

sx
∏
⟨a,b⟩

cosh(β)
∑

nab=0,1

(tanh(β)sasb)
nab (4.5)

= cosh(β)2V
∑
{n}

∑
sx=±1

tanh(β)
1
2
(nxi+nxj+nxk+nxl)sxsx

nxi+nxj+nxk+nxl

∏
p ̸=x

∑
sp=±1

tanh(β)
1
2
(npi+npj+npk+npl)sp

npi+npj+npk+npl (4.6)

= cosh(β)2V
∑
{n}

tanh(β)
1
2
(nxi+nxj+nxk+nxl)

(
1 + (−1)nxi+nxj+nxk+nxl+1

)
∏
p ̸=x

tanh(β)
1
2
(npi+npj+npk+npl)

(
1 + (−1)npi+npj+npk+npl

)
(4.7)

= 2V cosh(β)2V
∑
{n}

tanh(β)
1
2
(nxi+nxj+nxk+nxl)δ mod (nxi+nxj+nxk+nxl+1,2),0∏

p ̸=x

tanh(β)
1
2
(npi+npj+npk+npl)δ mod (npi+npj+npk+npl,2),0 (4.8)

= 2V cosh(β)2V
∑
{n}

Ǎx
nxinxjnxknxl

∏
p̸=x

Ap
npinpjnpknpl

(4.9)

Ap
ijkl = tanh(β)

1
2
(i+j+k+l)δ mod (i+j+k+l,2),0 (4.10)

Ǎp
ijkl = tanh(β)

1
2
(i+j+k+l)δ mod (i+j+k+l+1,2),0 (4.11)

4.2 一点関数を求めるためのテンソルネットワークのく
りこみ手順

不純物テンソルを含むテンソルネットワーク表示を用いて、一点関数を求める。
[14]

図 (4.1)は一点関数を求める場合のくりこみの過程を表している。まず、図 (4.1)-

1-1のように不純物テンソル Ǎが 1点だけ存在するテンソルネットワークを考える。
(その他のテンソルはすべてテンソルAである。) 次に図 (4.1)-1-1to3のようにテン
ソルの分解と縮約を行い、図 (4.1)-1-3のように不純物テンソル Ǎの影響を受けた 2

点の不純物テンソルが存在する新しいテンソルネットワークが生成される。そして、
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図 (4.1)-1-1to3と同様に図 (4.1)-1-4to5のようにテンソルの分解と縮約を行い、元の
境界条件を満たすテンソルネットワークを生成する。この図 (4.1)-1-1to5のくりこみ
を 1回のくりこみとする。図 (4.1)-1-5では不純物テンソル Ǎの影響を受けた 3点の
不純物テンソル Ǎ1

1, Ǎ
1
2, Ǎ

1
3が存在する新しいテンソルネットワークが生成されてい

る。最終的に、この手順を再び行うと図 (4.1)-3-1になり、不純物テンソル Ǎの影響
を受けた 4点の不純物テンソル Ǎ2

1, Ǎ
2
2, Ǎ

2
3, Ǎ

2
4が存在する新しいテンソルネットワー

クが生成されている。あとは図 (4.1)-3-1to5をくり返すことで十分な大きな体積で
の一点関数を求めることができる。なお、図 (4.1)を見ると、このくりこみをくり返
しても不純物テンソル Ǎの影響を受けた不純物テンソルは必ず 4点に収束されるこ
とがわかる。

4.3 二点関数を求めるためのテンソルネットワークのく
りこみ手順

一点関数を求める際に生成されるテンソルネットワークを用いて、二点関数を求
める。[14]

図 (4.2)-1は二点関数を求める場合の一回目のくりこみの過程を表している。まず、
図 (4.2)-1-1のように一点関数を求めるために得た4点の不純物テンソル ǍN

1 , Ǎ
N
2 , Ǎ

N
3 , Ǎ

N
4

が 2セット存在するネットワークを組み合わせたテンソルネットワークを考える。
次に図 (4.2)-1-1to3のようにテンソルの分解と縮約を行うと、図 (4.2)-1-3のように
不純物テンソル Ǎの影響を受けた 7点の不純物テンソルが存在する新しいテンソル
ネットワークを生成される。そして、図 (4.2)-1-1to3と同様に図 (4.2)-1-3to5のよう
にテンソルの分解と縮約を行い、元の境界条件を満たすテンソルネットワークを生
成する。図 (4.2)-1-5では不純物テンソル Ǎの影響を受けた 6点の不純物テンソル
A′1

1 , A
′1
2 , A

′1
3 , A

′1
4 , A

′1
5 , A

′1
6 が存在する新しいテンソルネットワークが生成されている。

図 (4.2)-2-1は二点関数を求める場合の二回目のくりこみの過程を表している。ま
ず、図 (4.2)-2-2で求めた二点関数を求めるために得たテンソルA1, A2, A3, A4, A5, A6

が存在するネットワークを組み合わせたテンソルネットワークを考える。次に図 (4.2)-

2-1to3のようにテンソルの分解と縮約を行うと、図 (4.2)-2-3のように 6点の不純物テ
ンソルの影響を受けた 6点の不純物テンソルが存在する新しいテンソルネットワーク
を生成される。そして、図 (4.2)-2-1to3と同様に図 (4.2)-2-3to5のようにテンソルの分
解と縮約を行い、元の境界条件を満たすテンソルネットワークを生成する。図 (4.2)-2-

5では不純物テンソル Ǎの影響を受けた 6点の不純物テンソルA′′
1, A

′′
2, A

′′
3, A

′′
4, A

′′
5, A

′′
6

が存在する新しいテンソルネットワークが生成されている。最後に、図 (4.2)-2-1に
戻り、くりこみをくり返すことで十分な大きな体積での二点関数を求めることがで
き、図 (4.2)のようにくりこみを行うごとに不純物テンソルは 8点から 7点へ、7点
から 6点へと収束していき、最終的に何度くり返しても 6点のテンソルに収束する。
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4.4 一点または二点関数の計算
前章の 4節で説明した分配関数を求める手法と同様に不純物テンソルを含むテン
ソルネットワークを足しあげることで一点または二点関数を求めることができる。
まず、テンソルネットワークを考えると前節で説明した通り不純物テンソルの影
響を受けるテンソルは 4つまたは 6つに収束する。そのため、不純物テンソルの影
響を受けたテンソルの 4つまたは 6つを含む 16点のテンソルネットワークを考え
る。一点関数の場合、図 4.1-3-1のようなテンソルネットワークを考える。次に、そ
の 16点をTRGの手法でくりこみを実行する。この時、境界条件がある場合は考慮
する必要がある。本論文では周期境界条件を用いて、計算を行っているため、周期
境界条件に則り、くりこみを実行する。くりこみ後、4点までくりこまれたテンソ
ルネットワークを用いて、一点関数の期待値 (4.1)の分子であるZ1を求め、同様に
二点関数の期待値の分子である Z2 ≡

∑
{s} sasbe

β
∑

⟨i,j⟩ sisj を求め、それぞれを分配
関数Zで除法することで一点関数と二点関数を得られる。そして、それらの関数を
用い、二点相関関数Gsの期待値を得ることができる。

Z1, Z2 =
∑

i,j,k,l,o,p,q,r

BijklCkopiDqkjrErpoq (4.12)

⟨sa⟩, ⟨sasb⟩ =
Z1, Z2

Z
(4.13)

Gs(|a− b|) = ⟨sasb⟩ − ⟨sa⟩2 (4.14)

ここでのテンソルB,C,D,Eは不純物テンソルの影響を受けたいくつかのテンソル
を含む 16点のテンソルネットワークでTRGを実行した時にできる 4つのテンソル
である。
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図 4.1: 一点関数を求めるテンソルくりこみ過程
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図 4.2: 二点関数を求めるテンソルくりこみ過程
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第5章 数値計算結果

この章では、3章で説明した 2次元 Ising模型の相関関数を求めるくりこみの手
法を用い、Dcut = {24, 32}で数値計算した結果を示し、考察する。まず、フィッ
ト関数を用い、相関関数から相関長と臨界指数 η、自発磁化を取り出す。この時、
Dcut = {24, 32}から得た相関関数の差を誤差として、フィットの信頼性を高めるた
めとフィット領域の決定のために導入した。つぎに取り出した相関長と自発磁化から
臨界温度と臨界指数 ν, βをフィット関数を用いることで取り出した。この時、フィッ
ト領域をDcut = {24, 32}から定義した誤差を用い、決定した。
1節では、TRGの手法から得た相関関数の振る舞いを示し、相関長と臨界指数 η、
自発磁化を取り出すフィット関数の説明をする。2節では、相関関数から得た相関長
を用い、適切なフィット領域を見極め、臨界温度と臨界指数 νを求め、相関長から
臨界温度と臨界指数 νを取り出すフィット関数の説明をする。3節では、2節同様に
相関関数から得た自発磁化を用いて、Dcut = {24, 32}からの自発磁化の差を比較し
て、フィット領域を決め、臨界温度と臨界指数 βを求め、必要なフィット関数の説明
をする。最後の 4節で相関長と自発磁化のスケーリング領域についてを議論する。

5.1 相関関数から相関長 ξと臨界指数η,自発磁化mを取
り出す方法

今回は外部磁場 hを h = 0とし、体積 V = 221 × 221の 2次元 Ising模型の数値計
算を行う。まず、臨界温度付近のスピン変数の相関関数Gs(r)を次のように表すこ
とができる。

Gs(r) ≡ ⟨s(r)s(0)⟩connected (5.1)

= ⟨s(r)s(0)⟩ − ⟨s(r)⟩⟨s(0)⟩ (5.2)

=
A

rE
e−r/ξ, r → ∞ (5.3)

ここで、A,Eはフィットパラメーターである。一方、本論文では次の二点関数を用
いて、解析を行う。

G(r) = ⟨s(r)s(0)⟩ = Gs(r) + ⟨s(r)⟩⟨s(0)⟩ (5.4)

= C2 +
A

rE
e−r/ξ, r → ∞ (5.5)
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各温度でフィットを行い、C,E,A, ξの値を決定することができる。臨界温度直上で
は臨界指数 ηになる。なお、臨界指数 ηは 2次元 Ising模型では η = 0.25であり、図
(5.4)を見ると臨界温度直上ではEは 0.25に近づいていることが確認できる。この
フィットで得た相関長 ξとフィットパラメーターEの結果を図 (5.4)に示す。
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 0.5

 0.6
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(r

)
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Fitting point T=2.26933
Fitting function T=2.26933

TRG T=2.27600
Fitting point T=2.27600

Fitting function T=2.27600

図 5.1: 相関関数とフィット関数の結果:青線は低温相 (T < Tc)の 2点関数であり、常
に自発磁化の 2乗に相当する切片が存在する。緑線は臨界点近傍 T ≃ Tcの相関関
数であり、他の低温相や高温相の 2点関数に比べると相関が距離 rに対して、減少
の速度が遅くなっている。これは離れたスピン同士が相関しているということであ
り、臨界点直上 (T = Tc)で相関長が発散するという物理に矛盾していない。赤線は
高温相 (T > Tc)の 2点関数であり、なめらかに相関が減少している。

フィットした結果を図 (5.1)に示す。図 (5.1)を見ると、低温相 (T = 2.26700)で
は 2点関数は明らかに切片を持っている。そのため、高温相に比べて、変化が小さ
く、温度が小さければ小さいほど、フィット点をより距離 rが小さい点から取る必要
がある。しかし、フィット関数は距離 rが十分に大きいところで成り立つ関数のた
め、あまりにも温度が小さい場合は正しい相関長を得ることができないと考えれる。
今回は距離 25以上の点をフィット点として、フィットを実行した。また、後述する
が、切片が自発磁化mの 2乗を意味している。次に、臨界点近傍 (T = 2.26933)で
は切片がゼロに近づき、大きい距離 rでも小さい有限の値を取る。これは臨界点直
上での相関長が発散することにより、どれほど大きい距離 rでも相関はゼロになら
ず、常に小さい有限の値を取りつづけるという従来の研究結果と矛盾しない。今回
は低温相と同様に距離 25以上の点をフィット点として、フィットを実行した。最後
に高温相 (T = 2.27600)では自発磁化に相当する切片が完全にゼロになり、2点関数
と相関関数Gs(r)が完全に一致する。低温相に比べ、変化が大きく、十分に大きい
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距離 rでもフィット点として選ぶことができる。今回は他の相と同様に距離 25以上
の点をフィット点として、フィットを実行した。なお、図 (5.1)にプロットされてい
るフィット関数の誤差はDcut = {24, 32}からそれぞれ得た相関関数の値の差を誤差
として、次のように定義した。

δG(r) = G(r)Dcut=32 −G(r)Dcut=24 (5.6)

5.2 相関長ξから臨界温度Tcと臨界指数νを取り出す方法
臨界温度 Tc付近での相関長 ξのフィット関数を次のように表すことができる。

ξ(T ) ≡ B|T − Tc|−ν (5.7)

前節で求めた相関長からこのフィット関数で臨界指数 νと臨界温度Tcを求める。1 そ
のフィットで得た臨界温度 Tcと臨界指数 νを表 (5.1)に示す。その時、用いたフィッ
ト領域を 4節で説明する。

5.3 自発磁化mから臨界温度Tcと臨界指数βを取り出す
方法

TRGを用いた一点関数から自発磁化を求めることができるが、十分大きな体積を
要求するために今回は一点関数を用いず、相関関数のフィットから得た自発磁化を
用いる。
まず、二点関数を用いたフィット関数から得たフィットパラメーター C を自発磁
化に相当することを説明する。通常、有限の小さな体積の 2次元 Ising模型では外部
磁場 hがゼロの場合、自発磁化mは常にゼロである。

⟨s(r)⟩ = 0 (h = 0, V < ∞) (5.9)

従って、式 (5.5)では不安定な真空の寄与を考慮しなくてもいい。しかし、十分に体
積が大きく、低温相である場合、相関関数 ⟨s(r)s(0)⟩には真空の寄与が存在する。そ
のため、二点関数を用いたフィット関数のフィットパラメーター Cは次のように自

1実際のフィッティングでは、次のような相関長 ξの逆数を用いてフィッティングすることが不安
定性を避けることができる良い方法である。

ξ−1 = B′|T − Tc|ν (5.8)
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発磁化mの関係性がわかる。

Gs(r) = ⟨s(r)s(0)⟩ − ⟨s(r)⟩⟨s(0)⟩ = A

rD−2+η
e−r/ξ (5.10)

G(r) = ⟨s(r)s(0)⟩ (5.11)

= Gs(r) + ⟨s(r)⟩⟨s(0)⟩ (5.12)

= ⟨s(r)⟩⟨s(0)⟩+ A

rD−2+η
e−r/ξ (5.13)

= m2 +
A

rD−2+η
e−r/ξ (5.14)

ここでのmは自発磁化であり、m = ⟨s(0)⟩ = ⟨s(r)⟩である。式 (5.5)と式 (5.14)を
比べると明らかにフィットパラメーターCが自発磁化mと一致する。
このフィットパラメーター C を自発磁化mとみなし、臨界温度 Tcと臨界指数 β

を以下を求める。
臨界温度 Tc付近での自発磁化mのフィット関数を次のように表すことができる。

C = m(T ) = D|T − Tc|β (T < Tc) (5.15)

臨界指数 βは 2次元 Ising模型では β = 0.25である。1節で求めたフィットパラメー
ターCからフィット関数で臨界温度 Tcと臨界指数 βを求める。2 そのフィットで得
た臨界温度 Tcと臨界指数 βを表 (5.1)に示す。その時、用いたフィット領域を相関
長同様に 4節で説明する。
高温相 (T > Tc)における相関長と低温相 (T < Tc)における自発磁化をそれぞれ
の関数形を用いて、フィットで臨界温度 Tcと臨界指数 ν, βを求め、表 (5.1)で示し
た。その結果、高温相における相関長と低温相における自発磁化から得た臨界温度
Tcと臨界指数 ν, βは厳密値に誤差の範囲内で一致し、信頼の高い値をそれぞれ得た
と考えている。また、低温相 (T < Tc)における相関長から得た臨界温度 Tcは高温
相の相関長と自発磁化からの結果に比べると厳密値からのズレが大きかった。その
原因だと考えられる一つにフィット関数が低温相では適したフィット関数ではなく、
正しい臨界温度と臨界指数を取り出すことができなかったという可能性がある。二
つめに適したフィット領域を採用していない可能性がある。三つめに図 (5.4)の臨界
指数 ηの振る舞いが明らかに不安定な振る舞いをしていることから低温相が高温相
に比べて、スケーリングの破れが強い可能性がある。

5.4 相関長と自発磁化のスケーリング領域の議論
相関関数と同様にフィットを行う際にフィット関数から正しく力学的な情報を取得
するために最適なフィット領域を設定する必要がある。

2特にmβexp に変形し、次のようなm1/βexp を用いてフィッティングすることが良い方法である。
βexp は β の期待値である。

m1/βexp = A′|T − Tc|e (5.16)
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Tc β ν

厳密値 2.269185 · · · 0.125 1

ξ(T > Tc) 2.26918(10) – 0.983(30)

m(T < Tc) 2.26914(19) 0.1191(63) –

表 5.1: 2次元 Ising模型の厳密値、TRGの相関関数からの臨界指数

今回、相関長 ξの適したフィット領域を決定するためにDcut = {24, 32}から得たそ
れぞれの相関関数の差を指標として考え、適した領域を推測した。具体的には先に説
明した誤差をDcut = 32の相関関数G(r)で除した相対誤差δg(r) = δG(r)/G(r)Dcut=32

が δg < 0.15であり、距離 r = 2nがn < 10を満たす領域をフィット領域と決めた。そ
の結果、フィット領域は [2.2701 : 2.7800]が妥当であると判断した。さらに図 (5.2)の
ようにフィット領域の範囲を変化させて、臨界温度Tcと臨界指数νを確認したところ、
臨界温度 Tcが最小値を取る場合、フィット領域を採用した。領域 [2.2714 : 2.27800]

以降から形を大きく崩れているのは実際のスケーリング領域から外れたことを意味
していると考えたため、この領域は適切なフィット領域ではないとみなした。
また、自発磁化mについても同様の考えでフィット領域を推測した。自発磁化m

の場合に誤差 δM を δM = mDcut=32 − mDcut=24 とし、その温度変化を図 (5.3)に
示した。図 (5.3)より、Dcut = {24, 32}から求めたそれぞれの自発磁化の値が温度
T = 2.2660まで機械的に減少していることがわかり、これは温度 T = 2.2660より
大きい温度の領域はDcut依存性が強いことを意味している。そのため、自発磁化m

のフィット領域を [2.2645 : 2.2660] を採用した。

29



 2.2691

 2.2693

 2.2695

 2.2697

 2.2699

 2.2701

 2.2703

 2.2705

T
c

Fit result
Exact critical temperature

 0.65

 0.7

 0.75

 0.8

 0.85

 0.9

 0.95

 1

 1.05
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Temperature

Fit result
�=1

図 5.2: 相関長からの温度レンジ別の臨界温度 Tcと臨界指数 ν: 各温度ごとに相関長
を温度レンジ [x : 2.27800]を変え、プロットした。この時に最小値をとる温度レン
ジを正しいスケーリング領域を得ているとして、臨界温度 Tcを得た。同様の方法で
臨界指数 νを得た。
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図 5.3: 自発磁化からの温度レンジ別の臨界温度 Tc と臨界指数 β と Dcut = 32と
Dcut = 24の相関関数から得た自発磁化の相対誤差: 上二段の図の二つは各温度ごと
に相関長を温度レンジ [2.2645 : x]を変え、プロットした。しかし、これらの図から
最小値を確認することが困難であるため、Dcut = {24, 32}から得た自発磁化の差を
用いて、温度レンジを決定した。三段目の図は温度レンジを決定するために用いた
Dcut=24,32から相関関数から得た自発磁化の相対誤差をプロットした図である。
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図 5.4: 相関長と自発磁化と臨界指数 ηの温度変化: 一段目は温度別に数値結果から
得たmから変換したm8、それをフィットしたフィット関数 (青線)をプロットした。
温度レンジ [2.2645:2.2660]とフィット関数を用いて、フィットを実行した。二段目は
温度別に数値結果から得た ξから変換した ξ−1、それをフィットしたフィット関数 (赤
線)をプロットした。三段目は温度別に数値結果から得たRをプロットした。黄色
線は厳密解の臨界温度 Tc = 2/ ln(1 +

√
2) = 2.26918 · · · である。

32



第6章 まとめと展望

本論文では厳密解が知られている周期境界条件の古典的 2次元 Ising模型を用い
て、TRGを応用した手法によって得られた二点相関関数から臨界指数と臨界温度を
正しく再現することに成功した。その結果、この手法から得られた二点相関関数の計
算方法の正しさを実証した。従来の手法では比熱や帯磁率から臨界指数と臨界温度
を抽出する。その比熱や帯磁率を算出するためには分配関数を温度や外部磁場で二
階数値微分が要求される。しかし、数値微分を実行するごとに有効桁を損失し、正確
な比熱や帯磁率を得るためには大きいDcutが要求される。また、帯磁率を得るため
には外部磁場のような追加パラメーターをハミルトニアンの中に導入する必要があ
り、系の解析を複雑にさせる傾向がある。さらに、これらの従来の方法ではDcutに
強く依存した臨界温度を得られるために正しい臨界温度を求めることができなかっ
た。これらの問題点を改善するために本論文では数値微分や追加パラメーターを用
いずに相関関数を得ることができるTRGの手法を用いて、検証を行った。
この手法は不純物テンソルと呼ばれるテンソルを含むテンソルネットワークを構
成し、TRGを実行することで相関関数を得ることができる。この手法の長所はくり
こみをくり返すごとに格子体積を指数的に増加させることができる。そのため、格
子計算の分野でよく知られているモンテカルロ法と呼ばれる確率計算よりもはるか
に大きな体積での数値計算を行うことができる。そして、得られた相関関数が正し
いのであれば、相関関数から臨界指数と臨界温度を抽出することができると考え、
検証を行った。その結果は表 (5.1)に示した。この結果を見ると十分に 2次元 Ising

模型の臨界指数と臨界温度を再現することができたと考えられる。つまり、この手
法は大きなDcutや追加パラメーターを要求せずに異なる模型や高次元の模型に対し
ても臨界指数と臨界温度を抽出する強力な方法になるということが推測される。し
かしながら、Dcutの依存性を排除するために臨界温度近傍の領域、つまり、Dcutに
依存する領域を排除し、フィット領域を決定しなければならない。しかし、正確に
フィットを決定することができれば、正しい臨界指数と臨界温度を求めることがで
きる。このフィット領域を決定するために本論文ではこのDcutに依存する領域は異
なるDcut = {24, 32}でそれぞれ計算した相関関数や自発磁化を比較し、Dcut依存性
を検証し、妥当なフィット領域を決定した。
本論文は初めて 2次元 Ising模型の相関関数から臨界指数と臨界温度を抽出でき
ることを実証し、大きいDcutや追加パラメーターを要求せずに正しい臨界指数と臨
界温度を再現することができた。今後は計算精度の向上が期待できるTNRやLoop-

TNRの手法を用いた相関関数を計算し、この方法を再評価することで数値の精度や
計算コストでどのような利点を見出せるかに大いに興味がある。また、XY模型や
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U(1)理論、SU(2)理論などの自由度を無限に持つ模型でも同じように臨界指数と臨
界温度を再現することができるのかということについても大いに興味がある。
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付 録A テンソルネットワーク表示の
発展

A.1 外部磁場ありの2次元 Ising模型のテンソルネット
ワーク表示

2章で説明したドメインウォールを用いた Ising模型のハミルトニアンに磁化を加
え、次のように分配関数とハミルトニアンを定義した。

Z =
∑
{s}

e−βH (A.1)

H = −
∑
⟨i,j⟩

SiSj − h
∑
i

Si (A.2)

そして、テンソルネットワーク表示を次のように導いた。

Z =
∑
{s}

eβJ
∑

⟨i,j⟩ SiSj+βh
∑

i Si (A.3)

=
∑
{s}

∏
p(i,j,k,l)

eβJ(SiSj+SjSk+SkSl+SlSi)+
1
2
βh(Si+Sj+Sk+Sl) (A.4)

=
∑
{s}

∏
p

T p
SiSjSkSl

(A.5)

T p
SiSjSkSj

= eβJ(SiSj+SjSk+SkSl+SlSi)+
1
2
βh(Si+Sj+Sk+Sl) (A.6)

=
∑

{i,j,k,l}

∏
p

Aa
ijkl (A.7)

Sn = ±1 → n = {0, 1} , (A.8)

Ap
ijkl ≡ T p

SiSjSkSj
(A.9)

A.2 2次元XY模型のテンソルネットワーク表示
2次元XY modelの分配関数とハミルトニアンを次のように定義する。

Z =
1

(2π)V

∫ π

−π

∏
p

dθpe
−βH (A.10)

H = −
∑
⟨i,j⟩

cos(θi − θj) (A.11)
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A.2.1 外部磁場なしのXY模型のテンソルネットワーク表示

XY模型のハミルトニアンを用いて、テンソルネットワーク表示を次のように導
いた。[17]

Z =
1

(2π)V

∫ π

−π

∏
p

dθp
∏
⟨i,j⟩

eβ cos(θi−θj) (A.12)

=
1

(2π)V

∫ π

−π

∏
p

dθp
∏
⟨i,j⟩

∞∑
nij=−∞

Inij
(β)einij(θi−θj) (A.13)

ここでは、キャラクター展開とベッセル関数を用いて、元の自由度θとは別の新しい自
由度nを生成し、その代わりに元の自由度θを積分することで新しい自由度nだけが残
るテンソルネットワーク表示を導出した。キャラクター展開eτ cos θ =

∑∞
n=−∞ In(τ)e

inθ

を用いている。また In(τ)はベッセル関数である。そして、ある点 p′の θp′を中心に
まとめる。

Z =
1

(2π)V

∫ π

−π

∏
p

dθp
∑
{n}

∏
p′

(
Inp′i(β)Inp′j(β)Inp′k(β)Inp′l(β)

) 1
2
eiθp′ (np′i−np′j−np′k+np′l)

=
1

(2π)V

∑
{n}

∏
p

∫ π

−π

dθp
(
Inpi

(β)Inpj
(β)Inpk

(β)Inpl
(β)
) 1

2 eiθp(npi−npj−npk+npl) (A.14)

=
∑
{n}

∏
p

(
Inpi

(β)Inpj
(β)Inpk

(β)Inpl
(β)
) 1

2 δnpi−npj−npk+npl,0 (A.15)

=
∑
{n}

∏
p

Ap
npinpjnpknpl

(A.16)

Ap
ijkl = (Ii(β)Ij(β)Ik(β)Il(β))

1
2 δi−j−k+l,0 (A.17)

A.2.2 外部磁場ありのXY模型のテンソルネットワーク表示

前節で説明したXY模型のハミルトニアンに磁化を加え、テンソルネットワーク
表示を次のように導いた。[17]

Z =
1

(2π)V

∫ π

π

∏
k

dθke
−βH (A.18)

H = −J
∑
⟨i,j⟩

cos(θi − θj)− h
∑
i

cos(θi) (A.19)

(A.20)
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Z =
1

(2π)V

∫ π

π

∏
k

dθke
βJ

∑
⟨i,j⟩ cos(θi−θj)+βh

∑
i cos(θi) (A.21)

=
1

(2π)V

∫ π

π

∏
k

dθk
∏
⟨i,j⟩

e−βJ cos(θi−θj)
∏
i

eβh
∑

i cos(θi) (A.22)

=
1

(2π)V

∫ π

π

∏
k

dθk
∏
⟨i,j⟩

∞∑
nij=−∞

Inij
(βJ)einij(θi−θj)

∏
i

∞∑
mi=−∞

Imi
(βh)eimiθi (A.23)

=
1

(2π)V

∫ π

π

∏
k

dθk∑
{n}

∏
p(i,j,k,l)

(
Inpi

(βJ)Inpj
(βJ)Inpk

(βJ)Inpl
(βJ)

) 1
2 eiθp(npi−npj−npk+npl)

∏
i

∞∑
mi=−∞

Imi
(βh)eimiθi (A.24)

=
1

(2π)V

∫ π

π

∏
k

dθk∑
{n,m}

∏
p(i,j,k,l)

(
Inpi

(βJ)Inpj
(βJ)Inpk

(βJ)Inpl
(βJ)

) 1
2 Imp(βh)

eiθp(npi−npj−npk+npl+mp) (A.25)

=
∑
{n,m}

∏
p(i,j,k,l)(

Inpi
(βJ)Inpj

(βJ)Inpk
(βJ)Inpl

(βJ)
) 1

2 Imp(βh)

1

(2π)

∫ π

π

dθpe
iθp(npi−npj−npk+npl+mp) (A.26)

=
∑
{n,m}

∏
p(i,j,k,l)

(
Inpi

(βJ)Inpj
(βJ)Inpk

(βJ)Inpl
(βJ)

) 1
2 Imp(βh)δnpi−npj−npk+npl+mp,0

=
∑
{n}

∏
p(i,j,k,l)

(
Inpi

(βJ)Inpj
(βJ)Inpk

(βJ)Inpl
(βJ)

) 1
2 I−npi+npj+npk−npl

(βh) (A.27)

Ap
ijkl = (Ii(βJ)Ij(βJ)Ik(βJ)Il(βJ))

1
2 I−i+j+k−l(βh) (A.28)

(A.29)

A.2.3 外部磁場ありのXY模型の不純物テンソルを含むテンソルネッ

トワーク表示 (エネルギー計算)

この節では、外部磁場ありのXY 模型のハミルトニアンからエネルギーを求める
テンソルネットワーク表示を導出する。
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まず、エネルギー ⟨E⟩を次のように分解することができる。

⟨E⟩ =

∫ π

−π

∏
p dθpHe−βH

Z
(A.30)

=

∫ π

−π

∏
p dθp (cos(θi − θj)) e

−βH

Z
(A.31)

=

∫ π

−π

∏
p dθp

1
2
(ei(θi−θj) + e−i(θi−θj))e−βH

Z
(A.32)

=
1

2

(∫ π

−π

∏
p dθpe

i(θi−θj)e−βH

Z
+

∫ π

−π

∏
p dθpe

−i(θi−θj)e−βH

Z

)
(A.33)

=
1

2

(
⟨ei(θi−θj)⟩+ ⟨e−i(θi−θj)⟩

)
(A.34)

=
1

2
(E+ + E−) (A.35)

ここでのE±を次のように定義する。

E± = ⟨e±i(θi−θj)⟩ (A.36)

E±からテンソルネットワーク表示を次のように導いた。

E± =
1

(2π)VZ

∫ π

−π

∏
k

dθke
±i(θa−θb)eβJ

∑
⟨i,j⟩ cos(θi−θj)+βh

∑
i cos(θi) (A.37)

=
1

(2π)VZ

∫ π

−π

∏
k

dθke
±i(θa−θb)

∏
⟨i,j⟩

e−βJ cos(θi−θj)
∏
i

eβh
∑

i cos(θi) (A.38)

=
1

(2π)VZ

∫ π

−π

∏
k

dθke
±i(θa−θb)

∏
⟨i,j⟩

∞∑
nij=−∞

Inij
(βJ)einij(θi−θj)

∏
i

∞∑
mi=−∞

Imi
(βh)eimiθi (A.39)

=
1

Z

∫ π

−π

∏
k

dθke
±i(θa−θb)

∑
{n}

∏
p(i,j,k,l)

(
Inpi

(βJ)Inpj
(βJ)Inpk

(βJ)Inpl
(βJ)

) 1
2 eiθp(npi−npj−npk+npl)

∏
i

∞∑
mi=−∞

Imi
(βh)eimiθi (A.40)
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=
1

(2π)VZ

∫ π

−π

∏
k

dθk∑
{n,m}

∏
p(i,j,k,l)̸=a,b

(
Inpi

(βJ)Inpj
(βJ)Inpk

(βJ)Inpl
(βJ)

) 1
2 Imp(βh)

(
Inai

(βJ)Inaj
(βJ)Inak

(βJ)Inal
(βJ)

) 1
2 Ima(βh)

eiθa(nai−naj−nak+nal+ma±1)(
Inbi

(βJ)Inbj
(βJ)Inbk

(βJ)Inbl
(βJ)

) 1
2 Imb

(βh)

eiθb(nbi−nbj−nbk+nbl+mb∓1) (A.41)

=
1

Z

∑
{n,m}

∏
p(i,j,k,l){̸=a,b}(

Inpi
(βJ)Inpj

(βJ)Inpk
(βJ)Inpl

(βJ)
) 1

2 Imp(βh)

1

(2π)

∫ π

−π

dθpe
iθp(npi−npj−npk+npl+mp)

(
Inai

(βJ)Inaj
(βJ)Inak

(βJ)Inal
(βJ)

) 1
2 Ima(βh)

1

(2π)

∫ π

−π

dθae
iθa(nai−naj−nak+nal+ma±1)

(
Inbi

(βJ)Inbj
(βJ)Inbk

(βJ)Inbl
(βJ)

) 1
2 Imb

(βh)

1

(2π)

∫ π

−π

dθbe
iθb(nbi−nbj−nbk+nbl+mb∓1) (A.42)

=
1

Z

∑
{n}

∏
p(i,j,k,l){≠a,b}(

Inpi
(βJ)Inpj

(βJ)Inpk
(βJ)Inpl

(βJ)
) 1

2 I−npi+npj+npk−npl
(βh)(

Inai
(βJ)Inaj

(βJ)Inak
(βJ)Inal

(βJ)
) 1

2 I−nai+naj+nak−nal∓1(βh)(
Inbi

(βJ)Inbj
(βJ)Inbk

(βJ)Inbl
(βJ)

) 1
2 I−nbi+nbj+nbk−nbl±1(βh) (A.43)

=
1

Z

∑
{n}

∏
p(i,j,k,l){≠a,b}

Ap
ijklǍ

a
ijklǍ

b
ijkl (A.44)

Ap
ijkl =

(
Inpi

(βJ)Inpj
(βJ)Inpk

(βJ)Inpl
(βJ)

) 1
2 I−npi+npj+npk−npl

(βh) (A.45)

Ǎa
ijkl =

(
Inai

(βJ)Inaj
(βJ)Inak

(βJ)Inal
(βJ)

) 1
2 I−nai+naj+nak−nal∓1(βh)(A.46)

Ǎb
ijkl =

(
Inbi

(βJ)Inbj
(βJ)Inbk

(βJ)Inbl
(βJ)

) 1
2 I−nbi+nbj+nbk−nbl±1(βh) (A.47)
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付 録B テンソルネットワークくりこ
み(TNR)関連

B.1 テンソルネットワークくりこみ (TNR)

2章で説明した基礎的なテンソルくりこみ群 (TRG)はくりこみをくり返すごとに
計算精度が著しく悪化し、正しい固定点にくりこまれない可能性が高かった。その
ため、その点を改良した手法の 1つにテンソルネットワークくりこみ (TNR)とよば
れる手法がある。この章では周期境界条件の 2次元模型で TNRのくりこみ方法を
説明する。なお、テンソルネットワーク表示の分配関数を用いる。[14]

B.1.1 テンソルネットワークくりこみ (TNR)

図B.1-1は各格子点にテンソルAを持つ格子を表している。図 4-2は格子点の間に
ディスエンタングラーuとアイソメトリーω, vを挿入する。ディスエンタングラーu

は

uijabu
†
lkab = u†

abijuablk (B.1)

= M r
(i⊗j)(a⊗b)M

l
(a⊗b)(k⊗l) (B.2)

= δ(i⊗j),(k⊗l) (B.3)

を満たすテンソルである。また、M r,M lは行列である。アイソメトリーω, vは添字
a, b, c, dの自由度をDとし、添字 i, jの自由度をD2であれば、

ωiabω
†
baj = M r

i(a⊗b)M
l
(a⊗b)j (B.4)

= δi,j (B.5)

ω†
cdiωiab = M r

(a⊗b)iM
l
i(c⊗d) (B.6)

= δ(a⊗b),(c⊗d) (B.7)

を満たし、添字 i, jの自由度をDcut < D2であれば、

ωiabω
†
baj = M r

i(a⊗b)M
l
(a⊗b)j (B.8)

= δi,j (B.9)

ω†
cdiωiab = M r

(a⊗b)iM
l
i(c⊗d) (B.10)

̸= δ(a⊗b),(c⊗d) (B.11)
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を満たすテンソルである。このアイソメトリーは基本的なテンソルくりこみ群で説
明したテンソル Sに相当する役割を持ち、その添字である i, jが次元を落す働きを
し、最終的に新しい bondの働きをする。図 B.1-3は古い bondをすべて総和し、4

点を 1点としている (図B.2-a,bを参照)。ここではTRGとは異なり、2種類のテン
ソルB,Cが生成されている。図 B.1-4は格子点に特異値分解を行い、新しい bond

を生成している。図B.1-5は古い bondをすべて総和し、4点を 1点にくりこみ、新
しいテンソルAnewを生成している。この 1回のTNRのくりこみにより、格子点の
境界条件はくりこみ前のテンソルを持つ格子点と同じになる。

B.1.2 テンソルB,Cの生成

図B.1-2と図B.1-3,図B.2-aと図B.2-bで図示されているテンソルAとAを P変
換した Ã、アイソメトリー ω, v、ディスエンタングラー uを用いて、テンソルBと
テンソルCを生成している。そして、下記がその生成を式で表したものである。こ
のステップはTRGの 1回目の自由度の縮約に相当するステップである。

Bijkl = vid2d1v
†
d3d4j

ωld8d7ω
†
d5d6k

Un1n8d7d2U
†
n4n6d6d3

×Ad1n2n3d2An3n7d8n8Ãd4n4n5n2Ãn5n6d5n7 (B.12)

Cijkl = ωin1n4ω
†
n2n1j

v†n3n2k
vln4n3 (B.13)

B.1.3 テンソルB,Cの分解

図 B.1-3と図 B.1-4で図示されている二つのテンソルB,Cを TRGのテンソルの
分解と同様に特異値分解し、新しいテンソルAの生成を式で表したものが下記であ
る。このステップはTRGの 2回目のテンソルの分解のステップに相当するステップ
である。

Bijkl = M(i⊗j)(k⊗l) = U(i⊗j)nΣnVn(k⊗l)
† = S1

ijnS
3
kln (B.14)

S1
ijn = U(i⊗j)n

√
Σn , S3

kln =
√
ΣnV

†
n(k⊗l) (B.15)

Cijkl = M̃(j⊗k)(l⊗i) = Ũ(j⊗k)nΣnṼ
†
n(l⊗i) = S2

jknS
4
lin (B.16)

S2
jkn = Ũ(j⊗k)n

√
Σn , S4

lin =
√

ΣnṼ
†
n(l⊗i) (B.17)

B.1.4 自由度の縮約

図B.1-4と図B.1-5で図示されている総和は 4つのテンソルを 1つのテンソルにま
とめている。下記の式は 4つのテンソル SBR , SBL , SCU ,SCD が持つ古い bondを表し
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ている添字 a, b, c, dをすべて総和し、残りの新しい bondを表している添字 i, j, k, l

で表されるテンソルAnew
ijkl が生成されている式になる。このステップはTRGの 2回

目の自由度の縮約のステップに相当するステップである。

Anew
ijkl = SCU

(b⊗a)jS
BR

(c⊗b)kS
CD

l(d⊗c)S
BL

i(a⊗d) (B.18)

B.1.5 テンソルB,Cの分解と自由度の縮約の改良

4つのアイソメトリー ω, vのみから生成されるテンソルCは行列要素が単純であ
り、特異値分解すると特異値が重解し、計算精度が悪化する。そのため、本論文で
はテンソルCの特異値が重解することを回避し、計算精度を向上する改良を行って
いる。本節はその改良を説明する。まず、先にテンソルBを特異値分解し、テンソ
ルS2, S4を生成し、テンソルAの特異値ΣAの平方根を乗除し、テンソルS ′2, S ′4を
生成する。次にテンソル C にテンソル Aの特異値 Σの平方根を乗除し、テンソル
C ′を生成する。そのテンソルC ′を特異値分解し、テンソル S ′1, S ′3を生成する。そ
して、前節で説明された自由度の縮約時にS ′1, S ′2, S ′3, S ′4をS1, S2, S3, S4と再定義
して、テンソルAnew

ijkl を生成する。

Bijkl = M(i⊗j)(k⊗l) = U(i⊗j)nΣnVn(k⊗l)
† = S1

ijnS
3
kln (B.19)

S1
ijn = U(i⊗j)n

√
Σn , S3

kln =
√
ΣnV

†
n(k⊗l) (B.20)

B′
ijkl =

S1
ijnS

3
kln√

ΣA
i Σ

A
j Σ

A
kΣ

A
l

= S ′1
ijnS

′3
kln (B.21)

C ′
ijkl = Cijkl

√
ΣA

i Σ
A
j Σ

A
kΣ

A
l (B.22)

= M̃(j⊗k)(l⊗i) = Ũ(j⊗k)nΣnṼ
†
n(l⊗i) = S ′2

jknS
′4
lin (B.23)

S ′2
jkn = Ũ(j⊗k)n

√
Σn , S ′4

lin =
√

ΣnṼ
†
n(l⊗i) (B.24)

S ′1
ijn =

S1
ijn

ΣA
i Σ

A
j

, S ′3
kln =

S3
kln

ΣA
kΣ

A
l

(B.25)

B.2 TNRの最適化
TNRを実行する上でアイソメトリーとディスエンタングラーの最適化が重要にな
る。その最適化に対する理解と方法を記述する。図B.3で示した truncation error δ

が最小であれば、最適化されたアイソメトリーとディスエンタングラーであると定義
する。この δが数学的の意味を特異値分解を用いて、記述したのが次の計算である。
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δ = ||A−B||2 (B.26)

= Tr{(A−B)(A−B)†} (B.27)

= Tr(AA† +BB† −BA† − AB†) (B.28)

= TrAA† + trBB† − trBA† − trAB† (B.29)

= TrAA† − trBB† (B.30)

TrBB† = trBA† = trAB† (B.31)

A = UΣ∞V † , B = UΣDcutV † (B.32)

= Tr(UΣ∞V †)(UΣ∞V †)† − Tr(UΣDcutV †)(UΣDcutV †)† (B.33)

= TrΣ∞2 − trΣDcut2 (B.34)

= Σ∞
Dcut−1

2 + Σ∞
Dcut−2

2 + · · ·+ Σ∞
∞

2 (B.35)

図で示した各テンソルBu, Bω, Bvを特異値分解することでアイソメトリーω, vとディ
スエンタングラー uを最適化する。Eは図で示された各ターゲットを除いた部分の
テンソルである。

Bu = uEu , Bω = ωEω , Bv = vEv (B.36)

Eu = ωvAA (B.37)

Eω = uvAA (B.38)

Ev = ωuAA (B.39)

そのテンソルEを特異値分解し、その分解で得られたユニタリ行列U, V を用いて、
ディスエンタングラー uの更新を以下のように行うことによって、ディスエンタン
グラーの最適解を導けると考えている。同様な方法を用いて、アイソメトリーの最
適化も行う。

Tr(Bnew
u B†

u) = Tr(unewEuu
†
oldE

†
u) (B.40)

= Tr(unewUΣuV
†) (B.41)

if unew = V U † (B.42)

= Tr(Σu) → max (B.43)

B.3 軸対称なテンソルネットワーク (P変換可能なテン
ソルネットワーク)

TNRを実行する場合、テンソルAをP変換したテンソル Ãをテンソルネットワー
ク内に取り込む。その取り込み方はテンソルネットワーク全体が軸対称になってい
る必要がある。[16]
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B.3.1 Ising模型

Ising模型の場合はテンソルAが P変換したテンソル Ãと同じであり、テンソル
ネットワーク内にあるテンソルAをテンソル Ãと入れ替えれば、問題ない。

Ap
ijkl = Ap

ilkj (B.44)

B.3.2 XY模型

XY模型の場合はテンソルAがP変換したテンソル Ãと同じではない。そのため、
Ising模型と同じように単純にテンソルAと入れ替えることはできない。

Ap
ijkl ̸= Ap

ilkj (B.45)

今回は分配関数からの計算を工夫し、テンソルネットワークが軸対称になるテン
ソルネットワークを導く。

Z =
1

(2π)V

∫ π

−π

∏
p

dθp
∏
⟨i,j⟩

eβ cos(θi−θj) (B.46)

=
1

(2π)V

∑
{n}

∏
p1

∫ π

−π

dθp1 (Ip1i(β)Ip1j(β)Ip1k(β)Ip1l(β))
1
2 eiθp1(np1i

−np1j
−np1k

+np1l)

×
∏
p2

∫ π

−π

dθp2 (Ip2i(β)Ip2j(β)Ip2k(β)Ip2l(β))
1
2 eiθp2(−np2i

−np2j
+np2k

+np2l) (B.47)

=
1

(2π)
V
2

∑
{n}

∏
p1

Ap1
ijkl ×

∏
p2

∫ π

−π

d(−θp2) (Ip2i(β)Ip2j(β)Ip2k(β)Ip2l(β))
1
2

ei(−θp2 )(−np2i
−np2j

+np2k
+np2l) (B.48)

=
1

(2π)
V
2

∑
{n}

∏
p1

Ap1
ijkl (B.49)

×
∏
p2

∫ π

−π

dθp2 (Ip2i(β)Ip2j(β)Ip2k(β)Ip2l(β))
1
2 eiθp2(np2i

+np2j
−np2k

−np2l) (B.50)

=
∑
{n}

∏
p1

Ap1
ijkl (B.51)

×
∏
p2

(Ip2i(β)Ip2j(β)Ip2k(β)Ip2l(β))
1
2 δnp2i

+np2j
−np2k

−np2l
,0 (B.52)

=
∑
{n}

∏
p1

Ap1
ijkl

∏
p2

Ãp2
ijkl (B.53)

Ap
ijkl = Ãp

ilkj (B.54)
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図 B.1: TNRのくりこみ過程
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図 B.2: TNRのテンソルB,Cの生成

図 B.3: TNRの最適化時に用いる truncation errorの図
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付 録C 平均場理論による相関関数

5章で用いた相関関数のフィット関数を Landau理論を用いて、導出する。まず、
Landau理論の理解のために臨界指数 β, α, δ, γを磁化の対称性から得た自由エネル
ギーから求める。次に磁化に空間依存性を持つとして Landau理論を拡張した理論
を用いて、相関関数を導出する。[19]

C.1 Landau理論
Landau理論は平均場理論の一種である。磁化の対称性だけを用いて、自由エネル
ギーを磁化の関数として定義し、その最小値が熱平衡状態を実現するという条件を
用いて、臨界現象を解析する。
すべてのスピン変数 siの符号を反転すると磁化mの符号が変わる。しかし、ハミ
ルトニアン (A.2)は外部磁場 hがゼロである場合、すべてのスピン変数 siの符号を
反転しても符号は変えない。従って、自由エネルギーもスピン変数の反転に対して
不変だと考えることができる。これを大局的な反転対称性という。これは磁化mの
関数としての単位体積あたりの自由エネルギー f(m)は偶関数であることを意味し
ている。
臨界温度付近では磁化mは十分小さいと考えるべきであり、自由エネルギーは

m = 0のまわりは偶数べきで展開できる。この展開を Landau展開という。

f = f0 + am2 + bm4 +O(m6) (C.1)

a, b, f0は定数である。しかし、温度依存性を持つ。また、6次以上の高次の項を無
視する。自由度エネルギー f の最小値の時に熱平衡状態が実現する。そのためには
b > 0である必要がある。また、a < 0である場合、最小値がm = 0からずれたとこ
ろに現れる。この時にすべてのスピン変数の反転すると自由エネルギーの符号は変
わらないが、磁化m ̸= 0の符号が異なるどちらかの状態が実現される。これを自発
的対称性の破れという。
a = 0を境にして自由エネルギー f(m)の最小値を取る磁化 mの場所がゼロか
らノンゼロに変化するので、a = 0が臨界点 T = Tcに相当する。そのため、a =

k(T − Tc)/Tc = kt, t = (T − Tc)/Tcとする。つまり、a < 0は低温、a > 0は高温に
相当する。
では、この Landau理論を用いて、臨界指数 β, α, δ, γを求める。まずは、臨界指
数 βを求めるために、実現する磁化m0を求める。そのためには、低温 a < 0の自
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由エネルギーを磁化mで微分し、ゼロになる磁化mが実現する磁化m0であると考
える。

df

dm
= 2am+ 4bm3 (C.2)

= 4bm

(
m+ i

√
a

2b

)(
m− i

√
a

2b

)
= 0 (C.3)

m = 0,±i

√
a

2b
(C.4)

m0 =

√
T − Tc

2bTc

(C.5)

∝
∣∣∣∣T − Tc

Tc

∣∣∣∣β= 1
2

(C.6)

よって、β = 1/2である。
次に、臨界指数 αを求めるために、自由エネルギー f の最小値を温度で二階微分
して比熱Cを求める必要がある。そこで臨界温度の時 (m0 = k(T − Tc)/Tc)の自由
エネルギー f は次のように求まる。

f = f0 + am2
0 + bm4

0 = f0 −
k2(T − Tc)

2

4bT 2
c

(C.7)

C ∝ d2

dT
f = Constant (C.8)

∝ |t|α=0 (C.9)

この自由エネルギーを温度で二階微分することで定数が得られる。つまり、比熱は
定数になる。これにより、α = 0である。
さらに、臨界指数 δを求めるために、自由エネルギーに外部磁場 hの項−hmを
加え、磁化で一階微分する。

df

dm
= 2am+ 4bm3 − hm = 0 (C.10)

h ∝ mδ=3 (T = Tc) (C.11)

T = Tcの時に a = 0である。これにより、臨界指数 δ = 3である。
最後に臨界指数 γを求めるために、式 (C.11)を用いて、χ = dm

dh
を求める。

χ =
dm

dh
= 1

dh

dm
=

1

2a+ 12bm2
(C.12)

これにより、T > Tc (a > 0),m = 0では χは次のようになる。

χ =
1

2a
=

Tc

2k(T − Tc)
∝
(

Tc

T − Tc

)γ=1

(C.13)
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また、T < Tc (a < 0),m =
√

k(Tc−T )
2bTc

では χは次のようになる。

χ =
1

2a+ 12bm2
=

Tc

4k(Tc − T )
∝
(

Tc

T − Tc

)γ′=1

(C.14)

以上により、γ, γ′ = 1である。なお、Landau理論は空間次元やスピンの成分数を考
慮していないため、この臨界指数は一般的には正しいものではない。

C.2 相関関数
Landau理論はそのままの形では相関関数の振る舞いを明かにすることはできな
いため、磁化mが空間依存性を持つとして理論を拡張する。空間依存性を持つ磁化
m(r)は、位置 rまわりのいくつかのスピン変数の値の平均値を表している。この時、
相関関数G(r)は次のように表される。

G(r) = ⟨m(r)m(0)⟩ (C.15)

そして、Landau理論の自由エネルギーを拡張して、次のように全体積の自由エネ
ルギー F を定義する。

F =

∫
dram(r)2 + b(∇m(r))2) (C.16)

ここでの aは a = ktであり、b > 0である。また、(∇m(r))2の項は強磁性的相互作
用に相当する項である。このように定義された自由エネルギー F は 2次項のみから
構成されているためにGauss模型と呼ばれる。
相関関数を求めるために、次のような磁化m(r)のフーリエ変換を用いる。

m(r) =
1

(2π)d

∫
dqeiqṙm̃(q), (C.17)

m(q) =

∫
dqe−iqṙm(r), (C.18)

δ(q) =
1

(2π)d

∫
dreiqṙ (C.19)

上式を用いると自由エネルギー F は次のように表すことができる。

F =

∫
dram(r)2 + b(∇m(r))2) (C.20)

=
1

(2π)2d

∫
drdqdq′(a+ bq2)m(q)m(q′)ei(q+q′)ṙ (C.21)

=
1

(2π)d

∫
dqdq′(a+ bq2)m(q)m(q′)δ((q+ q′)) (C.22)

=
1

(2π)d

∫
dq(a+ bq2)m(q)m(−q) (C.23)
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これらの変換を用いて、相関関数G(r)を求める。

G(r) = ⟨m(r)m(0)⟩ = 1

(2π)d

∫
dq⟨m̃(q)m̃(−q)eiqṙ⟩ (C.24)

磁化m(r)は実数であるので、m̃(−q) = m̃(q)∗である。よって、

⟨m̃(q)m̃(−q)eiqṙ⟩ = ⟨|m̃(q)|2⟩ ≡ G̃(q) (C.25)

を求めれば、相関関数を求めることになる。|m̃(q)| ≡ yqとする。
そして、自由エネルギーF は粗視化されたハミルトニアンであるとすると、次の
ように G̃(q)を表すことができる。

G̃(q) =

∫ ∏
q′ dm̃(q′)|m̃(q)|2e−βF∫ ∏

q′ dm̃(q′)e−βF
(C.26)

=

∫ ∏
q′ dyq′yq

2e−βF∫ ∏
q′ dyq′e−βF

(C.27)

波数 q以外についての積分を実行すると、分子と分母で打ち消し合い、次のように
計算される。

G̃(q) =

∫ ∏
q dyqyq

2e−βcqy2p∫ ∏
q dyqe

−βcqy2p
=

1

2βcq
=

(2π)dT

2(kt+ bq2)
(C.28)

ここでの cq = (kt+ bq2)/(2π)dである。そして、元の空間依存性を持つ相関関数は
次のように表される。

G(r) =
T

2

∫
dqeiqṙ

1

kt+ bq2
(C.29)

上式を次のように整理する。

G(r) =
T

2b
g(r) (C.30)

g(r) =

∫
dqeiq1r1+q2r2+q3r3+···+qdrd

1

w2 + q2
(C.31)

ここでのw =
√

kt
b
である。ここで次の関係式を用いる。

1

k
=

∫ ∞

0

due−ku (C.32)
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この上式を用いると、次のように積分を実行することができる。

g(r) =

∫
dqeiq1r1+q2r2+q3r3+···+qdrd

1

w2 + q2
(C.33)

=

∫
dq

∫
due−(w2+q2)ueiq1r1+q2r2+q3r3+···+qdrd (C.34)

=

∫
dq

∫
due−w2ue−q21u+iq1r1e−q22u+iq2r2 · · · e−q2du+iqdrd (C.35)

=

∫
due−w2ue−(q1+i

r1
2u)

2
u− r21

4u e−(q2+i
r2
2u)

2
u− r22

4u · · · e−(qd+i
r2
2u)

2
u− r2d

4u (C.36)

=

∫
due−w2u− r2

4u

(π
u

) d
2

(C.37)

ここで、次のような第二種変形ベッセル関数を代入する。さらに、rが十分大きい
と考えると次のように表される。

K d
2
−1(z) =

1

2

(
1

2
z

) d
2
−1 ∫ ∞

0

due−t− z2

4uu− d
2 (C.38)

∼
√

π

2
z−

1
2 e−z , z ≫ d (C.39)

g(r)は次のように求めることができる。

g(r) =

∫
due−w2u− r2

4u

(π
u

) d
2

(C.40)

=

∫
due−u′−w2r2

4u′

(
πw2

u′

) d
2

(C.41)

= 2
(
πw2

) d
2

(
1

2
r

)1− d
2

K d
2
−1(wr) (C.42)

∼ 2
(
πw2

) d
2

(
1

2
r

)1− d
2
√

π

2
(wr)−

1
2 e−wr (C.43)

∝ r−(d−1)/2 exp

− r√
b
kt

 (C.44)

∝ r−(d−1)/2e−r/ξ (C.45)

ここでは u′ = w2uである。そして、臨界指数 nuは次のように得られる。

ξ =

(
b

kt

)ν=1/2

(C.46)

また、臨界温度直上 t = 0では、式 (C.29)での qを 1/rとするし、積分すると次
のように相関関数を求めることができる。

G(r) ∝ r−d+2 = r−d+2+η=0 (C.47)
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臨界指数 ηはゼロである。
以上により、5章で相関関数から相関長 ξを抽出するフィット関数 (C.45)を拡張
された Landau理論から導出することができた。
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付 録D 2次元Ising模型の厳密解に
ついて

この章では、2次元 Ising模型の厳密解の先行研究の成果を説明する。まず、2次
元 Ising模型の臨界温度を双対性を用いて得ることに成功したクラマース=ワニア双
対性 (Kramers-Wannier duality)についてを説明する。そして、クラマース=ワニア
双対性の発見後、1944年に初めて 2次元 Ising模型の厳密解を求めることに成功し
たラース・オンサーガー (Lars. Onsager)氏の解法を簡単に説明する。2次元 Ising

模型の厳密解の解法の詳細は彼らの論文に任せ、本論文では 1次元 Ising模型の厳密
解の解法を説明する。最後に 2点相関関数の解法の先行研究を紹介する。
1節ではクラマース=ワニア双対性の導出を説明する。2節ではオンサーガー氏の
求めた外場なしの 2次元 Ising模型の厳密解の結果を紹介し、外場なしの 1次元 Ising

模型の厳密解を導出する。最後に 3節では 2点相関関数の先行研究の紹介する。

D.1 クラマース=ワニア双対性
クラマース=ワニア双対性は1941年にヘンドマック・クラマース (Hendrik Kramers)

とグレゴリー・ワニア (Gregory Wannier)が発見した双対性である [20]。この双対
性は二つの異なる 2次元正方格子 Ising模型の自由エネルギーを関連付ける双対性で
ある。具体的にはこの双対性は低温から高温へ、また高温から低温への変換が可能
であることを示している。その結果、2次元正方格子 Ising模型の臨界温度の正確な
値を求めることに成功した。
クラマース=ワニア双対性の簡単な説明をする。まず、二つの異なる 2次元正方
格子 Ising模型のハミルトニアンH1, H2を次のように定義する。

H1 = J1
∑
<i,j>

sisj (D.1)

H2 = J2
∑
<i,j>

sisj (D.2)

スピン si = ±1、J1, J2はそれぞれの最近接の結合定数である。この時、クラマース
=ワニア双対性は次のように表される。

sinh(2βJ1) sinh(2βJ2) = 1 (D.3)

β = 1/T は温度 T の逆数である。
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ここで「相転移はある一点の温度のみに起こる」と仮定し、臨界温度 βc = βJ1 =

βJ2とする。

sinh(2βc) = 1 (D.4)

Tc = 1/βc = 2/ ln(
√
2 + 1) (D.5)

よって、2次元正方格子の臨界温度 Tc = 2/ ln(
√
2 + 1)であることがわかる。

D.1.1 クラマース=ワニア双対性の導出

クラマース=ワニア双対性の導出についてを説明する。
まず、ハミルトニアンH1と分配関数Z1を次のように定義する。

H1 = J1
∑
<i,j>

sisj (D.6)

Z1(β, J1) =
∑
{s}

eβH1 (D.7)

スピン si = ±1である。
次に高温展開し、eβJ1sisj = cosh(βJ1) + sisj sinh(βJ1)を次のように代入する。

Z1(β, J1) =
∑
{s}

eβH1 (D.8)

=
∑
{s}

∏
<i,j>

eβJ1sisj (D.9)

=
∑
{s}

∏
<i,j>

(cosh(βJ1) + sisj sinh(βJ1)) (D.10)

= (cosh(βJ1))
2V
∑
{s}

∏
<i,j>

1∑
n=0

(sisj tanh(βJ1))
n (D.11)

V は体積である。ここでスピン siは次のように表すことができる。∑
s=±1

s1,3,5,··· = 0,
∑
s=±1

s2,4,6,··· = 2 (D.12)

この上記の結果を考えると次のような分配関数を得ることができる。

Z = 2V (cosh(βJ1))
2V
∑
l:loops

(tanh(βJ1))
l (D.13)

lは格子リンク上のループの集合を表していて、そのループの長さによって、lの値
が異なる。この lは次のように表せ、新しいスピン τ を定義することができる。

l =
∑
<i,j>

1

2
(1− τiτj) (D.14)
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この関係を用いると次のような分配関数が得られる。

Z1(β, J1) = 2V (cosh(βJ1))
2V
∑
l:loops

(tanh(βJ1))
l (D.15)

= 2V (cosh(βJ1))
2V
∑
{τ}

(tanh(βJ1))
∑

<i,j>
1
2
(1−τiτj) (D.16)

= 2V (cosh(βJ1))
2V (tanh(βJ1))

V
∑
{τ}

(tanh(βJ1))
− 1

2

∑
<i,j>(τiτj)

= (sinh(2βJ1))
V
∑
{τ}

(tanh(βJ1))
− 1

2

∑
<i,j>(τiτj) (D.17)

そして、次のように再定義する。

e−2βJ2 = tanh(βJ1) (D.18)

その結果、異なる二つの 2次元正方格子 Ising模型の分配関数の関係式を求めること
ができる。

Z2(β, J2) =
∑
{τ}

eJ2
∑

<i,j>(τiτj) (D.19)

Z1(β, J2) = (sinh(2βJ1))
V Z2(β, J2) (D.20)

両辺に (sinh(2βJ1))
V/2 = 1/ (sinh(2βJ2))

V/2をかけることにより、次のように表す
ことができる。

Z1(β, J2)

(sinh(2βJ1))
V/2

=
Z2(β, J2)

(sinh(2βJ2))
V/2

(D.21)

この上記の式を用いて、1格子点あたりの自由エネルギー f =
1

βV ln(Z)を求める。

βf1(β, J1)
1

2
(sinh(2βJ1)) = βf2(β, J2) +

1

2
(sinh(2βJ2))

この双対変換を見ると、低温と高温が入れ替わっていることがわかる。

sinh(2βJ1) = 1/ sinh(2βJ2) (D.22)

そして、2次元 Ising模型の相転移はある一つの温度のみに起こると考えると次の
ように臨界温度 Tc = 1/βcを得ることができる。

1 = sinh(2βc) sinh(2βc) (D.23)

Tc = βc = 2/ ln(
√
2 + 1) (D.24)

βc = βJ1 = βJ2である。
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D.2 オンサーガー (Onsager)の解析
ラース・オンサーガー (Lars Onsager)氏は 1944年に初めて 2次元 Ising模型の厳密
解 [21]を発見した。その後、Kaufma氏やNambu氏、Kac氏,Ward氏,Potts氏,Schultz

氏,Mattis氏,Lieb氏 [23, 24, 25, 26, 27]が異なる解法を見つけることに成功した。今
回は 2次元 Ising模型の厳密解のオンサーガー氏の解法を簡単に説明する。具体的
な詳細は彼らの論文に任せたいと思う。その代わりに 1次元 Ising模型の解法を説明
する。

D.2.1 2次元 Ising模型の厳密解の解法の説明と結果

まず、2次元 Ising模型のハミルトニアンHと分配関数Zを次のように定義する。

H = −
∑
<i,j>

sisj (D.25)

Z =
∑
{s}

e−βH (D.26)

スピン si = ±1である。
次に分配関数を整理し、行列 V を定義する。

Z =
∑
{s}

∏
<i,j>

(
eβsisj

)
(D.27)

=
∑
{s}

∏
i

(
eβsisi+µ̂

) (
eβsisi+ν̂

)
(D.28)

=
∑
{s}

∏
i

(
eββU1(µi)

) (
eβU2(µi,µi+1)

)
(D.29)

=
∑
{µ}

∏
i

V (µi, µi+1) (D.30)

= TrV (µi, µi+1)
V (D.31)

V は体積である。µ̂は右ベクトル、ν̂は上ベクトルである。行列 V と U1,U2は次の
ように定義する。

V (µi, µi + 1) =
(
eββU1(µi)

) (
eβU2(µi,µi+1)

)
(D.32)

U1(µi) = sisi+µ̂ (D.33)

U2(µi, µi+1) = sisi+ν̂ (D.34)

U1は層内のエネルギーを表し、U2は層間のエネルギーを表している。行列 V は次
のように考えると、2N × 2N 行列と見ることができる。

V (µi, µi) = ⟨µi|V |µj⟩ = Vij (D.35)
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i, j = 1, 2, · · · , N である。この行列 V を固有値分解することで次のような分配関数
を得られる。

Z = TrV (µi, µi+1)
V (D.36)

=
2N∑
m=1

(λm)
V (D.37)

∼ (λ0)
V (D.38)

この固有値 λ0を求めることにより、次のような分配関数が得られる。

ln(Z)/V = ln(2)− 1

2π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

dωdω′ ln
(
cosh2(2β)− sinh(2β)(cos(ω) + cos(ω′))

)
そして、磁化M もこのように求めることができる [22, 28]。

M =
(
1− (sinh(2J1β) sinh(2J2β))

−2)1/8 (D.39)

D.2.2 1次元 Ising模型の厳密解の解法

2次元 Ising模型よりも容易な 1次元 Ising模型の厳密解の解法を説明する。
まず、1次元 Ising模型のハミルトニアンと分配関数を次のように定義する。

H = −
∑
<i,j>

sisj (D.40)

Z =
∑
{s}

e−βH (D.41)

=
∑
{s}

∏
<i,j>

eβsisj (D.42)

スピン si = ±1である。
行列 V を次のように定義する。

⟨si|V |sj⟩ = eβsisj ≡ Vsisj (D.43)

V = V T =

(
eβ eβ

e−β e−β

)
(D.44)

また、V はパウリ行列を用いて、次のように表すことができる。

V = eβ
(
I + σxe−2β

)
(D.45)

V = 2 sinh1/2(2β)eβ
′σx

(D.46)

tanh(β′) = e2β, tanh(β) = e2β
′
, sinh(β) sinh(β) = 1を用いた。
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次に行列 V を固有値分解を行うことで次のような分配関数を得られる。

Z = Tr

(
eβ eβ

e−β e−β

)V

(D.47)

= Tr

(
λ+ 0

0 λ−

)V

(D.48)

= λN
+

[
1 +

(
λ−

λ+

)V
]

(D.49)

固有値 λ+ > λ−より、V → ∞の場合、次のような分配関数が得られる。

Z = λN
+ (D.50)

行列 V の固有値 λ+,−の値は次のような結果である。

λ+ = eβ + e−β = 2 cosh(β) (D.51)

λ− = eβ − e−β (D.52)

以上より、1次元 Ising模型の分配関数Zと自由エネルギーFは次のように得られる。

Z = (2 cosh(β))V (D.53)

βF = −V ln(2 cosh(β)) (D.54)

D.3 2点相関関数
2点相関関数はテプリッツ行列を用いて、1966年にTai.Tsun.Wu氏に解かれ、最
近では 2006年に I.Lyberg氏とB.M.McCoy氏によって研究されている。本論文では
その結果を紹介し、具体的な詳細は彼らの論文 [29, 30]に任せたいと思う。
臨界温度と各相 (高温相・低温相)の 2点相関関数は次のように得られる。

Sr = ⟨s(0,0)s(r,r)⟩ (D.55)

T = Tc, Sr ≃
(
1− 1

64r2

)
r−1/4 (D.56)

T < Tc, Sr ≃

1 +
T
Tc
e−r/ξ

(πr)2
(
1− T

Tc

)−1/4

 (D.57)

T > Tc, Sr ≃
e

−r
2ξ

r2
(
1− T

Tc

)1/4 (D.58)
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なお、本研究ではTを固定し、rが十分大きい場合、2点関数のフィット関数G(r) =

⟨s(0,0)s(r,0)⟩ − Cを以下のように定義する。 T
Tc

= Const。

G(r) ≡ A
e−r/ξ

rE
≃ ⟨s(0,0)s(r,0)⟩+ C (D.59)

A,C,Eはフリーパラメーターとする。
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付 録E TRG とTNRの数値計算結
果の比較

この章では周期境界条件の 2次元 Ising模型をTRG,TNRでそれぞれ数値計算した
結果をそれぞれ図示した。計算した物理量は分配関数、自由エネルギー、内部エネ
ルギー、比熱であり、特にTRGとTNRの違いが顕著に見える比熱をさらに詳しく
図示した。また、固定テンソル解析も行い、Dcutごとの臨界温度を求め、Dcut = 16

での固定テンソルを評価する関数を図示した。

E.1 2次元 Ising模型の数値結果

E.1.1 物理量の導出

分配関数とハミルトニアンを次のように定義する。

Z =
∑
{s}

e−βH (E.1)

H = −
∑
⟨i,j⟩

SiSj , Sn = ±1 (E.2)

次に、自由エネルギーF (free energy)、内部エネルギーE(energy)、比熱H(specific

heat)を次のように定義する。βは温度 T の逆数である。

F = −T ln(Z) (E.3)

E =
d

dβ
ln(Z) (E.4)

=
dT

dβ

d

dT
ln(Z) (E.5)

= −T 2 d

dT
ln(Z) (E.6)

H =
d

dT
E (E.7)

= − d

dT
T 2 d

dT
ln(Z) (E.8)

= −2T
d

dT
ln(Z)− T 2 d2

dT 2
ln(Z) (E.9)

=
2E

T
− T 2 d2

dT 2
ln(Z) (E.10)

63



E.1.2 条件

• 2次元 Ising模型

• 周期境界条件

• 新しく生成される bondの自由度の上限Dcut = 16

• 温度の範囲 (dT = 0.01ごと) [2.20-2.30](TRG),[2.20-2.29](TNR)

E.1.3 数値微分の誤差

TRGの数値計算結果では分配関数、自由エネルギーや分配関数を 1階微分する内
部エネルギーは大きな飛びが見られないが、分配関数を 2階微分する比熱は大きな
数値的な飛びが見られる (図 E.2)。この飛びの由来は分配関数の誤差である。厳密
な logscaleの分配関数を ln(Z0)であるとし、αを厳密値からの差だとし、微分時の
誤差を考える。E0をエネルギーの厳密値とする。

ln(Z) = ln(Z0) + α(β) (E.11)

E =
d

dβ

(
ln(Z0) + α(β)

)
(E.12)

=
d

dβ
ln(Z0) +

d

dβ
α(β) (E.13)

= E0 +
dT

dβ

d

dT
α(T ) (E.14)

= E0 − T 2 d

dT
α(T ) (E.15)

仮に、ある温度 T0, T1の差 dT = T1 − T0であるとし、誤差 αと温度差 dT の値をそ
れぞれα = 10−4, dT = 10−2とする。そして、1階微分するエネルギーの誤差のオー
ダーを下記のように考えると誤差のオーダーはO(10−2)になる。

d

dT
α(T ) =

α(T1)− α(T0)

dT
= O(

10−4

10−2
) = O(10−2) (E.16)

続いて、2階微分する比熱の誤差も同様に考えると誤差のオーダーはO(1)になる。
そのため、dT = 10−2の場合には数値的な飛びを回避するための logscaleの分配関
数の誤差はO(10−6)以下であることが求められる。

E.1.4 TRGとTNRの計算結果

TRGの数値計算結果では分配関数、自由エネルギー、内部エネルギー、比熱は大
きな飛びが見られない (図E.4,E.3)。特に比熱はTRGに比べると目に見えて改善さ
れていることがわかる。また、図 E.4を参照すると明らかに臨界点の場所が異なる
ことがわかる。

64



-0.936

-0.934

-0.932

-0.93

-0.928

-0.926

-0.924

-0.922

-0.92

 2.25  2.255  2.26  2.265  2.27  2.275  2.28  2.285  2.29  2.295  2.3

lo
g

sc
a

le
 P

a
rt

it
io

n

temperature

TRG Dcut=16

L=24

L=25

L=26

L=27

L=28

L=29

L=210

 2.105

 2.11

 2.115

 2.12

 2.25  2.255  2.26  2.265  2.27  2.275  2.28  2.285  2.29  2.295  2.3

fr
e

e
 e

n
e

rg
y

temperature

TRG Dcut=16

L=24

L=25

L=26

L=27

L=28

L=29

L=210

図 E.1: TRGの物理量結果 (logscale Partition function, Free energy):格子サイズ
L(L = 24, 25, 26, 27, 28, 29, 210)での物理量の変化を表している。体積 V = L× L。
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図 E.2: TRG の物理量結果 (Energy, Specific heat):格子サイズ L(L =

24, 25, 26, 27, 28, 29, 210)での物理量の変化を表している。
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図 E.3: TNRの物理量結果 (logscale Partition function, Free energy, Energy, Specific

heat):格子サイズ L(L = 24, 25, 26, 27, 28, 29, 210)での物理量の変化を表している。
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での物理量の変化を表している。
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図 E.6: TRG,TNR の物理量結果 (Specific heat):格子サイズ L(L =

24, 25, 26, 27, 28, 29, 210, 220)をそれぞれTNRとTRGを比較し、図示した。
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E.2 固定点テンソルの解析
前節で説明された比熱のピークを視覚的に確認することで臨界点を決定すること
も可能であるが、今回はテンソルくりこみ群特有の臨界点の解析を行い、臨界点を決
定する。この解析法はテンソルくりこみ群によってくりこまれたテンソルAはくり
こみをくり返すごとに固定点テンソルと呼ばれるテンソルに収束すると考え、くり
こまれたテンソルAの構造を解析し、臨界点を決定する。図E.7が解析結果である。
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図 E.7: TRG,TNRの各Dcutごとの臨界温度:厳密値の臨界温度 T = 2/ ln(1 +
√
2)

2次元 Ising模型の場合、くりこまれたテンソルAは低温の固定点テンソル TZ2、
または高温の固定点テンソル TTRI のどちらかに収束する。そのテンソルAの構造
を数値的に評価し、低温・高温の固定点テンソルのどちらに収束しているかを判断
する。その数値的に評価する関数をXとして下記のように定義する。[18]

X1 =

(∑
ij Aijij

)2∑
ijkl AijkjAklil

(E.17)

X2 =

(∑
ij Aijij

)2∑
ijkl AijklAklij

(E.18)

2次元 Ising模型の場合、X1, X2に違いがないため、今回はX = X1として図E.8,E.9

にDcut = 16の結果を図示する。
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図 E.8: TRG,TNRを用いたDcut = 16での各温度ごとのXの変化: 十分に大きさ格
子サイズLを取ることである温度を境にそれぞれ収束する値が二つに分かれる。こ
の時、異なる値に分かれる境目の温度を臨界温度として図 E.7に示した。
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は温度 (T = 2.270(赤線), 2.271(緑線)), TNRでは温度 (T = 2.2699(赤線), 2.700(緑
線)):格子サイズLが小さいときは同一の値を取る。しかし、格子サイズLが大きく
なるに従い、それぞれの温度の影響が現れ、異なる値に収束していくことがわかる。
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