
Non-perturbative aspects of elementary particle
physics

言語: jpn

出版者: 

公開日: 2017-10-05

キーワード (Ja): 

キーワード (En): 

作成者: 

メールアドレス: 

所属: 

メタデータ

http://hdl.handle.net/2297/45394URL
This work is licensed under a Creative Commons
Attribution-NonCommercial-ShareAlike 3.0
International License.

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/


博士論文　　

素粒子物理学の非摂動的側面

金沢大学大学院自然科学研究科
数物科学専攻
物理学講座

学籍番号 1323102009

氏名 山田 雅俊
主任指導教員名 青木 健一



2

目次

第 1章 序論 4

第 2章 非摂動くりこみ群 7

2.1 非摂動くりこみ群方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2 ゲージ対称性とくりこみ群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

第 3章 カイラル対称性の自発的破れ 23

3.1 量子色力学 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2 カイラル対称性の基本 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.3 QCDにおけるカイラル対称性の破れ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.4 Nambu–Jona-Lasinio模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.5 くりこみ群によるカイラル対称性の自発的破れの解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.6 章のまとめ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

第 4章 電弱対称性の破れの起源と標準模型の拡張 42

4.1 電弱対称性の破れの起源と階層性問題 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.2 Bardeenの議論と古典的スケール不変性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.3 隠れたセクターと標準模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.4 有効模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.5 暗黒物質の候補 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.6 電弱 1次相転移 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.7 章のまとめ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

第 5章 漸近的に安全な量子重力 70

5.1 漸近的安全性とは . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

5.2 重力場の量子化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5.3 非最小結合を伴う Higgs–Yukawa模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

5.4 くりこみ群方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

5.5 数値計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

5.6 漸近安全な量子重力と階層性問題 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

5.7 章のまとめ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95



目次 3

付録 A 記法と公式 97

A.1 ユークリッド化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

A.2 Clifford代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

A.3 Fierz変換 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

A.4 リー代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

付録 B 超行列の演算 104

付録 C 曲がった空間上の場の理論 108

C.1 リーマン幾何 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

C.2 時空積分の測度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

C.3 スカラー場 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

C.4 スピノル場 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

C.5 ゲージ場 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

付録 D 熱核展開 114

付録 E 量子統計 116

付録 F ベータ関数の導出 117

F.1 Nambu–Jona-Lasinio模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

F.2 漸近的に安全な量子重力と非最小結合する Higgs–Yukawa模型 . . . . . . . . . . . . 120

付録 G 熱効果 130

G.1 熱効果関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

参考文献 136



4

第 1章

序論

現在の素粒子物理学において, 粒子間に働く力として電磁気力, 重力, 強い力, 弱い力が知られてい
る. その中, 電磁気力と弱い力はゲージ群 SU(2)L × U(1)Y に基づくゲージ理論によって統一的に記述
される. これはWeinberg–Salam理論または電弱理論と呼ばれている [1, 2]. また, 強い力はゲージ群
SU(3)c に基づくゲージ理論で, 量子色力学 (QCD)と呼ばれている. 電弱理論と量子色力学を合わせた
理論体系は標準模型と呼ばれている. 標準模型は TeVまでの素粒子物理現象を非常によく記述してい
る. さらに, 2012年, CERNの巨大ハドロン加速器 (LHC)による実験により, 新しいボゾンが発見され
た [3, 4]. その質量は現在

m = 125.09± 0.24 GeV (1.1)

である [5]. これは標準模型が予言していた Higgs粒子であるとして矛盾がない. したがって, 発見され
た粒子は Higgs粒子と考えられ, この発見をもって標準模型は完成した.

しかし, 標準模型では説明がつかない現象がいくつもある. ここに代表的なものを挙げると

• ニュートリノの質量
• 暗黒物質の存在
• バリオン数
• 電弱スケールの起源
• 階層性問題
• 大統一理論 (GUT)

• 量子重力 etc...

簡単にこれらの問題についてコメントしておく. 標準模型では, ニュートリノは左巻き粒子のみが導
入されており, Dirac 質量項 ψ̄ψ は構成されず, 質量はゼロの粒子と定義されている. しかし, ニュー
トリノ振動の観測 [6, 7, 8, 9] を通してニュートリノには質量があることが証明された. したがって,

ニュートリノに質量を与える何らかの機構が必要である. また, 質量項として Dirac質量項 ψ̄ψ もしく
は Majorana 質量項 ψcψ の 2 つが可能であり, ニュートリノがどのような質量項を持つのかはまだわ
かっていない. これには ν ̸= 02β 崩壊 (neutrino less double beta decay)の観測が期待されている. そ
のような崩壊が観測がされればニュートリノはMajorana質量を持つ粒子とわかる. しかしながら, ま
だその観測には至っていない.

暗黒物質は宇宙における銀河の回転速度 [10]や弾丸銀河団の重力レンズ効果 [11], そして CMBの温
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度ゆらぎ [12]などの観測によりその存在が示唆されている. 暗黒物質とは電荷やカラー荷を持たない非
相対論的な物質のことである. 現在の観測によるとその残存量は

Ωĥ = 0.1198(26) (1.2)

となっている [5]. このような性質をもつような標準模型の粒子としてニュートリノがあるが, これは観
測による残存量を説明できない. したがって, 標準模型では説明がつかず, 未知の粒子が存在していると
考えられている.

宇宙にはバリオン (粒子)が残っており, 反バリオン (反粒子)はほぼ消えてしまっている. 現在のバリ
オン数密度は

nb = 2.482(32)× 10−7 cm−3 (1.3)

これは, なんらかの相互作用によってバリオンと反バリオンの非対称性が生まれ, 現在の宇宙のバリオ
ン数が作られなければならないことを意味する. しかし, 標準模型の枠組みでは観測されているほどの
非対称性を生むことはできない.

標準模型の対称性の中, 電弱対称性は Higgs粒子が真空期待値を持つことで破れ, それに伴って粒子
は質量を獲得する. しかし, Higgs粒子が真空期待値を得る機構は明確ではない. すなわち, 電弱対称性
が破れるスケール ΛEW の起源はどこから来るのであろうか. また, 物理を特徴付けるスケールとして
電弱スケール ΛEW と量子重力の効果が現れるプランク・スケール Λplanck が存在する. その大きさは
ΛEW ∼ O

(
102
)
GeV に対し, Λplanck ∼ O

(
1019

)
GeV であり, 約 O

(
1017

)
GeV もの差がある. この

間には他に理論を特徴付けるスケールは存在しないのであろうか. この問題は階層性問題と呼ばれてい
る. もし, 存在するとするならば, その 1つは大統一理論を特徴付けるスケールがある. 電磁気力と弱い
力は SU(2)L × U(1)Y のゲージ理論で記述されるが, 量子色力学は独立に SU(3)c のゲージ理論で記述
されている. これらをさらに統一的に記述する理論が大統一理論 (GUT) である. GUT は少なくとも
SU(3)c × SU(2)L ×U(1)Y のゲージ群を持つより大きなゲージ群で記述される. その候補として SU(5)

や SO(10)などのゲージ理論が考えられてきたが, それらは陽子崩壊を予言している. しかし, 陽子は安
定な粒子であり, 理論が予言する寿命よりも長いため, うまくいっていない. 陽子崩壊が観測されれば
GUTへの手がかりとなるであろう.

最初に述べたように標準模型では知られている 4つの力の中, 3つ (電磁気力, 弱い力, 強い力)の量子
論を与えている. しかし, 重力の量子論, すなわち量子重力の構築は大きな問題の 1つである. 低エネル
ギーの重力の物理現象はアインシュタインの一般相対性理論によって説明することができる. しかし,

その量子論はくりこみ不可能な理論となることが知られている. したがって, 理論の予言力は大きく落
ちてしまう.

一方, QCDにおいても難しい問題が残っている. 理論の強い力学のため, クォークはハドロンを作っ
ており, そこでは非自明な物理現象が起っていると思われている. 例えば, クォークの閉じ込めやカイラ
ル対称性の自発的破れなどが挙げられる. しかし, 強い相互作用では摂動論が使えず, 解析には非摂動的
な手法が必要となる. これまでの研究で様々な性質が明らかにされてきたものの, 我々は QCDを完全
に理解してはおらず, 我々の知らない物理現象がたくさん起こっていると思われる.

本論ではこれらの問題の中, QCDのカイラル対称性の自発的破れ, 電弱スケールの起源と階層性問題,

そして量子重力の構築に関してを議論していく. QCDのカイラル対称性の自発的破れを記述する模型
として Nambu–Jona-Lasinio(NJL)模型が知られている. この模型を非摂動的くりこみ群の方法で解析
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を行う. 特に, 有限温度・有限密度系におけるカイラル対称性の回復と相構造を議論する. 電弱スケール
の起源と階層性問題に関しては古典的スケール対称性に基づく電弱理論の拡張を考える. 量子重力を場
の量子論の枠組みで説明する考えとして漸近的安全性がある. そのような性質を持つアインシュタイン
重力の可能性と物質場と結合した場合での理論構造を非摂動的くりこみ群を用いて調べる.

本論は次のように構成される. 次章では非摂動的な解析手法の 1つである非摂動くりこみ群の方法を
説明する. 特に, 場の量子論における定式化とその近似法およびゲージ理論の取り扱いについて述べる.

第 3章では QCDのカイラル対称性の自発的破れの解析を行う. カイラル対称性と NJL模型の基本事
項について説明したあと, 非摂動くりこみ群による解析結果を示す. 第 4章では電弱対称性の破れと階
層性問題に関して議論する. 第 5章では漸近的に安全な量子重力を非摂動的くりこみ群で解析する.
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第 2章

非摂動くりこみ群

この章では非摂動くりこみ群の基本的な概念と場の量子論におけるその定式化を述べる.

2.1 非摂動くりこみ群方程式
次の操作を合わせてくりこみ変換と呼ぶ:

• 粗視化
• 再スケール

この変換の成す (半)群をくりこみ群 (Renormalization Group; RG)と呼んでいる. 特に摂動論におけ
るくりこみ群と区別してここでは非摂動くりこみ群 (Non-perturbative RG)と呼ぶことにする. *1 場
の量子論におけるくりこみ群方程式の定式化として次のものが知られている.

• Wegner-Houghton方程式
• Polchinski方程式
• Wetterich方程式

Wegner-Houghton 方程式 [15] と Polchinski 方程式 [16] はWilsonian 有効作用に対する方程式であ
る. Polchinski方程式は一般的なカットオフスキームによって定式化されたものであり, カットオフス
キームとしてシャープカットオフ関数を適用するとWegner-Houghton 方程式に帰着させることがで
きる [17]. これらの方程式は, 後で述べる局所ポテンシャル近似の下での理論の解析や ϕ4 スカラー理
論 [16, 18, 19], QED [20, 21]のくりこみ可能性の議論等で用いられてきた. しかし, Wilsonian有効作
用にはカットオフスキームに強い依存性があり, また, 局所ポテンシャル近似を超える解析を行う際に
は不便である.

本論文ではくりこみ群方程式としてルジャンドル有効作用に対するものを用いる [22, 23, 24]. この方
程式は発展方程式, あるいはWetterich方程式と呼ばれる. 以下ではこの導出を示す. *2

*1 呼び方は様々で, 開発者のWilson [13, 14] にちなんでWilson くりこみ群 (Wilsonian RG), その定式化が厳密である
ので厳密くりこみ群 (Exact RG), 実空間に対するくりこみなので実空間くりこみ群 (Real-space RG), 場の量子論では
汎関数理論なので汎関数くりこみ群 (Functional RG)などと呼ばれる. どの側面を強調するかによる.

*2 Wegner-Houghton 方程式の導出は例えば文献 [25] を見よ. Wilsonian 有効作用とルジャンドル有効作用の関係は文献
[24]議論されている. 非摂動くりこみ群のレビューは文献 [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32]などを参照せよ.
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図 2.1 カットオフ関数とその微分の振る舞い.

2.1.1 Wetterich方程式の導出

次のような Euclead化された作用に対する経路積分によって定義された分配関数を考える.

ZΛ[J ] = eWΛ[J] :=

∫
[Dφ] e−S0[φ]−∆SΛ[φ]+J·φ (2.1)

ここで, WΛ[J ]は連結ダイアグラムの生成母関数である. ∆SΛ[φ]はカットオフであり, スカラー場の場
合では,

∆SΛ[φ] :=
1

2

∫
d4p

(2π)4
φ(−p)TRΛ(p)φ(p) , (2.2)

のように定義される. RΛ(p)はカットオフ関数で, 次の条件を満たすものである.

1. lim
p2/Λ2→0

RΛ(p
2) > 0

2. lim
Λ2/p2→0

RΛ(p
2) = 0

3. lim
Λ2→Λ2

0→∞
RΛ(p

2)→∞

条件 1は運動量 pをゼロにした場合, RΛ(p)が有限である, すなわち赤外カットオフの役割を持つこと
を意味している. 言い換えれば, RΛ(p) は質量のように振る舞う. しかし, ゲージ場に適用すると理論
のゲージ対称性があらわに破れてしまう. したがってくりこみ群をゲージ理論に適用する際には注意が
必要である. 条件 2は赤外極限 Λ → 0でカットオフ依存性のない有効作用 Γを得るということに対応
する. 条件 3は初期作用 S0 が Λ0 で定義されるということを意味する. RΛ(p)の振舞いを大雑把に書
けば,

RΛ(p) ∼

{
Λ2 for p < Λ

0 for p > Λ
(2.3)

のようになる. 概略図で書けば図 2.1のようである. すなわち, 低運動量モード p < Λはカットオフで
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抑えられており, 運動量積分では高運動量モード p > Λのみが積分されることになる. くりこみ群方程
式は高運動量モードの量子効果から順に積分していき, 低エネルギーの有効理論 Γを得る過程を記述す
る. これが粗視化のステップに対応する. RΛ(p)はその過程をコントロールしている関数であることが
わかる. カットオフ関数を座標空間で与えれば,

∆SΛ[φ] =
1

2

∫
x

∫
y

φ(x)
T
RΛ(x, y)φ(y) (2.4)

となる. このとき, 座標積分を
∫
x
:=
∫
d4xのように書いた. また, RΛ(x, y) = RΛ(y, x)を満たす. より

具体的な RΛ は次の 2.1.2節で与える. 以下の導出では座標表示による導出を示す. *3

有効作用 ΓΛ はWΛ のルジャンドル変換として定義される. すなわち,

ΓΛ[Φ] := JΦ
Λ · Φ−WΛ[J

Φ
Λ ]−∆SΛ[Φ]. (2.5)

このとき, JΦ
Λ は

δWΛ

δJ(x)
[JΦ

Λ ] = Φ(x) (2.6)

で与えられる. この有効作用を Φで 1階汎関数微分と 2階汎関数微分すると, それぞれ

δΓΛ

δΦ(x)
[Φ] =

∫
y

δJΦ
Λ (y)

δΦ(x)
Φ(y) + JΦ

Λ (x)−
∫
y

δWΛ

δJ(y)
[JΦ

Λ ]
δJΦ

Λ (y)

δΦ(x)
− δ∆SΛ

δΦ(x)
[Φ]

= JΦ
Λ (x)−

∫
y

RΛ(x, y)Φ(y) , (2.7)

δ2ΓΛ

δΦ(x) δΦ(y)
[Φ] =

δJΦ
Λ (x)

δΦ(y)
−RΛ(x, y) (2.8)

となる. このとき ΦJΛ は

δWΛ

δJ(x)
[J ] = ΦJΛ(x) (2.9)

によって定義される. つまり, J = JΦ
Λ のとき ΦJΛ = Φである. (2.9)式の J による汎関数微分を行うと

δ2WΛ

δJ(x) δJ(y)
[J ] =

δΦJΛ(x)

δJ(y)
[J ] (2.10)

この右辺は (2.9)の右辺第 1項目の逆関数になっている. したがって,

δ2WΛ

δJ(x) δJ(y)
[JΦ

Λ ] =
δΦJΛ(x)

δJ(y)
[JΛ

Φ ] =

(
δJΦ

Λ (x)

δΦ(y)
[Φ]

)−1

=

(
δ2ΓΛ

δΦ(x) δΦ(y)
[Φ] +RΛ(x, y)

)−1

(2.11)

を得る. このとき, 逆関数は一般に座標空間で張られる空間における演算である. 次に, 有効作用 ΓΛ の
Λによる微分を考えると次を得る.

dΓΛ[Φ]

dΛ
=

∫
x

dJΦ
Λ (x)

dΛ
Φ(x)− dWΛ[J

Φ
Λ ]

dΛ
− d∆SΛ[Φ]

dΛ
. (2.12)

*3 曲がった時空においてはフーリエ変換による平面波展開が使えず, 運動量表示ができない場合があるためである.
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全微分 dWΛ/dΛを評価する必要がある. 詳細に書くと

−dWΛ[J
Φ
Λ ]

dΛ
= − 1

Z[JΦ
Λ ]

dZΛ[J
Φ
Λ ]

dΛ

=
1

Z[JΦ
Λ ]

∫
[Dφ] e−SΛ0 [φ]−∆SΛ[φ]+JΦ

Λ ·φ
(
d∆SΛ[φ]

dΛ
− dJΦ

Λ

dΛ
· φ
)

=
1

Z[JΦ
Λ ]

∫
[Dφ] e−SΛ0 [φ]−∆SΛ[φ]+JΦ

Λ ·φ
(∫

x

∫
y

1

2
φ(x)

dRΛ(x, y)

dΛ
φ(y)−

∫
x

dJΦ
Λ (x)

dΛ
φ(x)

)
=

(
1

Z[JΦ
Λ ]

∫
[Dφ] e−SΛ0 [φ]−∆SΛ[φ]+JΦ

Λ ·φ
∫
x

∫
y

1

2
φ(x)

dRΛ(x, y)

dΛ
φ(y)

)
−
∫
x

dJΦ
Λ (x)

dΛ

δWΛ

δJ(x)
[JΦ

Λ ]

=

(
1

Z[JΦ
Λ ]

∫
[Dφ] e−SΛ0 [φ]−∆SΛ[φ]+JΦ

Λ ·φ 1

2

∫
x

∫
y

φ(x)
dRΛ(x, y)

dΛ
φ(y)

)
−
∫
x

dJΦ
Λ (x)

dΛ
Φ(x)

=
1

2Z[JΦ
Λ ]

∫
x

∫
y

δ2Z

δJ(x) δJ(y)
[JΦ

Λ ]
dRΛ(x, y)

dΛ
−
∫
x

dJΦ
Λ (x)

dΛ
Φ(x)

=
1

2

∫
x

∫
y

(
δ2WΛ

δJ(x) δJ(y)
[JΦ

Λ ] + Φ(x)Φ(y)

)
dRΛ(x, y)

dΛ
−
∫
x

dJΦ
Λ (x)

dΛ
Φ(x)

=
1

2

∫
x

∫
y

δ2WΛ

δJ(x) δJ(y)
[JΦ

Λ ]
dRΛ(x, y)

dΛ
+

d∆SΛ[Φ]

dΛ
−
∫
x

dJΦ
Λ (x)

dΛ
Φ(x) .

このとき, 以下を用いた.

1

Z[JΦ
Λ ]

δ2ZΛ

δJ(x) δJ(y)
[JΦ

Λ ] =
δ2WΛ

δJ(x) δJ(y)
[JΦ

Λ ] + Φ(x)Φ(y) ,

δWΛ

δJ(x)
[J ] =

1

Z[J ]

δZΛ

δJ(x)
[J ],

δ2WΛ

δJ(x) δJ(y)
[J ] =

1

Z[J ]

δ2ZΛ

δJ(x) δJ(y)
[J ]− 1

Z[J ]2
δZΛ

δJ(x)
[J ]

δZΛ

δJ(y)
[J ]

=
1

Z[J ]

δ2ZΛ

δJ(x) δJ(y)
[J ]− ΦJΛ(x)Φ

J
Λ(y) .

導出された全微分 dWΛ/dΛを (2.12)に代入すると

dΓΛ[Φ]

dΛ
=

1

2

∫
x

∫
y

δ2WΛ

δJ(x) δJ(y)
[JΦ

Λ ]
dRΛ(x, y)

dΛ
(2.13)

となる. この右辺はまさに (2.11)に他ならない. したがって,

dΓΛ[Φ]

dΛ
=

1

2

∫
x

∫
y

(
δ2ΓΛ

δΦ(x) δΦ(y)
[Φ] +RΛ(x, y)

)−1
dRΛ(x, y)

dΛ
(2.14)

となり, Wetterich方程式を得る.

より一般的な場合, すなわち Φがグラスマン数であるような場合や, カラーやフレーバーの自由度な
どを持つ場合などにおいてはWetterich方程式は次のように書くとこができる:

dΓΛ[Φ]

dΛ
=

1

2
STr

{[
Γ
(2)
Λ [Φ] +RΛ

]−1

·
(
dRΛ(x, y)

dΛ

)}
. (2.15)
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図 2.2 Wetterich方程式のダイアグラム

ここで,

Γ
(2)
Λ [Φ] =

−→
δ

δΦ
ΓΛ[Φ]

←−
δ

δΦ
(2.16)

と書いた. “STr”は汎関数トレースを意味しており, 場 ΦT = (ϕ, ψ, ψ̄T, Aµ, · · · )T が持つすべての内部
空間におけるトレースを意味する. 微分演算子の固有値の和 (運動量積分)も含まれている. この右辺は
ベータ関数と呼ばれ, 方程式の導出過程で近似を行っていないので, 厳密な表式になっている. また, 明
らかに

[
Γ
(2)
Λ [Φ] +RΛ

]−1

は 2点関数であり, Wetterich方程式は 1-loopの表式になっている. ダイア
グラムで表せば, 図 2.2のようになる. しかしながら, この方程式を実際に応用する際には有効作用 ΓΛ

に対して近似が必要である. この方法は 2.1.3節で述べる.

2.1.2 カットオフ関数

Wetterich方程式の導出においてカットオフ関数 RΛ を導入した. この節では, この関数の具体的な形
をボソンとフェルミオンに対して運動量表示で与える.

有効作用 ΓΛ において運動項は

Γkin
Λ =

∫
d4p

(2π)2

[
1

2
ZϕΛϕ(−p) p

2 ϕ(p) + ZψΛ ψ̄(−p) i/pψ(p)
]

(2.17)

のようになっている. *4 ここで, ZϕΛ と ZψΛ は場のくりこみであり, ZϕΛ0
= ZψΛ0

= 1を満たす. このと
き, カットオフ∆SΛ は

∆SΛ =

∫
d4p

(2π)2

[
1

2
ZϕΛϕ(−p)R

ϕ
Λ

(
p2
)
ϕ(p) + ZψΛ ψ̄(−p) iR

ψ
Λ(p)ψ(p)

]
(2.18)

と与えられる. したがって,

Γkin
Λ +∆SΛ =

∫
d4p

(2π)2

[
1

2
ZϕΛϕ(−p)

(
p2 +RϕΛ

(
p2
))
ϕ(p) + ZψΛ ψ̄(−p) i

(
/p+RψΛ(p)

)
ψ(p)

]
(2.19)

となる. 今, カットオフ関数を次のように書く:

RϕΛ
(
p2
)
= ZϕΛp

2 rΛ
(
p2/Λ2

)
, (2.20)

RψΛ(p) = ZψΛ/p rΛ
(
p2/Λ2

)
. (2.21)

*4 くりこみ群方程式の定式化はユークリッド空間で行う. 付録 A.1で与えたユークリッド化の定義ではフェルミオンの運動
項の虚数 iはつかない.
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rΛ(x)は無次元量 x := p2/Λ2 で書かれた関数であり, 上で述べたカットオフ関数が満たすべき条件を持
つ. すなわち,

r(x) ∼

{
0 for x→∞ (Λ→ 0)

1 for x→ 0 (Λ→∞)
(2.22)

のような振る舞いをする. この性質を満たすような rΛ(x)として次にようなものが挙げられる.

• シャープカットオフ型

rΛ(x) =
1

θ(x− 1)
− 1 (2.23)

• 指数カットオフ型

rΛ(x) =
x

ex − 1
(2.24)

• 最適化カットオフ型

rΛ(x) =

(
1

x
− 1

)
θ(1− x) (2.25)

シャープカットオフ型 [24, 33]は平均場近似や Schwinger–Dyson方程式による方法との比較や後で述
べる局所ポテンシャル近似の下での解析で用いられる場合があるが, 局所ポテンシャル近似を超える近
似の場合, x = 0 (p = Λ)において θ(0)となり, この値は不定になるため, より詳細な解析を行う際に
は向かない. *5 指数カットオフ型 [27]は一般には運動量積分を解析的には積分を実行できないが, 数値
的に行う場合には便利である. 最適化カットオフ型 [34]は Litimによって提案された関数で, シャープ
カットオフ型に似ているが x = 0で rΛ(x) = 0となって定義されている. また, 運動量積分を解析的に
実行することができるため, よく用いられる.

ここでは 4元運動量に対してカットオフを入れた場合を示した. しかし, 有限温度・有限密度の系や
磁場などの外場があるような系では 4元運動量に対するカットオフは運動量積分や松原和をとることが
困難になる. そのような場合には 3 元運動量 p⃗2(= p2x + p2y + p2z) [35] や 1 元運動量 pz [36] に対して
カットオフを入れる場合がある. このとき, 系のローレンツ対称性は陽に破れるが, 運動量積分が容易に
実行できるのでしばしば用いられる.

2.1.3 近似方法

2.1.1 節で示したWetterich 方程式などのくりこみ群方程式自体は厳密に定式化されたものである.

しかしながら, くりこみ群方程式は初期値を ΓΛ0 = S0 とする汎関数微分方程式であり, 厳密に解くこと
はできない. したがってなんらかの近似方法を与える必要がある. その 1つとしてバーテックス展開の
方法 [24, 37, 38]がある. ここではよく用いられる微分展開による方法を説明する.

*5 例えば,

I(x) = δ(x) f(θ(x)) = δ(x)

∫ 1

0
dt f(t)

という関数を考えたとき (Morrisの補助定理 [24]), δ(x) θ(x) = 1
2
δ(x)となるが, 一方で, δ(x) θ(x)2 = 1

3
δ(x)となる.
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微分展開
有効作用は一般に演算子で張られる無限次元理論空間で定義される関数である. これを微分演算子で
展開する. 例えばスカラー場の場合では,

ΓΛ[ϕ] =

∫
d4x

[
VΛ
(
ϕ2
)
+
ZΛ

(
ϕ2
)

2
(∂µϕ)

2 +
YΛ
(
ϕ2
)

6
(∂2ϕ)2 + · · ·

]
(2.26)

のようになる. このとき, 有効作用は初期作用 S0 が持っていた対称性は保たれている*6. 一般に高次微
分項は低エネルギーでの物理量への寄与が小さいと考えられるので, 次のように近似する.

ΓΛ[ϕ] ≃
∫

d4x

[
VΛ
(
ϕ2
)
+
ZΛ

(
ϕ2
)

2
(∂µϕ)

2

]
(2.27)

このように有効作用の下ではくりこみ群方程式は連立偏微分方程式

dVΛ
(
ϕ2
)

dΛ
= βV

(
VΛ
(
ϕ2
)
, V ′

Λ

(
ϕ2
)
, V ′′

Λ

(
ϕ2
)
, ZΛ

(
ϕ2
)
, Z ′

Λ

(
ϕ2
)
, Z ′′

Λ

(
ϕ2
)
; Λ
)
, (2.28)

dZΛ

(
ϕ2
)

dΛ
= βZ

(
VΛ
(
ϕ2
)
, V ′

Λ

(
ϕ2
)
, V ′′

Λ

(
ϕ2
)
, ZΛ

(
ϕ2
)
, Z ′

Λ

(
ϕ2
)
, Z ′′

Λ

(
ϕ2
)
; Λ
)

(2.29)

となる. ここでプライム ′ は場 ϕによる微分を表す. これは数値的に解くことができる.

さらに, 場のくりこみ ZΛ をスケール Λに依らないものして近似する, すなわち ZΛ = 1とすると, 偏
微分方程式になる.

dVΛ
(
ϕ2
)

dΛ
= βV

(
VΛ
(
ϕ2
)
, V ′

Λ

(
ϕ2
)
, V ′′

Λ

(
ϕ2
)
; Λ
)

(2.30)

これはくりこみ群方程式の導出において運動量に依らない場 ϕ(p) = (2π)4δ(4)(p)ϕ を仮定すること
によっても得られる. 一見, 荒い近似のように思えるが, 時空に依らない真空構造などを調べる場合
には比較的良い結果を得ることがわかっている. この近似を局所ポテンシャル近似 (Local Potential

Approximation; LPA) [39, 40]と呼ぶ.

ここで, ポテンシャル VΛ
(
ϕ2
)
を場 ϕ2 で展開すると

VΛ
(
ϕ2
)
=

∞∑
n=1

λ2n,Λϕ
2n

= λ2,Λϕ
2 + λ4,Λϕ

4 + λ6,Λϕ
6 + · · · (2.31)

となり, このときポテンシャルに対するくりこみ群方程式 (2.30)は

dλ2n,Λ
dΛ

= βλ2n({λ}; Λ) (2.32)

のように無限連立常微分方程式になる. 低次元の演算子から順に取り込んでき, 低エネルギーで物理量
が十分収束しているところで展開を打ち切れば有限連立方程式である. *7

*6 O(N) スカラー理論のおける O(N) 対称性やフェルミオンのカイラル対称性は保たれる. しかしながらゲージ対称性は
カットオフ関数によって対称性が破れてしまう.

*7 展開の収束性については文献 [40, 41, 42, 43, 44, 45]を参照せよ.



第 2章 非摂動くりこみ群 14

理論空間

射影フロー

真のフロー

射影

部分理論空間

図 2.3 理論空間内のフローな流れと部分理論空間への射影.

これらの近似の下でのくりこみ群の流れは図 2.3 のようになる. 無限次元理論空間の中, 寄与が大
きいと思われる部分理論空間に射影したフローを評価することで物理量を得る. 明らかに近似を改善
するには有効作用を張る部分理論空間を拡張することでできるので, 平均場近似やはしご近似された
Schwinger–Dyson方程式に比べて近似の改善は原理的には明確である.

2.1.4 背景場の方法

2.1.1節で導出したくりこみ群方程式は運動量にカットオフを導入するため, ゲージ理論に適用した際
にはゲージ対称性を破ってしまう. そこで, 背景場の方法 [46, 47]を導入し, その下でのくりこみ群方程
式を導出する.

まず, 背景場の方法を簡単にまとめておく. 分配関数は一般に

Z[J ] = eW [J] =

∫
Dϕ e−S[ϕ]+J

T·ϕ (2.33)

と与えられる. 今, 場 ϕを背景場 ϕ̄とその周りでのゆらぎ φに分ける: ϕ = ϕ̄+φ. このとき経路積分は
φに対する積分になる. その経路積分を φ = ϕ− ϕ̄を用いて書きなおすと,

Ẑ[J, ϕ̄] = eŴ [J,ϕ̄] =

∫
Dφ e−S[ϕ̄+φ,ϕ̄]+J

T·φ

=

∫
Dϕ e−S[ϕ,ϕ̄]+J

T·(ϕ−ϕ̄)

= Z[J, ϕ̄]e−J
T·ϕ̄ = eW [J,ϕ̄]−JT·ϕ̄ (2.34)

となる. ϕ̄ = 0とすると (2.33)式に帰着する. 今, 連結ダイアグラムの生成汎関数の関係として

Ŵ [J, ϕ̄] =W [J, ϕ̄]− JT · ϕ̄ (2.35)

を定義する. (2.6)式で定義した古典場に対して背景場の寄与を含んだ古典場をソースの微分によって与
える:

Φ̂ :=

−→
δ

δJT
Ŵ [JT, ϕ̄] = Φ− ϕ̄. (2.36)



第 2章 非摂動くりこみ群 15

そして, Ŵ に対してルジャンドル変換を行うと

Γ̂[Φ̂, ϕ̄] = −Ŵ [J, ϕ̄] + JT · Φ̂ = −W [J, ϕ̄] + JT · Φ = Γ[Φ, ϕ̄] (2.37)

を得る. 途中で (2.35)式を用いた. この関係式で Φ̂ = 0(Φ = ϕ̄)としたとき,

Γ̂[0, ϕ̄] = Γ[ϕ̄, ϕ̄] = Γ[Φ,Φ] (2.38)

となり, 右辺はこれまで扱ってきた有効作用 Γであり, これは背景場を考えたときの有効作用 Γ̂に対し
て Φ̂ = 0とした場合に相当する.

くりこみ群方程式
背景場がある場合のくりこみ群方程式を導出する. 今, カットオフは

∆SΛ[φ, ϕ̄] =
1

2

∫
ddp

(2π)d
φT(−p)Rϕ̄Λ

(
p2
)
φ(p) (2.39)

と与える. カットオフ関数 Rϕ̄Λ
(
p2
)
は一般に背景場 ϕ̄に依存している. このとき, カットオフに依存す

る連結ダイアグラムの生成汎関数 ŴΛ[J, ϕ̄]は

eŴΛ[J,ϕ̄] =

∫
Dφ e−S[φ+ϕ̄,ϕ̄]+∆SΛ[φ,ϕ̄]+JT·φ (2.40)

と定義され, そのルジャンドル変換によって有効作用

Γ̂Λ[Φ̂, ϕ̄] = −ŴΛ[J, ϕ̄] + JT · Φ̂−∆SΛ[Φ̂, ϕ̄] (2.41)

を得る. あとは 2.1.1節で導出した方法と同様に行っていくと, くりこみ群方程式

∂tΓ̂Λ[Φ̂, ϕ̄] =
1

2
STr

{[
Γ̂
(1,1,0,0)
Λ [Φ̂, ϕ̄] +Rϕ̄Λ

]−1

·
(
∂tR

ϕ̄
Λ

(
p2
))}

(2.42)

を得る [48]. ここで, 次にような記法を導入した:

Γ̂
(i,j,k,l)
Λ [Φ̂, ϕ̄] =

( −→
δ

δΦ̂T
· · ·
−→
δ

δΦ̂T

)
︸ ︷︷ ︸

i times

( −→
δ

δϕ̄T
· · ·
−→
δ

δϕ̄T

)
︸ ︷︷ ︸

j times

Γ̂Λ[Φ̂, ϕ̄]

(←−
δ

δΦ̂
· · ·
←−
δ

δΦ̂

)
︸ ︷︷ ︸

k times

(←−
δ

δϕ̄
· · ·
←−
δ

δϕ̄

)
︸ ︷︷ ︸

l times

. (2.43)

また, 　 ∂t := −Λ ∂Λ とした.

カットオフ関数
カットオフ関数 Rϕ̄Λ

(
p2
)
をどのように与えるかについて議論する. 一般にこの関数は Φ̂には依らない

が, 背景場 ϕ̄に依っていてもよい. *8 次のようにカットオフ関数を選んでみよう [49, 50]:

Rϕ̄Λ
(
p2
)
= Γ̂

(1,1,0,0)
Λ [0, ϕ̄] rϕ̄Λ

(
Γ̂
(1,1,0,0)
Λ [0, ϕ̄]

ZΛΛ2

)
. (2.44)

*8 カットオフ関数が Φ̂に依ってしまうと, ∆SΛ がゆらぎ φの 2次の項ではなくなり, 運動量に対するカットオフにならな
くなってしまう.
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このカットオフ関数は “spectrally adjusted”カットオフ関数と呼ばれる. ZΛ は場のくりこみ因子であ
る. これを用いるとくりこみ群方程式は

∂tΓ̂Λ[Φ̂, ϕ̄] =
1

2
STr

{[
Γ̂
(1,1,0,0)
Λ [Φ̂, ϕ̄] +Rϕ̄Λ[x]

]−1

·
[
(ηZ + 2) · x · y · rϕ̄Λ

′ + (∂tx) ·
[
r + y · rϕ̄Λ

′
] ]}
(2.45)

と書かれる. ただし,

x := Γ̂
(1,1,0,0)
Λ [0, ϕ̄], y :=

Γ̂
(1,1,0,0)
Λ [0, ϕ̄]

ZΛΛ2
, ηz := −

∂tZΛ

ZΛ
(2.46)

とし, rϕ̄Λ についているプライムは y による微分を表す.

一般化固有時くりこみ群方程式
Φ̂ = 0, すなわち Φ = ϕ̄としたときのくりこみ群方程式を導出する. ボソンとフェルミオンのそれぞ
れの場合に対して示す.

• ボソン
カットオフ関数として (2.44)を用いると

Γ̂
(1,1,0,0)
Λ [Φ̂, ϕ̄] +Rϕ̄Λ[x]

∣∣∣∣
Φ̂=0,Φ=ϕ̄

= Γ̂
(1,1,0,0)
Λ [0,Φ]

[
1 + rϕ̄Λ(y)

]
(2.47)

なので,

∂tΓΛ[Φ] =
1

2
STr

{
∂tΓ̂

(1,1,0,0)
Λ [0,Φ]

Γ̂
(1,1,0,0)
Λ [0,Φ]

·

[
rϕ̄Λ(y)

1 + rϕ̄Λ(y)
−
−yrϕ̄Λ′(y)

1 + rϕ̄Λ(r)

]
− (ηZ + 2) ·

−yrϕ̄Λ′(y)

1 + rϕ̄Λ(y)

}

=:
1

2
STr

{
∂tΓ̂

(1,1,0,0)
Λ [0,Φ]

Γ̂
(1,1,0,0)
Λ [0,Φ]

·
[
g(y)− h(y)

]
− (ηZ + 2) · h(y)

}
(2.48)

となる [49, 51]. このとき有効作用を ΓΛ[Φ] := Γ̂Λ[0,Φ]とし,

g(y) :=
rϕ̄Λ(y)

1 + rϕ̄Λ(y)
, h(y) :=

−yrϕ̄Λ′(y)

1 + rϕ̄Λ(y)
(2.49)

とおいた. 今導出したくりこみ群方程式 (2.48) は閉じた形式になっていない. なぜなら, ΓΛ[Φ]

に対して Φの 2階微分を計算すると

Γ
(1,1)
Λ [Φ] = Γ̂

(1,1,0,0)
Λ [0,Φ] + Γ̂

(1,0,0,1)
Λ [0,Φ] + Γ̂

(0,1,1,0)
Λ [0,Φ] + Γ̂

(0,0,1,1)
Λ [0,Φ] (2.50)

となっていて, Γ
(1,1)
Λ [Φ]と Γ̂

(1,1,0,0)
Λ [0,Φ]は等価ではないからである. ここでは

Γ
(1,1)
Λ [Φ] ≡ Γ̂

(1,1,0,0)
Λ [0,Φ] (2.51)

と仮定する [51]. この仮定の下, くりこみ群方程式を変形していく. 関数 g(y), h(y)のラプラス
変換を行う:

g(y) =

∫ ∞

0

ds g̃(s) e−ys, h(y) =

∫ ∞

0

ds h̃(s) e−ys. (2.52)
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また,

d

ds
H̃(s) = h̃(s) , H̃(0) = 0, (2.53)

d

ds
G̃(s) = g̃(s) , G̃(0) = 0 (2.54)

で定義される関数 H̃(s), G̃(s)を導入する. (2.48)式の右辺の第 1項は

1

2

∫ ∞

0

ds STr

{(
∂tΓ̂

(1,1,0,0)
Λ [0,Φ]

Γ̂
(1,1,0,0)
Λ [0,Φ]

+ (ηZ + 2)

)[
g̃(s)− h̃(s)

]
− (ηZ + 2) · g̃(s)

}
e
−

Γ
(1,1)
Λ

ZΛΛ2 ·s

=
1

2

∫ ∞

0

dsSTr

{(
∂tΓ̂

(1,1,0,0)
Λ [0,Φ]

Γ̂
(1,1,0,0)
Λ [0,Φ]

+ (ηZ + 2)

)[
dG̃(s)

ds
− dH̃(s)

ds

]
− (ηZ + 2) · g̃(s)

}
e
−

Γ
(1,1)
Λ

ZΛΛ2 ·s

= −1

2

∫ ∞

0

dsSTr

(
∂tΓ̂

(1,1,0,0)
Λ [0,Φ]

Γ̂
(1,1,0,0)
Λ [0,Φ]

+ (ηZ + 2)

)[
G̃(s)− H̃(s)

]
e
−

Γ
(1,1)
Λ

ZΛΛ2 ·s

− 1

2

∫ ∞

0

dsSTr

{
(ηZ + 2) · g̃(s) e−

Γ
(1,1)
Λ

ZΛΛ2 ·s
}

= −1

2

∫ ∞

0

dsSTr

[
G̃(s)− H̃(s)

]
1

s
∂t

(
e
−

Γ
(1,1)
Λ

ZΛΛ2 ·s
)
− 1

2

∫ ∞

0

dsSTr

{
(ηZ + 2) · g̃(s) e−

Γ
(1,1)
Λ

ZΛΛ2 ·s
}

=
1

2

∫ ∞

0

dsSTr

{
−(ηZ + 2) · g̃(s) +

[
H̃(s)− G̃(s)

]
1

s
∂t

}
e
−

Γ
(1,1)
Λ

ZΛΛ2 ·s
(2.55)

と変形される. したがって, くりこみ群方程式は

∂tΓΛ[Φ] =
1

2

∫ ∞

0

dsSTr b̂(s, ηZ) e
−

Γ
(1,1)
Λ

[Φ]

ZΛΛ2 s
, (2.56)

b̂(s, ηZ) := −g̃(s) (2 + ηZ) + (H̃(s)− G̃(s))1
s
∂t (2.57)

と書ける. この方程式を一般化固有時くりこみ群方程式 (generalized proper-time RG equation)

と呼ぶ [49]. このように式変形を行うと付録 D で与えた熱核展開を用いて計算を行うことがで
きる.

• フェルミオン
フェルミオンに対してカットオフ関数を次のように与える [52]:

RψΛ(u) = urψΛ(v) . (2.58)

ただし,

u := Γ
(1,1)
Λ [Φ]−M, v := − uu†

(ZΛΛ)2
(2.59)

と定義した. *9 このとき, (2.42)式のプロパゲータは

Γ̂Λ[Φ̂, ϕ̄] +RψΛ[x]

∣∣∣∣
Φ̂=0

= u

[
1 + rψΛ(v)

]
+M (2.60)

*9 フェルミオンの 2点関数は一般に

Γ̂
(1,1,0,0)
Λ [0,Φ] = P [0,Φ] +M



第 2章 非摂動くりこみ群 18

となるので

∂tΓΛ[Φ] =
1

2
STr

{
−u†(1 + rψΛ)

−uu†(1 + rψΛ)
2 +M2

(
∂tu · rψΛ + u · ∂trψΛ

)}

=
1

2
STr

{
−(ηZ + 1)j(v, m̃) +

∂tu

u

[
k(v, m̃)− j(v, m̃)

]}
。 (2.61)

ここで, m̃ :=M/(ZΛΛ), ηZ := −∂tZΛ/ZΛ,　

j(v, m̃) :=
−2v2rψΛ ′(1 + rψΛ)

v(1 + rψΛ)
2 + m̃2

, k(v, m̃) :=
vrψΛ(1 + rψΛ)

v(1 + rψΛ)
2 + m̃2

(2.62)

と定義した. ボソンの場合と同様に Γ
(1,1)
Λ [Φ] ≡ Γ̂

(1,1,0,0)
Λ [0,Φ]として計算すると

∂tΓΛ[Φ] =
1

2

∫ ∞

0

dsSTr f̂(s, ηZ , m̃) e−v·s, (2.63)

f̂(s, ηZ , m̃) := −k̃(s, m̃) (1 + ηZ) + (J̃(s, m̃)− K̃(s, m̃))
1

2s
∂t

を得る. ただし, j̃(s, m̃), k̃(s, m̃)は (2.62)式のラプラス変換

j(y, m̃) :=

∫ ∞

0

ds j̃(s, m̃) e−ys, k(y, m̃) :=

∫ ∞

0

ds k̃(s, m̃) e−ys (2.64)

で定義され, J̃(s), K̃(s)は

d

ds
J̃(s) = j̃(s) , J̃(0) = 0, (2.65)

d

ds
K̃(s) = k̃(s) , K̃(0) = 0 (2.66)

で与えられる.

固有時くりこみ群方程式
(2.48) 式と (2.61) 式に対して ∂tΓ

(1,1,0,0)[0,Φ] = 0 かつ Γ(1,1)[Φ] = Γ̂
(1,1,0,0)
Λ [0,Φ] という近似をす

ると一般化固有時くりこみ群方程式は

∂tΓΛ[Φ] = −
1

2
STr (2 + ηZ)

∫ ∞

0

ds h̃(s) e
−Γ(1,1)[Φ]

ZΛΛ2 s
, (2.67)

∂tΓΛ[Φ] = −
1

2
STr (1 + ηZ)

∫ ∞

0

ds j̃(s) e
−

−(Γ(1,1)[Φ])(Γ(1,1)[Φ])
†

(ZΛΛ)2
s

(2.68)

となり, フェルミオンの質量M を含み, カイラル対称性を破る. カットオフ関数がカイラル対称性を破らないように質量
を引いておく. また, v の定義にマイナス符号を付けた理由は, 我々のユークリッド化ではフェルミオンの運動項は ψ̄/∂ψ と
なって虚数 iが付かない. つまり, その演算子はユニタリーではなく, /∂† = −/∂ のようにマイナス符号が出る. この後で行
うラプラス変換が定義されるためには v は正定値として定義しなければならない. したがって, マイナス符号を付けた. も
し, ψ̄ → iψ̄ のようなユークリッド化を採用した場合はこのマイナス符号は付かないが, フェルミオンの質量に虚数が付く:

u := Γ
(1,1)
Λ [Φ]− iM, v :=

uu†

(ZΛΛ)2
.
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となる. これは固有時くりこみ群方程式 (proper-time RG equation)と呼ばれる [53, 54, 55, 56, 50]. こ
の式は厳密な定式化ではないが [55, 56, 50],様々な模型へ適用されてきた [57, 58, 59, 60, 48, 61, 62, 63].

O(N) スカラー模型に対してこの定式を用いた解析では理論の臨界指数に対してよい結果を与え
る [61, 55, 64]. 本論では 5章で議論する漸近的に安全な量子重力の解析において, くりこみ群方程式の
導出する際にも用いる.

2.2 ゲージ対称性とくりこみ群
前節で背景場を導入したくりこみ群方程式の導出を示した. ここではゲージ不変な有効作用をどのよ
うに取り扱うかを議論する. *10

2.2.1 BRST対称性と Slavnov–Taylor恒等式

ゲージ対称性は量子論においては BRST 対称性に取って代わる. それらの対称性の帰結として
Ward–Takahashi恒等式もしくは Slavkov–Taylor恒等式が得られる. ここではカットオフ関数を含む
場合での恒等式を導出する.

ゲージ理論における (ユークリッド化した)経路積分と連結ダイアグラム生成汎関数WΛ は次のよう
に与えられる:

eWΛ[Ka
µ,σ

a,σ̄a;β̄a
µ,γ̄

a;Āa
µ] =

∫
DADcDc̄ e−(S[A]+∆SΛ+Sgf+Sgh+Ssource). (2.69)

ここで, S[A]はゲージ不変なゲージ場の古典作用, ∆SΛ はカットオフ関数で, (2.39)式で与えたように
背景場を導入した場合では

∆SΛ =
1

2

∫
ddx (A− Ā)aµRΛ

(
Ā
)ab
µν

(A− Ā)bν +
∫

ddx c̄aRΛ

(
Ā
)ab

cb (2.70)

となる. BRST対称性を議論するために BRST変換を導入する:

δBAaµ = Dµ(A)ab cb, (2.71)

δBc
a =

1

2
gfabccb(x) cc, (2.72)

δBc̄
a = Ba, (2.73)

δBB
a = 0. (2.74)

Ba(x)は Nakanishi–Lautrup (NL)場である. ゲージ固定作用とゴースト場の作用は

Sgf + Sgh =

∫
ddx δB

[
c̄a
(
F a +

α

2
Ba
)]

(2.75)

と与えられる. ローレンツゲージの場合, F a = −Dµ

(
Ā
)ab (Abµ − Ābµ)と置くことで

Sgf + Sgh =

∫
ddx

[
−BaDµ

(
Ā
)ab (Abµ − Ābµ)+ 1

2
αBaBa − c̄aDµ

(
Ā
)
Dµ(A) ca

]
(2.76)

*10 くりこみ群によるゲージ理論の取り扱いを議論している研究は文献 [65, 57, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76,

77, 78, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86]を参照せよ.
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となる. NL場 Ba を積分すると, ゲージ固定作用とゴースト場の作用はそれぞれ

Sgf =
1

2α

∫
ddx

[
Dµ

(
Ā
)ab

(A− Ā)bµ
]2
, (2.77)

Sgh = −
∫

ddx c̄a
(
Dµ

(
Ā
)
Dµ(A)

)ab
cb (2.78)

となる. ソースの作用は

Ssource = −
∫

ddx
[
Ka
µ

(
Aaµ − Āaµ

)
+ σ̄aca + σac̄a + β̄aµδBAaµ + γ̄aδBc

a
]

(2.79)

と与えられる.

汎関数WΛ のルジャンドル変換は

Γ̃Λ[Â, ξ, ξ̄; β̄, γ̄; Ā] =

∫
ddx

[
Ka
µÂ

a
µ + σ̄aξa + σaξ̄a

]
−WΛ[K,σ, σ̄; β̄, γ̄; Ā] (2.80)

である. ただし, 古典場を次のように定義した:

Âaµ =
δWΛ

δKa
µ

, ξa =
δWΛ

δσ̄a
, ξ̄a =

δWΛ

δσa
. (2.81)

また, (2.80)式から

δΓ̃Λ

δÂaµ
= Ka

µ,
δΓ̃Λ

δξa
= −σ̄a, δΓ̃Λ

δξ̄a
= −σa, (2.82)

δΓ̃Λ

δβ̄aµ
= −δWΛ

δβ̄aµ
,

δΓ̃Λ

δγ̄a
= −δWΛ

δγ̄a
(2.83)

である.

(2.41)式に対応する有効作用は

ΓΛ[A, Ā, ξ, ξ̄; β̄, γ̄] := ΓΛ[Â, ξ, ξ̄; β̄, γ̄; Ā]

= Γ̃Λ[Â, ξ, ξ̄; β̄, γ̄; Ā]−∆SΛ

= Γ̃Λ[Â, ξ, ξ̄; β̄, γ̄; Ā]−
1

2

∫
ddx ÂaµRΛ

(
Ā
)ab
µν
Âbν −

∫
ddx ξ̄aRΛ

(
Ā
)ab

ξb (2.84)

なので,

δΓΛ

δÂaµ
= Ka

µ −
δ∆SΛ

δÂaµ
,

δΓΛ

δξa
= −σ̄a − δ∆SΛ

δξa
,

δΓΛ

δξ̄a
= −σa − δ∆SΛ

δξ̄a
, (2.85)

δΓΛ

δβ̄aµ
= −δWΛ

δβ̄aµ
,

δΓΛ

δγ̄a
= −δWΛ

δγ̄a
(2.86)

となる. *11

理論の BRST不変性は

0 =

∫
DADcDc̄

[
δBe

−(S[A]+∆SΛ+Sgf+Sgh+Ssource)
]

=

∫
DADcDc̄ [δB (S[A] + ∆SΛ + Sgf + Sgh + Ssource)] e

−(S[A]+∆SΛ+Sgf+Sgh+Ssource) (2.87)

*11 Âa
µ は Aa

µ としてもよい.
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を意味し, 今, ゲージ場の作用, ゲージ固定作用とゴースト場の作用は BRST変換の下で不変であるから

⟨δBS[A]⟩+ ⟨δBSgf⟩+ ⟨δBSgh⟩ = 0 (2.88)

である. したがって,

⟨δBSsource⟩+ ⟨δB∆SΛ⟩ = 0 (2.89)

を満たす関係式から Slavnov–Taylor恒等式が導かれる. ただし,

⟨O⟩ :=
∫
DADcDc̄O e−(S[A]+∆SΛ+Sgf+Sgh+Ssource) (2.90)

の意味である. (2.89)式のそれぞれは

⟨δBSsource⟩ = −
⟨∫

ddx

[
Ka
µδBAaµ + σ̄aδBc

a + σa
1

α
Dab
µ

(
Aaµ − Āaµ

) ]⟩
=

∫
ddx

{
Ka
µ

δWΛ

δβ̄aµ
+ σ̄a

δWΛ

δγ̄a
− σa 1

α
Dab
µ

δWΛ

δKb
µ

}
, (2.91)

⟨δB∆SΛ⟩ = −
⟨∫

ddx

[
δBAaµRΛ

(
Ā
)ab
µν

(A− Ā)bν + (δBc̄
a)RΛ

(
Ā
)ab

cb − c̄aRΛ

(
Ā
)ab

δBc
a

]⟩
=

∫
ddx

{[
δWΛ

δβ̄aµ
+

δ

δβ̄a

](
RΛ

δWΛ

δK

)a
µ

+
1

α

(
Dµ

(
Ā
) [δWΛ

δKµ
+

δ

δKµ

])a(
RΛ

δWΛ

δσ̄

)a
+

[
δWΛ

δσa
+

δ

δσa

](
RΛ

δWΛ

δγ̄

)a}
(2.92)

と評価される. これを (2.85) と (2.86) を用いて ΓΛ で書き直し, (2.89) 式を整理すると修正された
Slavnov–Taylor恒等式 ∫

ddx

{
δΓ′

Λ

δAaµ

δΓ′
Λ

δβ̄µa
− δΓ′

Λ

δξa
δΓ′

Λ

δγ̄a

}
= YΛ (2.93)

を得る [87]. ただし, YΛ は左辺以外の項をまとめたものであり,

Γ′
Λ := ΓΛ −

1

2α

∫
ddx

[
Dµ

(
Ā
)
(Aµ − Āµ)

]2
(2.94)

とおいた.

ゲージ不変な近似
有効作用 (2.84)式が次のように分解できるとする [48]:

Γ[A, Ā, ξ, ξ̄; β̄, γ̄] = Γ̄Λ[A] + Γ̂gauge[A, Ā] + Sgf + Sgh −
∫

ddx{β̄aµδBAaµ + γ̄aδBc
a}. (2.95)

ここで, Γ̄Λ[A] := ΓΛ[A,A]で, ゲージ不変な項である. 第 2項目 Γ̂gauge[A, Ā]はゲージに依存した項で
あるが, Γ̂gauge[A,A] = 0を満たす. この分解を恒等式 (2.93)の左辺に代入すると

−
∫

ddx
δΓ̂gauge

Λ

δĀaµ
(Dµ(A) ξ)

a = YΛ (2.96)
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となる. 赤外極限 Λ→ 0では YΛ→0 = 0となるが, Λ > 0では一般に有限に残る. しかし, 近似として,

任意のスケールで

Γ̂gauge
Λ [A, Ā] = 0 (2.97)

とすると, YΛ = 0を満たす. よって, このような近似を採用するとゲージ不変なフローを評価できる.
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第 3章

カイラル対称性の自発的破れ

3.1 量子色力学
強い相互作用を記述するゲージ群 SU(3)c に基づくゲージ理論は量子色力学 (QCD)と呼ばれており,

そのラグランジアンは

LQCD =

Nf∑
f=1

ψ̄i,f

[
iγµ

(
∂µ − igsAaµ

λa

2

)j
i

−mfδ
j
i

]
ψi,f −

1

4
F aµνF

aµν (3.1)

で与えられる.

QCDの重要な性質の 1つは漸近自由性と低エネルギーでの強結合性である. 1ループの摂動論から
求められるゲージ結合定数のくりこみ群は

αs(Q) =
α∗
s

1 +
α∗
s

4π

(
11

3
Nc −

2

3
Nf

)
log

(
Q2

M2
Z

) (3.2)

と評価される. *1 ただし, α∗
s = α(MZ) = g2s (MZ) /4π = 0.1185± 0.00006となるようにくりこみ点を

選んでいる. この走る結合定数を図 3.1の左図に示した. エネルギー Qが小さくなるにつれて ḡ2(Q)は
大きくなり, あるスケールで発散する. そのスケールを ΛQCD(ラムダ QCD)と呼び, その値は Nf = 3

のとき

ΛMS
QCD = (340± 8) MeV (3.3)

である [5]. *2 強結合性によって低エネルギーでは様々な非自明な現象が起こっていると考えられてい

*1 ここで示した結果は 1ループの結果である. より高次の場合, くりこみ群方程式は

µ2
dαs

dµ2
= −(b0α2

s + b1α
3 + b2α

4 + · · · ).

ただし, SU(3)の場合, b0 = (33−2Nf)/12π, b1 = (153−19Nf)/24π
2, b2 = (2857−5033Nf/9+325N2

f /27)/128π
3

と計算されている [5].
*2 Nf = 4, 5, 6に対してはそれぞれ

ΛMS
QCD = (297± 8) MeV for Nf = 4,

ΛMS
QCD = (214± 7) MeV for Nf = 5,

ΛMS
QCD = (90.6± 3.4) MeV for Nf = 6

である.
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QCD αs(Mz) = 0.1185 ± 0.0006

Z pole fit  
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図 3.1 左図: 走る結合定数 [5]. 右図: クォーク間のポテンシャル [88]. このときクォークの質量は
無限として (クエンチ極限)計算されている.

る. その 1つはクォークの閉じ込めである. 低エネルギーではクォークは単体では取り出せず, バリオ
ンやメソンと呼ばれる状態で存在している. クォーク間のポテンシャルは

Vq = −
α

r
+ σr (3.4)

のようになると考えられている. このポテンシャルはコーネル・ポテンシャルと呼ばれている. 第 1項
目はクーロン・ポテンシャルであり, 1 つのグルーオンをやりとりするポテンシャルとなっている. 第
2項目は線形ポテンシャルで距離に比例するため, クォーク同士を引き剥がそうとしても不可能である
ことを意味している. このような線形ポテンシャルは非摂動的性質の 1つであり, 摂動論では導出でき
ない. 図 3.1の右図に示すように格子ゲージ理論のシミュレーションによる結果はクォーク間にコーネ
ル・ポテンシャルが働いていることを示唆している. *3

もう 1つの重要な性質はカイラル対称性の破れである. クォークのカレント質量は電弱対称性の破れ
によって得られ, その大きさは

mu = 2.3+0.7
−0.5 MeV, md = 4.8+0.5

−0.3 MeV (3.5)

である [5]. 一方, これらのクォークから構成される陽子 (uud)と中性子 (udd)の質量は

mp = 938.272046± 0.000021 MeV, mn = 939.565379± 0.000021 MeV (3.6)

である [5]. これから明らかなように, mp, mn ≫ 3mu, 3md であり, 大きな差がある.

この質量を説明するのが QCDにおけるカイラル対称性の自発的破れである. QCDの強い相互作用
によって非自明な真空 ⟨ψ̄ψ⟩を持ち, その真空から励起される粒子は

Mu,d ∼ ⟨ψ̄ψ⟩ (3.7)

なる質量を得る. この質量は構成子質量と呼ばれ, これが陽子や中性子の質量のほとんどを説明する. 宇
宙にある物質のほとんどは陽子, 中性子, 電子からなる. 電子の質量はme = 0.510998928± 0.00000001

*3 実際にはクォークの質量が有限なので, 引き剥がすためにエネルギーを与え続けると途中で新たなクォーク対ができる.

そのため, ポテンシャルはクォーク対ができるたびに途切れる.
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MeVであり [5], 陽子や中性子に比べ十分小さい. カイラル対称性の自発的破れは我々の身の回りの物
質の質量を説明していると言える.

平均場近似の方法 [89] や Schwinger–Dyson 方程式 [90] は解析的な非摂動的手法としてよく用いら
れてきた. しかしながら系統的な近似の改善が困難であり, より詳細な解析には向かない. 格子場シミュ
レーションはコンピュータによる第 1原理計算方法で, QCDの理解に大きく貢献してきたが, 有限密度
系において符号問題と呼ばれる問題を抱えている. 化学ポテンシャルを導入すると確率配位を生成する
ボルツマン因子が虚部を持ってしまい, 確率配位が振動する. そのために系統誤差が大きくなり, 物理量
がうまく評価できなくなってしまうという問題である.

一方, 非摂動くりこみ群による方法では理論空間の拡張によって近似の改善ができ, 有限密度系にお
いても本質的な困難は生じない. この章では QCDにおけるカイラル対称性の自発的破れの非摂動くり
こみ群による解析を行う. 特に, 有限温度・有限密度系における対称性の回復とカイラル相構造を議論
する.

3.2 カイラル対称性の基本
フェルミオンはスピノール場であり,

ψ =

(
ψiL
ψiR

)
(3.8)

と書かれる. *4 ここで添え字 iはフレーバーの自由度 Nf を表すとする. ψL と ψR を独立に回転させる
U(Nf)L× U(Nf)R 変換のことをカイラル変換という. *5 すなわち,

ψL → ψ′
L = U(θL)ψL, ψR → ψ′

R = U(θR)ψR. (3.9)

ただし,

U(θ) = exp

(
iθ · T

2

)
(3.10)

かつ T = (T 0, T i) = (1, T i) (i = 1, · · · , Nf)は U(Nf)変換の生成子である. この変換は

U(θ) = exp

(
iθ · T

2

)
= exp

(
iθ0

1

2

)
· exp

(
iθi
T i

2

)
(3.11)

と書けるので U(Nf) ≃ U(1) × SU(Nf)と分解できることがわかる. よってカイラル変換は U(Nf)L ×
U(Nf)R ≃ U(1)L × SU(Nf)L × U(1)R × SU(Nf)R と分解できる. そこで, U(1)L × U(1)R カイラル変
換と SU(Nf)L × SU(Nf)R カイラル変換をそれぞれ別で考えていく.

*4 以下では ψL と ψR の意味を

ψL ≡
1− γ5

2
ψ =

(
ψL

0

)
, ψR ≡

1 + γ5

2
ψ =

(
0
ψR

)
とする場合もある.

*5 “カイラル”という言葉の語源はギリシャ語で手を意味する χϵιρ (cheir)である. “カイラルである”とは, ある状態とその
鏡映の状態が重なり合わないことを意味する. 手はその典型例である.
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• U(1)L ×U(1)R カイラル変換
陽に書けば,

ψL → ψ′
L = exp

(
i
θL
2

)
ψL, ψR → ψ′

R = exp

(
i
θR
2

)
ψR (3.12)

となる. これらの変換の下での保存量はぞれぞれ,

jµL = ψLγ
µψL = ψγµ

1− γ5

2
ψ, jµR = ψRγ

µψR = ψγµ
1 + γ5

2
ψ (3.13)

となる. 特に位相を θL = θR ≡ θとしたとき,

ψ = ψL + ψR → eiθ/2ψL + eiθ/2ψR = eiθ/2ψ. (3.14)

一方, −θL = θR ≡ θ としたとき,

ψ = ψL + ψR → e−iθψL + eiθψR

= cos(θ/2)ψL − i sin(θ/2)ψL + cos(θ/2)ψR + i sin(θ/2)ψR

= cos(θ/2) (ψL + ψR) + i sin(θ/2) (−ψL + ψR)

= cos(θ/2)ψ + iγ5 sin(θ/2)ψ

= eiθγ
5/2ψ. (3.15)

ここで, γ5 = diag(−1L, 1R)を用いた. (3.14)式と (3.15)式はそれぞれベクトル変換 U(1)V と
軸性ベクトル変換 U(1)A に対応していることがわかる. 保存量は

jµV = ψγµψ, jµA = ψγµγ5ψ. (3.16)

U(1)L × U(1)R 変換と U(1)V × U(1)A 変換の関係をより詳しく見るために, θL = θ · tL,
θR = θ · tR, θV = θ · tV , θA = θ · tAとすると, tL = (1, 0), tR = (0, 1), tV = (1, 1), tA = (−1, 1)
であるから

tV = (1, 1) = tL + tR, tA = (−1, 1) = −tL + tR (3.17)

という関係にある. これは基底の変更に対応しており, 同じ群を生成することがわかる. したがっ
て, U(1)L ×U(1)R ≃ U(1)V ×U(1)A である.

• SU(Nf)L × SU(Nf)R カイラル変換

ψL → ψ′
L = exp

(
i
θiLT

i

2

)
ψL, ψR → ψ′

R = exp

(
i
θiRT

i

2

)
ψR (3.18)

であり, これらの変換の下での保存量はぞれぞれ,

jiµL = ψLγ
µT

i

2
ψL = ψγµ

T i

2

1− γ5

2
ψ, jiµR = ψRγ

µT
i

2
ψR = ψγµ

T i

2

1 + γ5

2
ψ (3.19)

となる. U(1)の場合と同様の議論によって, SU(Nf)L × SU(Nf)R ≃ SU(Nf)V × SU(Nf)A が示
せる. ベクトル変換と軸性ベクトル変換は

ψ = ψL + ψR → eiθ
iT i/2ψ, ψ = −ψL + ψR → eiγ

5θiT i/2ψ. (3.20)
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これらの変換の下での保存量は

jiµV = ψγµ
T i

2
ψ, jiµA = ψγµγ5

T i

2
ψ (3.21)

となる.

以上の議論で, 注意すべきことがある. それは左巻き変換 (U(Nf)L や SU(Nf)L など) と右巻き変換
(U(Nf)R や SU(Nf)R など)はそれぞれ個々で群を形成することができる. 例えば, カレント (3.19)の
空間積分で定義される電荷 QiL と QiR に対する代数を計算すると

[QiL, Q
j
L] = if ijkQkL, (3.22)

[QiR, Q
j
R] = if ijkQkR, (3.23)

[QiL, Q
j
R] = 0 (3.24)

となって L と R の代数が独立で, 閉じている. ただし f ijk は群の構造定数である. したがって,

SU(Nf)L 群や SU(Nf)R 群が存在する.

一方, ベクトル変換と軸性ベクトル変換に対して同様に電荷 QiV と QiA の代数を計算すると

[QiV , Q
j
V ] = if ijkQkV , (3.25)

[QiV , Q
j
A] = if ijkQkA, (3.26)

[QiA, Q
j
A] = if ijkQkV (3.27)

となって, QiV の代数は閉じているが, QiA は閉じていない. SU(Nf)V は群を成しているが, SU(Nf)A

はそうではない. したがって, SU(Nf)A 群は存在しない.

3.3 QCDにおけるカイラル対称性の破れ
前節ではカイラル変換は

U(Nf)L ×U(Nf)R ≃ U(1)V ×U(1)A × SU(Nf)V × SU(Nf)A (3.28)

となることを見た. QCD の古典ラグランジアンはカイラル極限 (裸の質量をゼロとする極限) のとき,

この対称性を持つ. QCDによる強い相互作用による個々の対称性はそれぞれ次にようである.

• U(1)V はクォーク数の保存に対応する変換であり, 破れない.

• U(1)A はカイラル・アノマリーによって破れる. すなわち, カイラル・カレント jiµA が保存しな
くなる. Nf = 2の場合,

∂µj
iµ
A = − e2

16π2
ϵαβµνFαβFµν · tr[τ iQ2] (3.29)

となる. ここで, Fµν は電磁場テンソル, τ i は Pauli行列, そして,

Q =

(
Qu 0
0 Qd

)
=

(
2
3 0
0 −1

3

)
(3.30)
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である. これらを代入すると

∂µj
3µ
A = − e2

32π2
ϵαβµνFαβFµν (3.31)

を得る. この式は Adler–Bell–Jackiw(ABJ)アノマリーとも呼ばれ, 摂動論の 1ループによって
評価されるが, 高次ループの寄与はないことが知られているので厳密な式である (Adler–Bardeen

の定理 [91]). このようなアノマリーの効果はパイ中間子の 2つの光子への崩壊 (π2 → 2γ)を説
明する.

• SU(Nf)V について, Vafa–Wittenの定理 [92, 93]が知られており, 自発的に破れないことが証明
されている.

• SU(Nf)A は自発的に破れる. この対称性の自発的破れに伴ってクォークは質量を獲得する
と同時に生成子の破れの数だけの Nambu–Goldstone(NG) ボソンが現れる. これは Nambu–

Goldstoneの定理 [94, 95]と呼ばれる. 本論ではこの自発的破れについて着目し, 解析を行って
いく.

3.4 Nambu–Jona-Lasinio模型
Dirac質量演算子 ψ̄ψ のカイラル変換を見てみる. まず, Nf = 1の場合について考える.

ψ̄ψ → ψ̄e2iθγ
5

ψ = cos θ ψ̄ψ + sin θ ψ̄iγ5ψ (3.32)

であり, カイラル変換の下で不変ではないのでフェルミオンの質量項はカイラル対称性によって禁止さ
れる. カイラル変換の下で不変な演算子を構築しよう. そのために軸性スカラー演算子に対する変換を
考えてみる:

ψ̄iγ5ψ → ψ̄iγ5e2iθγ
5

ψ = cos θ ψ̄iγ5ψ − sin θ ψ̄ψ. (3.33)

(3.32)式と (3.33)式の自乗の和は

(ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγ5ψ)2 → (cos2 θ + sin2 θ)(ψ̄ψ)2 + (cos2 θ + sin2 θ)(ψ̄iγ5ψ)2

= (ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγ5ψ)2 (3.34)

となってカイラル変換に対して不変であることがわかる. したがって,

VNJL =
G

2

[
(ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγ5ψ)2

]
(3.35)

はカイラル変換 U(1)L × U(1)R に対して不変であるポテンシャルで, QCDの低エネルギー有効相互作
用と考えられる. カイラル対称性の自発的破れを記述する理論

LNJL = ψ̄i/∂ψ +
G

2

[
(ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγ5ψ)2

]
(3.36)

を Nambu–Jona-Lasinio (NJL)模型 [96, 97]と呼ぶ.
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同様に Nf = 2, Nf = 3の場合で U(1)L ×U(1)R 不変な最低次の相互作用はそれぞれ

VNJL,2 =
G

2

[
(ψ̄τaψ)2 + (ψ̄τaiγ5ψ)2

]
, (3.37)

VNJL,3 =
G

2

[
(ψ̄λaψ)2 + (ψ̄λaiγ5ψ)2

]
(3.38)

となる. ただし, τa := (1, τ )と λa := (1,λ)である.

上で述べたように, U(1)A はカイラル・アノマリーによって破れる. その効果を取り入れた場合, すな
わち, U(1)V × SU(Nf)V × SU(Nf)A の下で不変な相互作用は

VNJL,2,a =
GS
2

[
(ψ̄τaψ)2 + (ψ̄τaiγ5ψ)2

]
+
GD
2

[
deti,j Φ+ deti,j Φ

†
]

=
G

2

[
(ψ̄ψ)2 + (ψ̄τ iγ5ψ)2

]
if GS = GD ≡

G

2
, (3.39)

VNJL,3,a =
GS
2

[
(ψ̄λaψ)2 + (ψ̄λaiγ5ψ)2

]
+
GD
2

[
deti,j Φ+ deti,j Φ

†
]

(3.40)

となる. *6 ただし, Φij := ψ̄jψi + iψ̄jiγ
5ψi であり, i, j = 1 ∼ Nf はフレーバーの足である. Nf = 2

の場合ではアノマリーに対応する項は 4体フェルミ演算子になっているのに対し, Nf = 3の場合では 6

体フェルミ演算子となる. Nf = 3 の場合の 6 体フェルミ相互作用項は Kobayashi–Maskawa–t’Hooft

項と呼ばれており, η-η′ 系の性質の理解に重要な役割を果たす [98, 99, 100, 101].

3.5 くりこみ群によるカイラル対称性の自発的破れの解析
この節では NJL模型で記述されるカイラル対称性の自発的破れをくりこみ群によって解析する. そ
の基本的な性質を調べるためにここでは Nf = 1の場合について調べる. *7

3.5.1 4体フェルミ結合定数の振る舞い

ユークリッド化された簡略化 NJL模型の作用

SNJL =

∫
d4x

{
ψ̄/∂ψ − G0

2
(ψ̄ψ)2

}
(3.41)

を裸の理論として定義する. この有効作用は離散的なカイラル変換

ψ → γ5ψ, ψ̄ → −ψ̄γ5 (3.42)

の下で不変である. この作用から与えられる低エネルギー有効作用は一般にカイラル対称性を保持した
無限個の演算子で張られる. ここではまず, 4体フェルミ相互作用のみを残し, 他の高次演算子を落す近
似をする. すなわち, 有効作用として

ΓΛ =

∫
d4x

{
ψ̄/∂ψ − GΛ

2
(ψ̄ψ)2

}
(3.43)

*6 Nf = 2のとき, 実際には U(1)V × SU(Nf)V × SU(Nf)A × Z2 の下で不変である.
*7 NJL模型のくりこみ群による解析は文献 [102, 103, 26, 104, 105, 106, 107, 108]を参照せよ.
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を考える.

4体フェルミ結合定数 GΛ に対するくりこみ群方程式は次のようになる:*8

∂tGΛ =
Λ2G2

Λ

π2
. (3.44)

カットオフ Λで無次元化した 4体フェルミ結合定数 G̃ := GΛΛ
2/2π2 で書くと

∂tG̃ = −2G̃+ 2G̃2 (3.45)

となる. 右辺のベータ関数は固定点 G̃c := 1を持つことがわかる. また, この方程式は解析的に解くこ
とができて

G̃(t) =
G̃cG̃0

G̃0(G̃0 − G̃c)e2t
(3.46)

となる. この解は明らかに

tc =
1

2
log

(
G̃0

G̃0 − G̃c

)
(3.47)

で発散する.

4体フェルミ結合定数の発散の物理的意味
ここで, 4 体フェルミ結合定数の発散の物理的意味を議論する. そのためにまず, 補助場を導入する.

次のガウス積分

1 =

∫
Dσ exp

{
−
∫

d4x
1

2GΛ

(
σ +GΛψ̄ψ

)2}
(3.48)

を経路積分に挿入すると裸の作用は

SNJL =

∫
d4x

[
ψ̄/∂ψ +

1

2

1

G0
σ2 + σψ̄ψ

]
(3.49)

となる. 補助場であるスカラー場の質量項として

m2
0 :=

1

G0
(3.50)

を得る. 実際に large-N 近似の範囲内では 4 体フェルミ結合定数 GΛ の逆数のくりこみ群方程式は
(3.45)式から

∂t

(
1

G̃Λ

)
= 2

(
1

G̃Λ

)
− 2 (3.51)

となる. 一方, 質量のくりこみ群方程式は

∂tm̃
2 = 2m̃2 − 2 (3.52)

となり, 1/G̃Λ のくりこみ群方程式と同じ形になっている. ただし, m̃2 = m2/Λ2 である.

*8 この結果は 3次元シャープ・カットオフを用いた場合の結果である. この詳しい導出は付録 Fの F.1節に示した.
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図 3.2 ポテンシャルのくりこみ群の発展. 左図: m2
Λ ∼ 1/GΛ > 0, 中図: m2

Λ ∼ 1/GΛ = 0, 右図:

m2
Λ ∼ 1/GΛ < 0.

次に, 低エネルギーの補助場の有効ポテンシャルは

UΛ

(
σ2
)
=

1

2
m2

Λσ
2 +

1

4
λΛσ

4 + · · · (3.53)

のように σ の高次で記述される. GΛ が発散するとき, m2
Λ はゼロになる, これは有効ポテンシャルの原

点周りの曲率がゼロになることを意味する:

mΛ → 0 (3.54)

すなわち, σ の 2点関数が

⟨σ(x)σ(0)⟩ ∼ e−mΛx → 1 (3.55)

となるので, 定義によって 2次相転移が起こったことを意味している [109]. 有効ポテンシャルのくりこ
み群による発展を概略図を図 3.2に示した. 原点の曲率がゼロになったあと, 有効ポテンシャルは非自
明な真空 ⟨σ⟩ ̸= 0を持つことになる.

以上の議論より, 4体フェルミ結合定数はカイラルゆらぎ

GΛ ∼

⟨(∫
d4x ψ̄ψ

)2
⟩

(3.56)

に対応し, その発散は 2次相転移が起こったことを意味する.

(3.50)式に示した関係を別の方法で示してみる. 初期作用に外場を導入する:

SNJL =

∫
d4x

{
ψ̄/∂ψ − G0

2
(ψ̄ψ)2 −m0ψ̄ψ

}
. (3.57)

ポテンシャルは

V (σ; t = 0;m0) :=
G0

2
(ψ̄ψ)2 +m0ψ̄ψ (3.58)

である. ここで, σ := ψ̄ψ と定義した.*9 低エネルギー有効ポテンシャル VΛ(σ; t;m0)を考える. このポ

*9 σ は補助場ではないことに注意せよ. σ を場 ψ, ψ̄ で微分すると

σ

←−
∂

∂ψ
= ψ̄,

−→
∂

∂ψ̄
σ = ψ

となる.
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テンシャルから連結ダイアグラムの生成汎関数を定義する:

w(m0; t) := V (σ = 0; t;m0) . (3.59)

さらにルジャンドル変換によって Ledengre有効ポテンシャルを与える:

VL(ϕ; t) := m0ϕ(m0; t)− w(m0; t) . (3.60)

ただし,

ϕ(m0; t) :=
∂w(m0; t)

∂m0
= ⟨ψ̄ψ⟩m0 (3.61)

である.

w(m0; t)と VL(ϕ; t)の関係として

∂2w

∂m2
0

· ∂
2VL
∂ϕ2

= 1 (3.62)

がある. また, w(m0; t)のm0 による 2階微分は感受率である:

χ(m0) :=
∂⟨ψ̄ψ⟩m0

∂m0
=
∂2w

∂m2
0

= ⟨(ψ̄ψ)2⟩m0 − ⟨ψ̄ψ⟩2m0
. (3.63)

したがって,

∂2VL(ϕ; t)

∂ϕ2
=

1

χ(m0)
. (3.64)

となる. 一方, 4体フェルミ結合定数は large-N 近似の範囲内で

GΛ =
1

2

∂2w(m0)

∂m2
0

∣∣∣∣
m0=0

+GΛ0 . (3.65)

と書かれるので, χ = 2GΛ である. 2次相転移が起こったとき, 感受率は発散する, すなわち, GΛ はカ
イラル感受率であり, 2次相転移でカイラル対称性が破れると発散する.

今, ルジャンドル有効ポテンシャルを

∂2VL(ϕ; t)

∂ϕ2
=

1

2
m2

Λ +
1

4
λΛϕ

2 + · · · (3.66)

のように書くと, 原点 ϕ = 0付近では (3.64)式から

m2
Λ =

1

GΛ
(3.67)

を得る.

4体フェルミ結合定数の逆数 g := 1/G̃Λ のくりこみ群方程式

∂tg = 2g − 2 (3.68)

の解は初期値を g(0) = g0 として

g(t) = 1− (1− g0)e2t (3.69)
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となる. g0 < 1のとき, g(t)は小さくなっていき, 臨界スケールで g(tc) = 0となり, ルジャンドル有効
ポテンシャルの原点の曲率がゼロにある. さらに t > tc で g(t)は負の領域に行く, すなわち, 曲率が負
になる. このように, 4体フェルミ結合定数の逆数のくりこみ群方程式はルジャンドル有効ポテンシャル
の原点の曲率の振る舞いを記述していることがわかる. ただし, 4体フェルミ結合定数の逆数を評価する
ことで 2次のカイラル相転移を評価できるが, 力学的質量を定量的に評価することはできない. 力学的
質量の評価には原点の振る舞いだけではなく, より大域的な領域を見る必要がある. したがって, 高次の
演算子を含むポテンシャルを評価しなればいけない.

3.5.2 弱解の方法

前節で 4体フェルミ結合定数の逆数は補助場ポテンシャルの原点の振る舞いであり, 2次相転移を意
味することを議論した. 非自明な真空 ⟨ψ̄ψ⟩ ̸= 0を得るためには発散の後のフローを評価する必要があ
る. しかし, くりこみ群のスケールを下げていく過程でこのような特異な振る舞いをすると, その特異点
以降のフローを評価することは不可能である. 数値的にくりこみ群方程式を評価することを考えても,

その特異点では破綻してしまい, 評価できなくなる.

そのような特異性を避けるために補助場の方法 (Hubbard–Stratonovich変換 [110, 111])がよく用い
られてきた [112]. また, 近年, 力学的ハドロン化法 (Dynamical Hadronization)という方法が開発され
た [113, 114, 115, 116]. *10 しかし, 補助場を導入すると理論空間が大きくなり, 解析が複雑になる. さ
らに, どのように理論空間をトランケーションするかの判断が難しい. 外場の方法 [121]もあるが, 外場
をゼロにする極限を取れず, 展開が破綻する [122]. また, 1次相転移が起こる場合はうまく機能しない
[123]. そこで, 本論では弱解の方法 [123]を導入し, 解析を行う. その基本的な考え方についてここでは
述べる.

偏微分方程式と特性曲線の方法
(3.58)から生成される低エネルギー有効ポテンシャルに対するくりこみ群方程式は

∂tV (σ; t) = −F (M(σ; t) , σ; t) (3.70)

という偏微分方程式である. ここで,

M(σ; t) := ∂σV (σ; t) (3.71)

と定義し, 以後, これを質量関数と呼ぶ. この方程式の両辺を σ で微分して

∂tM(σ; t) + ∂σF (M(σ; t) , σ; t) = 0 (3.72)

とする. 4体フェルミ結合定数が発散することからこのポテンシャルは途中のスケールで特異的になり,

tや σ による微分ができなくなるために解M(σ; t)を定義できなくなる.

ここで, 解を特性曲線の方法と呼ばれる方法を用いて構成する. σ–t–M 平面に曲線 z =M(σ; t)を考

*10 力学的ハドロン化法の応用は文献 [117, 118, 119, 120]を見よ.
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える. (3.72)式を次のように書く:

(
∂MF 1 0

)∂σM∂tM
−1

 = 0, (3.73)

ここで, ∂σF = (∂MF )(∂σM) であることを用いた. この式はベクトル (∂σM,∂tM,−1)T とベクトル
(∂MF, 1, 0)が直交していることを意味している. 一方, M の全微分

dM = ∂σM dσ + ∂tM dt (3.74)

は

(
dσ dt dM

)∂σM∂tM
−1

 = 0 (3.75)

と書き直せる. したがって, 無限変位ベクトル (dσ,dt, dM)は曲線 z 上の点 (σ, t,M)の接平面上のベク
トルで, ベクトル (∂σM,∂tM,−1)T と直交している.

よって, 2つのベクトル (dσ,dt, dM)と (∂σM,∂tM,−1)T は平行に取ることができ, その比例定数を
dsとすると

dσ(s)

ds
=

∂F

∂M
, (3.76)

dt(s)

ds
= 1, (3.77)

dM(σ, s)

ds
= 0 (3.78)

と書くことができる. この (x, t, z)空間における (3.76)–(3.78)式で記述される曲線 (σ(s) , t(s) ,M(s))

を特性曲線 (charactertistics)と呼ぶ. 今, 偏微分方程式 (3.72)をこれらの連立常微分方程式に書き直す
ことができた. この方法を特性曲線の方法と呼ぶ.

有効ポテンシャル V は

dV (s)

ds
=
∂V (σ; s)

∂σ

dσ(s)

∂s
+
∂V (σ; s)

∂s

=M
∂F

∂M
− F (3.79)

のように評価できる. また, (3.77)式は明らかに s = tであるから, 連立常微分方程式は

dσ(t)

dt
=

∂F

∂M
,

dM(σ, t)

dt
= 0,

dV (t)

dt
=M

∂F

∂M
− F (3.80)

を評価すればよい.

特に, NJL模型におけるくりこみ群方程式は

F (M(σ; t) , σ; t) = −Λ3
0 e

−3t

π2

√
Λ2
0 e

−2t +M2(σ; t) (3.81)
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図 3.3 質量関数のくりこみ発展.

となり, F は陽に σ に依っていない. このとき (3.80)式は

M(σ(t) ; t) =M(σ0; 0) =:M0, (3.82)

σ(t) = σ0 +

∫ t

0

dτ ∂MF (M0; τ) , (3.83)

V (σ; t) = V (σ0; 0) +

∫ t

0

dτ

[
M

∂F

∂M
− F

]∣∣∣∣
M=M0

(3.84)

となる. *11 ここで, σ0 := σ(0)である. よって, これらは連立ではなく, 個々の積分を評価すればよい
ことがわかる. 初期値を V (σ; 0) = G0

2 σ
2, M(σ; 0) = G0σとして特性曲線を計算すると図 3.3のように

なる. M(σ; 0) = G0σ の直線 (t = t0 = 0)から発展し, 途中のスケール (t = tc)で原点 σ = 0のところ
でM(σ; 0)の傾きが無限となっている. これはちょうど 4体フェルミ結合定数が発散することに対応し
ている. 特性曲線の方法ではその発散のあとの質量関数の振る舞いを追うことができ, tc < t < t5 =∞
では質量関数は多価関数になっている.

弱解の方法
前節で偏微分方程式が特異的になるため, 評価できないことを見た. そのような大域的古典解を特性
曲線の方法を用いて構成した. そこで, 弱解の方法を導入する.

滑らかかつ無限遠でゼロに収束するテスト関数 φ(σ; t)を導入し, この関数を (3.72)式の両辺に掛け
て, t, σ で積分する: ∫ ∞

0

dt

∫ ∞

−∞
dσ (∂tM + ∂σF )φ(σ; t) = 0. (3.85)

部分積分をすると ∫ ∞

0

dt

∫ ∞

−∞
dσ

(
M
∂φ

∂t
+ F

∂φ

∂σ

)
+

∫ ∞

−∞
dσ (M φ)|t=0 = 0 (3.86)

*11 ただし, この簡略化は NJL模型に特有のことであり, 一般には連立常微分方程式を評価しなければならない.



第 3章 カイラル対称性の自発的破れ 36

図 3.4 弱解の概略図.

となる. この方程式は t や σ による微分がテスト関数 φ(σ; t) に掛かっているため, 解が定義できる.

(3.86)式を弱方程式といい, その解を弱解と呼ぶ.*12 また, これと区別して (3.72)式を強方程式といい,

その解は大域的古典解と呼ぶ.

Rankine–Hugoniot条件
大域的古典解は多価になっているが, 物理的には真空は 1つに決まるはずである. したがって, 大域古
典解から一意に弱解を決める必要がある. そのために, Rankine–Hugoniot (RH)条件と呼ばれる条件を
与える. それは不連続点 σ∗(t)の時間発展が

dσ∗(t)

dt
=
F
(
M
(
σ∗
+(t)

)
; t
)
− F

(
M
(
σ∗
−(t) ; t

))
M
(
σ∗
+(t) ; t

)
−M

(
σ∗
−(t) ; t

) , (3.87)

を満たすように決める. ここで, σ∗
+ と σ∗

− は不連続点 σ∗ にそれぞれ, 右と左から近づけることを意味
する.

図 3.4において, RH条件は幾何学的に等面積則を意味している [123, 124]:

SA(t)− SB(t) = const. (3.88)

今の場合, 初期条件として SA(0) = SB(0) = 0なので, 任意のスケールで SA(t) = SB(t)である. RH

条件を与えると多価関数 (図 3.3)となっていた質量関数から 1価関数 (図 3.5)となる. 原点で質量関数
に飛びがあり, 連続関数ではないが, (3.86)式を満たす解は不連続点が許されているので, これが弱解と
なる.*13

弱解はカイラル対称性を反映しており,

M(σ(t) ; t) = −M(−σ(t) ; t) (3.89)

を満たしている. そして, t > tc では

M = lim
σ→0

M(σ; t) = − lim
σ→0

M(σ; t) ̸= 0 (3.90)

*12 ここで与える弱解は特に保存則の弱解という. 詳細は文献 [124]を見よ.
*13 飛びのことをショック (shock)と呼ぶ.
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図 3.5 質量関数の弱解.

となって, ゼロでない値を取っている. 赤外での力学的質量は

M = lim
σ→0

M(σ;∞) (3.91)

と得る.

次節では弱解の方法をくりこみ群に適用し, 有限温度・有限密度の相構造を調べる.

3.5.3 有限温度・密度系でのカイラル相構造

温度・密度の効果によるカイラル対称性の回復を議論する. 有限温度・有限密度における有効ポテン
シャルのくりこみ群方程式は

∂tV (σ; t) =
Λ3

π2

[
E + T log

(
1 + e−β(E−µ)

)
+ T log

(
1 + e−β(E+µ)

)]
(3.92)

となる (導出は付録 Fの F.1節に示した). 質量関数に対しては両辺を σ で微分すればよい. この方程式
の初期値は

V (σ; t = 0) = π2G̃0σ (3.93)

で与える. ただし,

G̃0 :=
G0Λ

2
0

2π2
(3.94)

とする. Λ0 で無次元の 4体フェルミ結合定数を定義していることに注意すべきである. この偏微分方程
式から得られる質量関数の 2次相転移と 1次相転移のそれぞれの場合についての振る舞いを調べ, カイ
ラル相構造を示す.

2次相転移
3.5.1節で議論した通り, 2次相転移とはカイラル感受率が発散する場合であり, 4体フェルミ結合定
数が発散することが定義である.
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無次元化した 4体フェルミ結合定数の逆数 g に対するくりこみ群方程式,

∂tg = 2g − I(T, µ) g2 (3.95)

を考えると, 2次相転移は g(tc) = 0で起こる. ゼロ温度・ゼロ密度でカイラル対称性が破れても有限温
度・有限密度の効果によって g(t)はゼロを横切らなくなる.*14 したがって, 2次相転移は 4体フェルミ
結合定数のみを調べることで評価できる.

1次相転移
1次相転移の場合, ポテンシャルの原点の曲率は正になる. したがって, 原点の振る舞いだけを見ても
カイラル対称性の回復と 1次相転移の区別がつかない, 言い換えると 4体フェルミ結合定数の振る舞い
を調べても 1次相転移を評価することはできない. 1次相転移をポテンシャルから捉えるには原点のみ
ではなく, 場の値が大きなところの振る舞いを調べる必要がある. つまり, 高次元演算子 σ2n が必要で
ある. ポテンシャル V (σ; t)は無限の演算子が入っているので, V (σ; t)に対する偏微分方程式を評価す
ることで 1次相転移を調べることができる. 図 3.6に 1次相転移が起こるような場合での質量関数のく
りこみ発展を示した.*15 ショックが原点 σ = 0でないところから発生し, くりこみ発展するにしたがっ
て原点へとショックは移動する様子が見て取れる.

相図
数値的に評価した相構造を調べる. 図 3.7の左図に µ–T 平面でのカイラル相転移の相図を示す. 紫線
は 2次相転移点を表し, 緑線は 1次相転移点を表す. 4体フェルミ結合定数を小さくすると相境界は小
さくなっていく. また, 4体フェルミ結合定数が小さくなると, 臨界終点が低温・低密度側に移動してい
き, 1 次相転移の相境界が消えることがわかる. この振る舞いをより明確にするために図 3.7 の右図に
1/G̃0–µ平面の T = 0での 2次相転移点 (紫点線)と臨界終点 (緑点線)を示した. G̃0 ∼ 1.176で両者
は交わる, すなわち, 臨界終点は消える. 1次相転移が起こるような場合, ショックは原点ではないとこ
ろから発生するが, 4体フェルミ結合定数 G̃0 を小さくしていくとショックが原点側に近くで発生する
ようになり, 最終的に 2次相転移と合併する. 図 3.8に G̃0–µ–T 平面でのカイラル相境界を示した.

3.6 章のまとめ
この章では有限温度・有限密度 NJL模型のカイラル対称性の回復について議論した. 4体フェルミ結
合定数のくりこみ群フローはある臨界スケールで発散し, それは 2次のカイラル相転移を意味している.

カイラル対称性の自発的破れが起こった後のくりこみ群を評価するために, 弱解の方法を導入した. 特
性曲線の方法によって大域的古典解を構成し, カイラル相転移が起こると質量関数は多価関数になるこ
とを見た. これは真空が幾つか存在することになり, その中で実現される真空が 1つあるはずである. そ
こで Rankine–Hugoniot条件を課すと, 弱解は物理的に正しい真空を一意に選ぶことができる.

*14 反例を章のまとめで議論する.
*15 図 3.6自身からは 1次相転移であると断言はできないが, 相転移点よりも少し大きな温度や密度を与えるとショックが原
点ではないところで止まる. それは有限なM(0;∞) ̸= 0 から急にM(0;∞) = 0 になることを意味する. したがって, 1

次相転移が起こったことになる.
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図 3.6 1次相転移が起こるような場合でのM(σ; t)のくりこみ発展.

有限温度・有限密度における相構造を示した. 2次相転移と 1次相転移を補助場の方法を導入せずに
評価することができた. 結果として, 4体フェルミ結合定数が小さくなると相境界は低温・低密度側に移
動するだけでなく, ある結合定数で 1次相境界は消え, 2次相転移のみが起こることがわかった.

展望と課題
• 弱解の方法を用いた QCD のカイラル対称性の自発的破れの解析によってグルーオンの交差は
しごダイアグラムを取り入れることでゲージの依存性が小さくなることが明らかにされてい
る [122]. 有限温度・有限密度系に拡張することで, グルーオンの交差はしごダイアグラムの相構
造に与える寄与を調べるべきである.
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図 3.9 最適化カットオフを用いた場合での 4体フェルミ結合定数のくりこみ群フロー [109].

• 弱解の方法では今のところ large-N 近似の範囲内でのみで適用できている. その近似を超える場
合, 一般に (3.70)式の関数は F は σ の 2階微分を含んでおり, 弱解を構成する際の部分積分をし
ても微分がテスト関数に押し付けることができなくなる. したがって, 2階微分を含むような場合
にどのように弱解を構成するかは課題である.

• この章ではカットオフ関数としてシャープカットオフを採用した. このスキームでは有限温
度・有限密度での 4 フェルミ結合定数のくりこみ群フローは一旦 g(tc) = 0 を横切ると再び
g(t) = 0となることはなく, 一方向のみに進む. 特性曲線で見ると質量関数の原点 σ = 0の傾き
は (+,∞,−)の順で一方向のみに変化する. しかし, 最適化カットオフを用いた場合, 図 3.9に示
したように一方向ではなく, 再び g(t) = 0を横切り, 正に戻ってくる場合がある [109]. そのよう
な場合では弱解として一意に解を選ぶことができなくなる. 任意のカットオフ・スキームに対し
て弱解の方法を適用できるようにするには, フローが戻るような場合でも弱解を一意に決める条
件を与える必要がある.
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第 4章

電弱対称性の破れの起源と標準模型の
拡張

この章では電弱対称性の破れの起源と階層性問題を解決する 1 つの考え方である古典的スケール不
変性に基づく標準模型の拡張を試みる. 隠れたセクターとして強いゲージ相互作用を伴う新しいスカ
ラー場 S を導入する. スカラー場は標準模型のセクターと Higgs・ポタール結合 (H†HS†S)を通して
繋がっている. 隠れたセクターでの強い相互作用によってスケール不変性が力学的に破れ, その破れが
Higgs場に伝わることで電弱対称性が破れる. すなわち, 電弱対称性の破れの起源は隠れたセクターで
の強い相互作用によるものとして説明される. ここで提案する模型が暗黒物質候補を含むこと, および,

電弱バリオン数生成の条件に必要な強い電弱 1次相転移が起こり得ることを示す.

4.1 電弱対称性の破れの起源と階層性問題
Weinberg–Salam理論と電弱スケールの起源
電磁気力と弱い相互作用を統一するWeinberg–Salam理論は SU(2)L×U(1)Y のゲージ群の表現に粒
子が埋め込まれている. ここではその概要をごく簡単にまとめておく. ラグランジアンは次のように与
えられる.

L = Lgauge + Lfermion + Lhiggs + Lyukawa, (4.1)

Lgauge = −
1

4
F iµνF

iµν − 1

4
GµνG

µν , (4.2)

Lfermion = ψ̄i /Dψ, (4.3)

Lhiggs = (DµH)†(DµH)− V (H) , (4.4)

Lyukawa = yeℓ̄LHeR + yuq̄LH̃uR + ydq̄LHdR + h.c.. (4.5)

ここで, F iµν と Gµν はそれぞれ SU(2)L と U(1)Y ゲージ場のテンソルで,

F iµν = ∂µA
i
ν − ∂νAiµ + g2ϵ

ijkAjµA
k
ν , (4.6)

Gµν = ∂µBν − ∂νBµ. (4.7)
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場 SU(3)c SU(2)L U(1)Y

qL =

(
u

d

)
L

,

(
c

s

)
L

,

(
t

b

)
L

3 2 1/2

uR = uR, cR, tR 3 1 4/3

dR = dR, sR, bR 3 1 −2/3

ℓL =

(
νe

e

)
L

,

(
νµ

µ

)
L

,

(
ντ

τ

)
L

1 2 −1

eR = eR, µR, τR 1 2 −2

H =

(
χ+

H0

)
1 2 1

Aiµ (SU(2)L ゲージ場) 1 3 0

Bµ (U(1)Y ゲージ場) 1 3 0

gaµ (グルーオン場) 8 1 0

表 4.1 標準模型に登場する粒子と電荷の割り当て.

共変微分 Dµ は

Dµψ =

(
∂µ − i

g2
2
τ iAiµ + ig1

Y

2
Bµ

)
ψ (4.8)

と定義される. τ i は Pauli行列である. また, H̃ := iτ2H∗ と定義され, その超電荷は Y
(
H̃
)
= −1で

ある. Higgs場のポテンシャル V (H)は

V (H) = m2
HH

†H + λH(H†H)2. (4.9)

ここで現れる粒子 ψ(= ℓL, qL, eR, · · · )の電荷の割り当ては表 4.1にまとめる.

Higgs場が負の質量 −µ2 を持つと次のように真空期待値を持ち, 自発的に対称性を破る:

⟨H⟩ =

 0

vh√
2

 . (4.10)

ここで, vh =
√
µ2/λH である. Weinberg–Salam理論が持つ SU(2)L× U(1)R は U(1)em に自発的に

破れる. Higgs場が対称性を自発的に破ることによる NGボソンはゲージ場が吸収することで物理的に
は現れず, その代わりにゲージ場が質量を獲得することになる. このような状況を見るために, ゲージ固
定としてユニタリーゲージを採用する:

H = e
iχiτi

vh

(
0

vh+h√
2

)
. (4.11)
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このとき, ゲージ場は

W±
µ = A1

µ ± iA2
µ, m2

W =
g22v

2
h

4
, (4.12)

Zµ = cos θWA
3
µ − sin θWBµ, m2

Z =
g22 + g21

4
v2h, (4.13)

Aµ = sin θWA
3
µ + cos θWBµ, m2

A = 0 (4.14)

のように与えられる. ただし, tan θW = g1/g2 である. また, Yukawa相互作用からフェルミオンは質量

mψ =
yψvh√

2
(4.15)

を得る. 質量の観測結果から vh = 246 GeV, λH ≃ 0.13 と決められる. 真空期待値の定義から
µ ≃ 88.69 GeVとわかる.

ところで, このような Higgs場の質量項はどのように得られるのであろうか. これは “電弱対称性の
力学的破れの起源は何か”という問いであり, “電弱対称性の破れのスケール ΛEW ∼ O

(
102
)
GeVの起

源は何か”と言い換えることもできる. この問題に対する明確な答えはまだない. また, Higgs場の質量
には微調整問題と呼ばれる問題が生じる.

階層性問題
電弱スケール ΛEW は O

(
102
)
GeV であるのに対し, 量子重力の効果が現われるプランクスケール

ΛPL は O
(
1019

)
GeV であり, O

(
1017

)
GeV もの階層がある. この間には新しい理論を特徴づけるス

ケールはないのだろうか. この問いは階層性問題と呼ばれている. この問題を認める, すなわち, 標準
模型がプランクスケールまでの物理を記述する理論であるとしても, さらに微調整問題と呼ばれる問題
が起こる. 標準模型がプランクスケールで裸の理論として与えられるとする. このとき Higgsの裸の質
量m0 はプランクスケールの大きさを持つ. 低エネルギーで我々が観測する Higgsの質量は量子補正を
伴ったくりこまれた質量mR である. そのときの量子補正のカットオフはプランクスケールとなる. す
なわち,

m2
R = m2

0 +
Λ2
PL

16π2

(
6λ+

3

4
g21 +

9

4
g22 − 6y2 + · · ·

)
(4.16)

となって 2次発散の形をしている. これはプランクスケールの量の引き算によって電弱スケールの物理
量を出すことを意味する. これにはかなりの微調整が必要となり, 微調整問題と呼ばれている. この問題
を解決する 1つは超対称性 [125, 126]である. これはグラスマン数を持つ超対称パートナー粒子のルー
プ補正が (4.16)式の右辺第２項目のループ補正と相殺することで解決する. また, Veltmann条件 [127]

と呼ばれる条件を満たす場合もある. これはループ補正における結合定数間の相殺 (6λ+ 3
4g

2
1 + · · · = 0)

が超対称性が破れるスケールで起こるという条件である.

この問題はスカラー場に特有の問題と言える. フェルミオンに対してカイラル対称性, ゲージ場に対
してゲージ対称性という強い対称性があるため, 質量項は裸の理論では禁止される. これらの質量は力
学的な破れが起こらない限り, 生成されない. 例えば, クォークは QCD の強い相互作用によってカイ
ラル対称性が力学的に破れることで質量を獲得する. そのとき, その質量は ΛQCD のオーダーになる.

ゲージ場の場合においても力学的に破れない限り, ゲージ場の質量項は禁止される. しかしながら, スカ
ラー場の質量項を禁止する強い対称性がないため, 階層性問題が生じる.
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4.2 Bardeenの議論と古典的スケール不変性
前節で述べた議論において, 理論のカットオフとしてMPL を与えた. 標準模型が高エネルギーで与え
られる理論の低エネルギー有効模型であると考えるのは自然なことであり, その有効模型が有効である
エネルギー領域, すなわちカットオフがあると考えられる. したがって, (4.16)式のような質量項への補
正を考えた.

しかし, このような考え方には疑問があることを Bardeenが提示した [128]. Bardeenの考えを議論
するために摂動論におけるくりこみを QEDを例にして再考してみよう. QEDは電弱スケールで弱い
相互作用と統一し, Weinberg–Salam理論になる. すなわち, QEDのカットオフは ΛEW と考えられる.

しかし, QEDによる量子補正を計算する際, そのようなカットオフの存在は気にしない. 正則化のため
に手でカットオフ Λを置くが, QED自身はくりこみ可能な理論であるので現れる発散, すなわちカット
オフは結合定数にくりこまれ, Λ → ∞とすることができる. このように手で置いたカットオフ Λ自身
には意味はない, そして, そのカットオフによる 2次発散 Λ2 も意味がないと考えてもよいのではないか
と思われる. 実際, 次元正則化による方法を用いると 2次発散に対応するような発散項は現れず, 自動的
に引かれている. つまり, 2次発散項はスキームに依っている. 物理的に意味があるのは log発散のみで
あり, ベータ関数に寄与を与えるようなスケール・アノマリーを考えればよいということになる. この
立場の下, 質量項のくりこみ群を計算すると

dm2

d logµ
=

m2

16π2

(
12λ+ 6y2t −

9

2
g2 − 3

2
g′2
)

(4.17)

となって, ベータ関数は m2 に比例していることがわかる. ただし, µ2 はくりこみ点であるプランク・
スケールにおいてm2(MPL) = 0という境界条件があったとするならば質量項は生成しないことがわか
る. したがって, 一旦, 質量をゼロにした理論を考えると量子論においてもスカラー場はゼロ質量のまま
でいることがわかる.

Higgs場と結合する新しい粒子があり, その質量がM が与えられるとしよう. このとき質量は

m2
R = m2

0 +
λ′

16π2
M2 log

(
µ2

M2

)
+ · · · (4.18)

と与えられる. ただし, λ′ は Higgs 場と新しい粒子との結合定数である. 新しい粒子の寄与は
M2 log

(
µ2

M2

)
のように新しい粒子の質量のオーダーで与えられている. この粒子の質量が TeVスケー

ルのオーダーで与えられるならば, TeV のオーダー同士の裸の質量と量子効果による相殺によって
Higgs質量を出せばよいので微調整問題は生じない. しかしながら, そのようなオーダーの裸の質量の
起源は不明である. 一方, M が GUTスケール程度 O

(
1016

)
GeVであったとするならば, 微調整問題

が生じることになる.

以上の議論をまとめると

• 正則化によるカットオフはスキームに依っており, 意味がないと考えてもいいのではないか.

• 境界条件としてm0 = m(MPL = 0)を与えると質量はくりこみ群では動かず, 質量は生成しない.

• 質量M を持つ Higgs場と結合する新しい粒子があったとき, 階層性問題は生じないが, 裸の質量
の起源はわからない.
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図 4.1 左図: スカラー理論のくりこみ群フロー. 右図: 臨界線が縦軸上 (m2 = 0) になるようなく
りこみスキームをとった場合.

• M が GUTスケールほどであれば微調整問題が現れる.

これらの議論において裸の質量が問題なってくることになる. したがって, この量をなんらかの対称性
等で禁止できないかと考える. 裸の質量は標準模型の質量において唯一スケールを持つ量であり, 裸の
理論 (古典論)にスケール不変性があったと考えると裸の質量項は禁止される. すなわち, 古典的スケー
ル不変性があればプランクスケールの量は現れず, また質量は標準模型の範囲内では生成しない. さら
に, TeVスケールに新しい粒子がある場合, Higgs場の質量項は m2

R = λ′

16π2M
2 log

(
µ2

M2

)
で与えられ,

電弱スケールは新しい粒子のスケールで特徴付けられることがわかる. このような古典的スケール不変
性による標準模型の拡張は階層性問題に対する１つの対処法になっている.

非摂動くりこみ群の観点からの古典的スケール不変性
古典的スケール不変性を非摂動くりこみ群の観点から議論する. これは文献 [129]に基づく.

スカラー理論

L =
1

2
(∂µϕ)

2 − 1

2
m̄2ϕ2 − λ̄

4
ϕ4 (4.19)

に対するくりこみ群方程式は

∂tm
2 = 2m2 +

L1λ

1 +m2
, (4.20)

∂tλ = − L2λ
2

(1 +m2)2
(4.21)

と計算され, そのフローは図 4.1のようになる. ただし, m2 = m̄2/Λ2 と λ = λ̄は無次元量であり, L1,

L2 はループ因子で, カットオフスキームに依る. スカラー理論は自明な固定点のみが存在すると考えら
れている, すなわち, Landau極問題または自明性の問題が知られている.*1

*1 自明な固定点 (m∗2, λ∗) = (0, 0) のみが存在する. このとき連続極限を取ることを考えると, λ = 0 の軸上のみが候補と
なるため, 自由場の理論となってしまう.
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m2 と λの 2次元の理論空間に臨界線 (相境界)があり, 対称性の破れた相 (m2 < 0)と回復している
相 (m2 > 0)を分けている. *2 臨界線は Λ→ 0で質量ゼロm2 = 0の理論である.

自明な固定点 (m∗2, λ∗) = (0, 0)周りのくりこみ群フローを考える. 自明な固定点周りで線形化され
たくりこみ群方程式は

∂t

(
m2

λ

)
=

(
2 L1

0 0

)(
m2

λ

)
(4.22)

となり, これを対角化して解くと,

m2(t) +
L1

2
λ(t) = e2t

(
m2

0 +
L1

2
λ0

)
(4.23)

を得る. ただし, m2
0 と λ0 は m(t) と λ(t) の初期値である. m2

0 = −L1

2 λ0 と取ると, このフローは一
定になる. また, (4.21) 式の解は m2 = 0 のとき λ(t) |t→∞ → 0 となるので, m2

0 = −L1

2 λ0 とすると
m(t) |t→0 → 0となる. したがって, 臨界線は

m2
c(λ) = −

L1

2
λ (4.24)

で与えられ, 裸の質量m0 を臨界線上に置くと, くりこみ群のフローは臨界線上を動き, 自明な固定点に
近づいていく.

次元のある量でmc
2
0 = −L1

2 λ0 を書くと,

m̄c
2
0 =

(
−L1

2
λ̄0

)
Λ2
0 (4.25)

となり, 臨界線の位置は理論のカットオフによる 2次発散項 Λ2
0 が決めていることがわかる.

一方, くりこまれた質量 m̄2
R は

m̄2
R = m̄2

0 + αΛ2
0 + βm̄2

0 (4.26)

のように与えられる, ただし, αと β は λや log(Λ0/Λ)による量である. これを書き直すと

m̄2
R = (1 + β)(m̄2

0 + α′Λ2
0) (4.27)

(4.23)式を比較すると m̄2
R = m̄(t)− m̄c(λ), 1 + β = e2t, α′Λ2

0 = m̄c
2
0 なる関係が読み取れる. くりこ

まれた質量は裸の質量と 2次発散 Λ2
0 の差から生成されることがわかる. これは (4.16)式を言っている

にすぎない. したがって, 上で述べた通り, 裸の質量を 2次発散項を厳密に一致させる (裸の質量を臨界
線上に置く)と, 質量のフローは臨界線上を動き, くりこまれた質量は生成されない. これはくりこまれ
た質量は臨界線との距離として与えられるということである.

臨界線の位置, すなわち, (4.25)の右辺はくりこみのスキームに依る. このスキームの違いは理論空間
の座標変換に対応すると考えられる (図 4.1の右図参照). 摂動論における次元正則化は 2次発散を自動

*2 場の量子論における臨界状態とは, m/Λ→ 0のことである. 物性では相関長 ξ と格子の長さ aの比が ξ/a→∞のよう
になることを意味する. つまり, これは 2次相転移である. 第 3章で議論したように, 2次相転移では 2点相関関数が強相
関になる.((3.55) 式を参照せよ.) くりこみ変換の過程で m2 = 0 となるときが相転移点であり, 臨界状態であるという.

有効ポテンシャルがm2 = 0を相境界として対称性の破れた相 (m2 < 0)と回復している相 (m2 > 0)を分けている. く
りこまれた質量m2 がくりこみ変換の過程でゼロのままという状態はまさに臨界状態が続いた状態である.
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的に引き算しているが, これは理論空間上の臨界線を m2 = 0の軸上に置くようなスキームになってい
ると考えられる. このようにスキームの違いに依る臨界線の位置, つまり 2次発散が物理的に意味があ
るとは言えないのではないか. たとえ 2次発散を出すスキームを選んでも座標変換によっていつでも臨
界線を m2 = 0となるように選ぶことができる. これは摂動論において, いつでも 2次発散を引き算で
きることに対応すると考えられる.

m2 = 0 の位置に臨界線を与えたとしよう. m2
0 を臨界線と離れた適当な場所に取ると質量のくりこ

み群フローは質量パラメータが relevantであるために低エネルギーで大きくなり, くりこまれた質量は
Λ0 のオーダーの大きさになってしまう. くりこまれた質量が Λ0 に比べて十分小さくなるためには裸の
質量m0 を臨界線の十分近くに置く必要がある. そうすれば質量のくりこみ群のフローは十分な時間を
かけて自明な固定点に近づいていき, Λ → 0では臨界線近くの理論 m2 ∼ 0を得ることができる. 以上
の議論から, 微調整問題は “裸の質量を臨界線の十分近くに置く”問題, あるいは “なぜヒッグス場は臨
界に近い状態なのか”という問題と言える.

裸の質量を厳密に臨界線上に置くとくりこまれた質量はゼロのままになることを議論したが, 摂動論
における古典的スケール不変性を課すことはまさに “裸の質量を厳密に臨界線上に置いている”ことに
対応する. 今, 臨界線がm2 = 0にあるので, 一度, この微調整を認めて行えば量子異常による質量生成
は起こらず, 低エネルギーでも質量がゼロの理論 (臨界状態の理論)が実現される. これが非摂動くりこ
み群, つまりWilson流のくりこみ群による解釈である.

逆に言えば, 裸の質量を臨界線上に厳密に置くという調整が何らかの対称性によって保証されている
と考えると, その対称性が古典的スケール対称性となる. 古典的スケール対称性によって調整が行われ
ると, (すなわち, 理論を臨界にすると)

• スケール量子異常によって質量項は生成しない

という点が重要である. これは摂動論のくりこみ群方程式 (4.17)式において m(MPL) = 0をすると質
量のくりこみ群は走らないことと等価である. したがって, スケール不変な古典理論から質量項あるい
はスケールをいかに生成するかということが次の課題である.

Coleman-Weinberg機構によるスケールの生成
古典的スケール不変性を伴う標準模型において, 電弱スケールの生成機構でよく知られているも
のは Coleman-Weinberg 機構 [130] である. スケール不変な裸の理論における Higgs・ポテンシャル
VSM(H) = λH(H†H)2 が自己相互作用と標準模型の粒子によるループ効果を受けることで有効ポテン
シャルとなる. それは真空期待値を変数として書くと

Veff(vh) =
λH
4
v4h +

∑
α

NαM
4
α

64π2

(
log

(
M2
α

µ2

)
− Cα

)
(4.28)

と与えれられる. ただし, α = W,Z, t で, それぞれの粒子に対して, NW = 6, NZ = 3, Nt = −12 で
あり, 質量Mα は (4.12)式, (4.13)式と (4.15)式で与えられる. Ct = 3/2と CW,Z = 5/6である. こ
れら以外の粒子の寄与は小さいとして無視する. 前述の議論の通り, Higgs場の質量項は生成しないが,

スケール対称性を破る寄与が量子補正によって生成される, つまりスケールが生成された. 結果として
ポテンシャルが歪み, 非自明な真空 vh ̸= 0が生成される. 裸の理論ではスケールのない量 (g2, g1, yt,

λH)が与えられていたが, 量子効果によって次元を伴う量 (g2, g1, yt, vh)に変わったことになる. これ
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を次元変化 (dimensional transmutation)と呼ぶ. しかしながら, 以上の標準模型の範囲内の議論では
観測結果であるmh = 125 GeVおよびmt = 173 GeVを実現することができないことがわかっている.

よって, 何からの拡張が必要であり, Bardeenの議論にあるような TeVスケールにおける新しい物理
の存在を示唆していると考え, 古典的スケール不変性に基づく標準模型の拡張することは１つの方向性
となっている. 以下ではそのような拡張の下, 新しい電弱スケールの生成の機構を提案する.

4.3 隠れたセクターと標準模型
標準模型の粒子の中, Higgs 場とのみ結合する新しい粒子を導入することを考え, その粒子を与え
る項を隠れたセクターと呼ぶことにする. 隠れたセクターを与える方法は主に 2 つある. １つは
Coleman-Weinberg機構 [130]を用いる方法である. 新しい粒子の寄与が Higgs・ポテンシャルに寄与
を与えることで観測結果を説明する. この方法は摂動論に基づく議論であるので, 摂動的効果によるも
のである [131, 132, 133, 134, 135, 136, 137, 138, 139, 140, 141, 142, 143, 144, 145, 146, 147, 148,

149, 150, 151, 152, 153, 154, 155, 156, 157, 158, 159, 160, 161, 162, 163, 164, 165, 166, 167, 168,

169, 170, 171, 172, 173, 174, 175, 176, 177, 178, 179, 180, 181, 182, 183, 184, 185]. この場合では質
量項は生成しないが, 輻射補正によるポテンシャルの補正によってスケールが生成され, 非自明な真空
が現れる.

もう１つは新しい粒子が強い相互作用をすることによって力学的にスケール対称性が破れ, それが
Higgs場に伝わることで電弱対称性が破れるというものである. こちらは非摂動的効果によるものとな
る [186, 187, 188, 189, 190, 191, 192]. 摂動的な方法との違いは力学的に質量項とスケールが生成され
ることである.

本論において提案するのは後者の非摂動的効果による電弱対称性の破れを説明する模型である. 次節
では模型の具体的な形と機構を説明する.

4.3.1 双線形スカラー凝縮する隠れたセクター

古典的スケール不変性に基づく標準模型の拡張として新しい模型を提案する [193]. その隠れたセク
ターにおけるラグランジアンを次のように与える:

LH = −1

2
tr (Fµν)

2
+ ([DµSi]

†DµSi)− λ̂S(S†
i Si)(S

†
jSj)− λ̂′S(S

†
i Sj)(S

†
jSi) + λ̂HS(S

†
i Si)H

†H.

(4.29)

Si は新たに導入された複素スカラー場で, 隠れたカラーの自由度 Nc を持っている. また, 添え字 i, j は
フレーバーの足であり, i, j = 1, · · ·Nf となる. 共変微分は DµSi = ∂µSi − igHGµSi, Gµ と与えられ,

Gµ = GaµT
a は隠れた SU(Nc)ゲージ場である. H は標準模型の Higgs場である. このラグランジアン

は SU(Nc)× U(Nf)の変換に対して不変となっており, 古典的スケール不変性のためにスカラー場 S の
質量項は禁止されている.

標準模型は LH + LSM|mH→0 のように拡張された. この模型は次のような過程によって電弱スケール
を説明する. まず, 隠れたセクターの強い相互作用によってスカラー場が凝縮する [194, 195, 196, 190]:

⟨S†
i Sj⟩ =

⟨
Nc∑
a=1

Sai
†Saj

⟩
. (4.30)
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これはスケール不変性の力学的破れが起こったことを意味する. *3 これにより, Higgs・ポータル結合
が Higgsの質量項になる: m2

H = −λ̂HS⟨S†S⟩. 負の Higgs質量項が生成されたことによって電弱対称
性の破れが起こる, すなわち電弱スケールが生成されたことになる. *4 Coleman–Weinberg機構との違
いは, 我々の模型は質量項自身を力学的に生成している点である.

ラグランジアン (4.29)を解析することによってこの機構を確かめることができる. しかし, この模型
は強い相互作用であり, 摂動論は使うことはできない. 解析的な非摂動的手法は幾つか知られているが,

ゲージ場の取り扱いは困難である. したがって, 強い相互作用による力学的スケール対称性の破れを記
述する有効模型を構築し, その有効模型を解析することで双対スカラー凝縮 ⟨S†S⟩などの物理量を定量
的に評価する.

次節では有効模型とその解析手法を述べる. そして物理量がどのように得られるかを示す.

4.4 有効模型
ここで構築すべき有効模型は力学的スケール対称性の破れを記述する模型である. しかし, スケール
不変性は量子効果 (スケール・アノマリー)によって破れるため [197, 198], 低エネルギーでの有効模型
は一般にスケール不変性を陽に破った演算子で記述される:

Seff =

∫
d4x

[
(∂µSi)

2 + λHS(S
†
i Si)H

†H − λS(S†
i Si)(S

†
jSj)− λ

′
S(S

†
i Sj)(S

†
jSi)

− λS6(S†
i Si)(S

†
jSj)(S

†
kSk) + · · ·

]
. (4.31)

ゲージ場は積分され, その量子効果は結合定数に含まれていると仮定する. ここで与えられている結合
定数は有効結合定数であり, (4.29)式で与えられているものとは異なる. また, スカラー場 S の質量項
は生成されない. なぜならば, 4.2節の議論の通り, 古典的スケール不変性が課されると質量のくりこみ
群は走らないためである.

この作用 (4.31)は一般に無限個の演算子で張られているので, 有限のオーダーで打ち切る必要がある.

この指導原理として Polchinskiの定理 [16]を考える. スカラー場の理論において, 任意の高エネルギー
スケールで任意の演算子で張られた理論を与えたとしても低エネルギー領域ではくりこみ可能な演算子
のみで張られた理論空間に帰着する. したがって, ここでは有効理論として (S†S)2 項までを取り入れた
作用を考える. すなわち,

Seff =

∫
d4xLeff

=

∫
d4x

[
([∂µSi]

†∂µSi)− λS(S†
i Si)(S

†
jSj)− λ

′
S(S

†
i Sj)(S

†
jSi) + λHS(S

†
i Si)H

†H
]

(4.32)

とする. *5 この有効模型を力学的スケール対称性の破れを記述する模型とする. このときの秩序変数は
⟨S†S⟩である. *6

*3 この凝縮は SU(Nc)不変かつ U(Nf)不変である.
*4 ここで与えるのは電弱スケールの力学的起源であり, “負”の質量項が与えられる理由は説明しない. すなわち, (4.29)式の
λHS の前の符号が負になっていることは仮定である.

*5 この作用は明らかにスケール不変性を持っている. 質量がない理論もくりこみ可能である [199]. したがって, (4.32) で与
えられる理論もくりこみ可能な理論である.

*6 実際には ⟨S†S⟩を秩序変数とは言えない. なぜならば, スケール不変性はスケール・アノマリーによって陽に破れている
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以下の議論では Higgs場が真空を得ることを見るために標準模型に含まれる Higgs・ポテンシャル

VSM = λH(H†H)2 (4.33)

を含めた理論を Leff として解析する. 元のゲージ理論 (4.29)ではその強い相互作用によってスケール
が生成される. ここで与えた有効理論 (4.32)では, Coleman–Weinberg機構のような次元変化を用いて
強い相互作用による非摂動的なスケール生成を記述する.

スカラー理論で記述されている有効作用は非摂動的に解析する必要がある. ここでは, 解析手法とし
て平均場近似の方法を採用する.

4.4.1 平均場近似の下での有効ポテンシャル

平均場近似は多体系の相互作用を 1体系の相互作用に近似することである. 1体系の場合は経路積分
はガウス積分となり, 解析的に積分が実行できる. ここでは [200, 89]で与えられている方法を用いて平
均場近似と行う.

Nf = 1の場合
まず, Nf = 1(λ′S = 0) の場合を考える. このとき, λS(S

†
i Si)(S

†
jSj) と λ′S(S

†
i Sj)(S

†
jSi) は同じ相互

作用になるので, λS ≡ λ′S とする. 平均場近似の下での有効ポテンシャルを求める. この方法は次の様
に行う.

1. Bogoliubov–Valatin (BV)変換された真空 |0B⟩を定義する:

⟨0B|(S†S)|0B⟩ =

⟨
Nc∑
a=1

(Sa†Sa)

⟩
=: f. (4.34)

2. Wickの定理を用いて次のように真空と正規順序積に分ける:

(S†S) = : (S†S) : +f, (4.35)

(S†S)2 = : (S†S)2 : +2f(S†S)− f2. (4.36)

このときコロン:のついた項は正規順序になっており, 真空 |0B⟩ の下で ⟨0B| : O : |0B⟩ = 0 と
なる.

3. (4.36)を (4.32)で与えられているラグランジアンに代入すると Leff = LMFA +LI のように分離
される. 真空 |0B⟩の下で LMFA と LI はそれぞれ,

⟨0B|LMFA|0B⟩ = (∂µS)†(∂µS)−M2(S†S)− λH(H†H)2 + λSf
2, (4.37)

⟨0B|LI |0B⟩ = 0 (4.38)

となる. ただし, M2 = 2λSf − λHSH†H である.

ためである. しかし, その破れはエネルギーの変化は log のであり, そのアノマリー効果による破れは力学的に破れに比べ
て十分に小さいと考えられる. また, 質量項はアノマリーでは生成されないため, 現れていない. したがって, ⟨S†S⟩ を秩
序変数と見なしてもよい.
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4. Leff を LMFA と近似し, スカラー場 S の経路積分を実行する. このとき, スカラー場を Si →
Si + χi のように背景場周りで展開し, ゆらぎ χを積分すると有効ポテンシャルは

VMFA = −ΓMFA

Ω
=M2(S†S) + λH(H†H)2 − λSf2 +

2Nc

2

∫
d4p

i(2π)4
log
(
−p2 +M2

)
(4.39)

となる. Ωは時空の体積である. 最後のループ積分に対応し, 紫外発散を伴う. ここでは次元正則
化を用いて

2Nc

2

∫
d4p

i(2π)4
log
(
−p2 +M2

)
= − Nc

32π2
M4

(
2

ϵ
− γE + log(4π)− log

(
M2
)
+

3

2

)
(4.40)

を得る (ϵ = 4− d). MSスキームを用いて, 発散項 (1/ϵ)と定数 (γE と log(4π))を結合定数にく
りこむと次の有効ポテンシャル VMFA を得る:

VMFA =M2(S†S) + λH(H†H)2 − λSf2 +
Nc

32π2
M4 log

M2

Λ2
H

. (4.41)

ここで, λS , λHS はくりこまれた結合定数, ΛH = µe3/4 はくりこみ点である.

非摂動的なループの効果によってスケール ΛH が生成されたことになる. 得られた有効ポテンシャル
(4.41)の最小値を求める, すなわち, 自己無撞着方程式を解く:

∂

∂Sa
VMFA =

∂

∂f
VMFA =

∂

∂Hi
VMFA = 0. (i = 1, 2) (4.42)

初めの微分から (Sa)†M2 = (Sa)†(2λSf − λHSH†H) = 0 を得る. これを満たす条件は 3 つ考えら
れる:

1. ⟨S⟩ ̸= 0, ⟨M2⟩ = 0

2. ⟨S⟩ = 0, ⟨M2⟩ = 0

3. ⟨S⟩ = 0, ⟨M2⟩ ̸= 0

これらの条件の中, どのポテンシャルが最小値となるかを探す必要がある. 条件 1の場合, ⟨M2⟩ = 0か
ら 2λS⟨f⟩ = λHS⟨H†H⟩となっている. これを有効ポテンシャル (4.41)に代入すると

⟨VMFA⟩ =
(
λH −

λHS
4λS

)
⟨(H†H)2⟩ (4.43)

を得る. ⟨f⟩ = ⟨H†H⟩ = 0 であれば任意の ⟨S⟩ ̸= 0 に対して ⟨VMFA⟩ = 0 となる. これは終点解
(end-point solution)と呼ばれる解になる [201, 202]. 条件 2の場合は明らかに ⟨VMFA⟩ = 0を得る. 条
件 3の場合は

C := 4λHλS − λ2HS > 0 (4.44)
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を満たせば成立する. ただし, ここではすべての結合定数は正の値をとるものとする. *7 このとき,

Higgs場の真空期待値とスカラー凝縮およびそのときのポテンシャルの値はそれぞれ,

|⟨H⟩|2 =
vh
2

=
λHS
C

exp

(
32π2λH
NcC

− 1

2

)
Λ2
H , (4.45)

⟨f⟩ = 2λH
C

exp

(
32π2λH
NcC

− 1

2

)
Λ2
H , (4.46)

⟨VMFA⟩ = −
Nc

64π2
exp

(
64π2λH
NcC

− 1

)
Λ4
H < 0 (4.47)

のようになり, このときにポテンシャルの最小値となることがわかる. すべての真空はスケール ΛH に
よって特徴付けられている. また, この近似の範囲での Higgs場の質量は

m2
h0 = |⟨H⟩|2

(
16λ2HλS

C
+
Ncλ

2
HS

8π2

)
(4.48)

と与えられる. λHS が小さいとして近似するとm2
h0 ≃ 4λH |⟨H⟩|2 = 2λHS⟨f⟩となり, Higgs場の質量

はスカラー凝縮に比例していることがわかる. この真空は隠れたカラー対称性 SU(Nc)を破らない真空
である. したがって Higgs機構のようにゲージ場が質量を持つプロカ場にはならない.

Nf > 1の場合
次に任意のフレーバーの場合を考える. Nf = 1の場合と同様に平均場近似を行う. その際のWickの
定理は次のように与えられる.

(S†
i Sj) =: (S†

i Sj) : +fij , (4.49)

(S†
i Sj)(S

†
jSi) =: (S†

i Sj)(S
†
jSi) : +2fij(S

†
jSi)− |fij |

2, (4.50)

ただし,

fij := ⟨(S†
i Sj)⟩ =

⟨
Nc∑
a=1

Sai
†Saj

⟩
(4.51)

と定義した. これを (4.32)で与えられているラグランジアンに代入すると,

LMFA = (∂µS)†(∂µS)−M2(S†S)− λH(H†H)2 + λSf
2 (4.52)

を得る. Nf = 1の場合と同じステップで有効ポテンシャルを導出すると

VMFA =M2(S†
i Si) + λH(H†H)2 −Nf(NfλS + λ′S)f

2 +
NcNf

32π2
M4 log

M2

Λ2
H

(4.53)

を得る. この有効ポテンシャルに対して自己無撞着方程式 (4.42)を計算すると, Nf = 1の場合と同様に
議論によって

G := 4NfλHλS −Nfλ
2
HS + 4λHλ

′
S > 0 (4.54)

*7 O(N)スカラー模型における真空構造の解析は文献 [203, 204, 205, 201]で議論されてきた. その模型が ⟨ϕ⟩ ̸= 0の真空
を実現することを議論したのは [203]である. ⟨ϕ2⟩ ̸= 0かつ ⟨ϕ⟩ = 0の真空が存在することを指摘したのは [204]である.

それらの詳細な解析は [205]で行われた. その後, [201, 202]が終点解が真空となる場合を指摘した. 我々の模型では古典
的スケール不変性によって裸の質量がないため, 真空として ϕ2 ̸= 0の真空が実現されている.
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を満たすとき, 真空として ⟨S⟩ = 0, ⟨M2⟩ ̸= 0が選ばれる. ここで,

M2 = 2(NfλS + λ′S)f − λHSH†H (4.55)

である. Higgs場の真空期待値とスカラー凝縮は

|⟨H⟩|2 =
vh
2

=
NfλHS
G

exp

(
32π2λH
NcG

− 1

2

)
Λ2
H , (4.56)

⟨f⟩ = 2λH
G

exp

(
32π2λH
NcG

− 1

2

)
Λ2
H . (4.57)

Higgs場の質量は

m2
h0 = |⟨H⟩|2

(
16λ2H(NfλS + λ′S)

G
+
NcNfλ

2
HS

8π2

)
(4.58)

と得られる.

結合定数のくりこみ群
ここで結合定数 λS のくりこみ群を Nf = 1かつ λHS = 0の場合で考えてみる. 便宜的に χ = 2λSf

と変換して

VMFA(χ;λS) = −
1

4λS
χ2 +

Nc

32π2
χ2 log

χ

Λ2
H

(4.59)

としておく. くりこみ群方程式は

∂2VMFA

∂f2
(
etχ;λS

)
=
∂2VMFA

∂f2
(χ;λS(t)) (4.60)

から

λS(t) =
λS

1− NcλS
8π2

t

(4.61)

と得られる. ただし, t = log
(
χ/µ2

)
とし, t = 0 のときに λS > 0 と定義した. 明らかにこの解は

Landau極を t = tc := 8π2/NcλS で持つ. 今の解析では摂動論を用いていないので結合定数が大きく
なっても破綻はしない. すなわち, t > tc の領域も許されることになる. このとき, 結合定数 λS(t)は負
の値となる.

一方, 有効ポテンシャルの χの変化による振る舞いを考えてみる:

VMFA(χ) = −
1

4λS
χ2 +

Nc

32π2
χ2 log

χ

Λ2
H

. (4.62)

χが小さい領域では最低次項 (第 1項目)がループ補正項 (第２項目)よりも大きいために, ポテンシャ
ルは負の傾きを持つことになる. χが大きなるにつれてループ補正項が大きくなり,

χm := Λ2
H exp

(
8π2

NcλS

)
(4.63)
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図 4.2 σ の Higgsへの崩壊

で最低次項とループ補正項の大小が入れ替わり, χ > χm の領域ではポテンシャルの傾きが正になる.

χ = χm はポテンシャルの最小値となる. このとき

t = tm := log

(
χm

µ2

)
= e3/2

8π2

NcλS
> tc (4.64)

となっているので, *8 結合定数 λS(t)は負になっている [204]. したがって, 非自明な真空 ⟨χ⟩ ≠ 0を得
るには Landau極を超えている必要があり摂動論では得られない真空であることがわかる.

また, t → ∞, すなわち場 χが大きいところでは λ(t) → 0− であり, 漸近的自由な振る舞いになって
いることがわかる.

4.5 暗黒物質の候補
前節では真空構造を平均場近似の下で評価した. 次にこの模型には暗黒物質の候補が考えられること
を見る.

真空 |0B⟩でのスカラー凝縮は (4.51)のように与えた. 今, この真空の周りの励起場を考える:

⟨0B|(S†
i Sj)|0B⟩ = fij = ⟨fij⟩+ Z1/2

σ δijσ + Z
1/2
ϕ tαjiϕ

α. (4.65)

σと ϕα(α = 1, . . . , N2
f − 1)が真空 ⟨fij⟩からの励起場であり, スカラー場である. Zσ と Zϕ はそれらの

場のくりこみで,正準次元が 2である. tαjiはフレーバー空間の SU(Nf)群の生成子で, Tr(tαtβ) = δαβ/2

のように規格化されているとする.

この模型において U(Nf)フレーバー対称性が破れないと仮定すると

⟨fij⟩ = δijf and ⟨σ⟩ = ⟨ϕα⟩ = 0 (4.66)

とできる. なぜなら, ⟨σ⟩ ≠ 0の場合でも f に吸収して ⟨σ⟩ = 0ととることができるからである. これに
より, 真空構造は ⟨σ⟩ = ⟨ϕα⟩ = 0の場合, 前節で評価した真空を用いることができる. σ は図 4.2のよ
うな過程を通して Higgs場に崩壊する. 一方, ϕα はフレーバー対称性が破れないとすると Higgsへの崩
壊は禁止され, 安定な粒子となる. したがって, ϕα が暗黒物質の候補になりうることがわかる.

ϕα が暗黒物質候補であるから, その質量および残存量を計算する. 観測の結果を再現するような条件
でのスピン独立な断面積と暗黒物質の質量が許される領域を以下で評価する. (4.65)を (4.52)に代入す

*8 ΛH = µe3/4 であることを用いた.
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ることでラグランジアンを

L′
MFA = (∂µS†

i ∂µSi)−M
2(S†

i Si) +Nf (NfλS + λ′S)Zσσ
2 +

λ′S
2
Zϕϕ

αϕα

− 2(NfλS + λ′S)Z
1/2
σ σ(S†

i Si)− 2λ′SZ
1/2
ϕ (S†

i t
α
ijϕ

αSj)

+ λHS(S
†
i Si)H

†H − λH(H†H)2 (4.67)

と得る. ラグランジアン (4.67)から 2点関数を計算し, その極を求めることで Higgs場や σ, ϕα の質量
を求めることができる. 今, Higgs場を HT = (χ+, (vh + h+ iχ0)/

√
2)と定義する. このとき, χ+ と

χ0 は Nambu–Goldstone場である. それぞれの場の逆 2点関数を 1ループのオーダーで計算すると

Γαβϕ
(
p2
)
= Zϕδ

αβλ′SΓϕ
(
p2
)
= Zϕδ

αβλ′S
[
1 + 2λ′SNcΓ

(
p2
)]
, (4.68)

Γσ
(
p2
)
= 2ZσNf(NfλS + λ′S)

[
1 + 2Nc(NfλS + λ′S)Γ(p

2)
]
, (4.69)

Γhσ
(
p2
)
= −2Z1/2

σ vhλHS(NfλS + λ′S)NfNc Γ
(
p2
)
, (4.70)

Γh
(
p2
)
= p2 −m2

h1 + (vhλHS)
2NfNc (Γ

(
p2
)
− Γ(0)) (4.71)

となる. ここで, m2
h1 := m2

h0 + δm2
h で, m2

h0 は (4.58)で与えたものであり, δm2
h は標準模型の量子補

正による寄与を表す. Higgs場のくりこみ からの補正はここでは無視する. Γ
(
p2
)
は 1ループの積分因

子で,

Γ
(
p2
)
=

∫
d4k

i(2π)4
1

(k2 +M2
0 )((k − p)2 −M2

0 )

=
1

16π2

(
2− log

[
M2

0

Λ2
H exp(−3/2)

]
− 2(4/x− 1)1/2 arctan(4/x− 1)−1/2

)
(4.72)

と評価される. ただし, x := p2/M2
0 , M

2
0 := 2(NfλS + λ′S)⟨f⟩ − (λHS/2)v

2
0 である.

まず, ϕα の質量と場のくりこみ Zϕ を評価する. (4.68)のゼロ点を読み取ることで暗黒物質の質量を
求められる:

Γαβϕ
(
p2 = m2

DM

)
= 0. (4.73)

また, 場のくりこみ Zϕ は運動量 p2 の係数であるから,

Z−1
ϕ = 2(λ′S)

2Nc
dΓ

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

DM

=
2(λ′S)

2Nc

16π2m2
DM

(
4[y(4− y)]−1/2 arctan(4/y − 1)−1/2 − 1

)
(4.74)

と計算される. y = m2
DM/M

2
0 とした.

次に, Higgs 場と場 σ の質量を求める. 両者は混合してるのでそれらの逆 2 点関数 (4.69), (4.70),

(4.71)で定義される混合行列

Γ
(
p2
)
=

(
Γh
(
p2
)

Γhσ
(
p2
)

Γhσ
(
p2
)

Γσ
(
p2
) ) (4.75)

を対角化し, そのゼロ点を評価することでそれらの質量を求めることができる.
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φα

φβ

h

h
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+ cross
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φβ
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図 4.3 暗黒物質と Higgsとの相互作用. λHS は小さい値をとるものとすると, λ2
HS(vh/M0)

2 <<

λHS より, 上図の方が下図よりも寄与が大きい.

ϕα の暗黒物質としての残存量を評価するために ϕα がスカラー場 S のループを通して Higgs場に対
消滅する過程を考える. 図 4.3のようなループを評価し, 有効相互作用 ϕ2h2 の有効結合定数 κs と κt を
求めると,

κs(t)δ
αβ = δαβΓϕ2h2(M0,mDM, ϵ = 1(−1)) , (4.76)

ただし,

Γϕ2h2(M0,mDM, ϵ) =

∫
d4k

i(2π)4
1

[(k − p)2 −M2
0 ][k

2 −M2
0 ][(k + p′)2 −M2

0 ]

∣∣∣∣
p=ϵp′=(mDM,0,0,0)

=
ZϕNc(λ

′
S)

2λHS
4π2

×

(
λHS

v2h
4M4

0

−


2

m2
DM

(
arctan(4/y − 1)−1/2

(4/y − 1)−1/2
− arctan(1/y − 1)−1/2

(1/y − 1)−1/2

)
for ϵ = 1

2 arctan(4/y − 1)−1/2

M0mDM(4− y)1/2
for ϵ = −1


)

(4.77)

となる. *9 ただし, y := mDM/M
2
0 とした. ϵは s-チャネル (+1)と t-チャネル (−1)を表している.

暗黒物質の残存量は次にように与えられる:

Ωĥ2 = (N2
f − 1)

Y∞s0mDM

ρc/ĥ2
. (4.78)

*9 σ や ϕα の質量がスカラー場 S の質量よりも小さい場合 (mDM,mσ > M0), この量は複素数になる. このような状況は
QCDの NJL模型の重い中間子がクォークのループと通して軽い粒子へと消滅する際に, 重い中間子がクォークよりも軽
い場合に起こりうる. このとき, κs(t) の実部を評価すると実験結果をよく再現していることが経験上わかっている. した
がって, ここでの解析でも Re[κs(t)] を用いて評価することとする. 一方, mDM,mσ > 2M0 のとき, σ や ϕα が S の 2

体に崩壊する. 今の有効模型の範囲では閉じ込めの効果が含まれていないのでこのようなことが起こりうる. したがって,

mDM, mσ < 2M0 となるような場合を以下では考える.
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ただし, s0 = 2890 cm−3 は現在のエントロピー密度, ρc/ĥ
2 = 1.05× 10−5 GeV cm−3 は臨界密度で, ĥ

は無次元のハッブル・パラメータである. Y∞ は暗黒物質の数密度とエントロピーの比の漸近値であり,

これは次のボルツマン方程式を解くことで得られる:

dY

dx
= −0.264g1/2∗

mDMMPL

x2
⟨σv⟩(Y 2 − Ȳ 2). (4.79)

ただし, x := mDM/T で, T は温度である. MPL = 1.22× 1019 GeVはプランク質量, g∗ は有効自由度
であり, 全相対論的粒子の自由度を足しあげによって

g∗ =
∑

i=boson

gi

(
Ti
T

)4

+
7

8

∑
i=fermion

gi

(
Ti
T

)4

(4.80)

と与えられる. ここで, gi と Ti はそれぞれ各粒子の自由度と温度である. 今の模型の場合, g∗ =

106.75 +N2
f − 1となる. 標準模型と隠れたセクターの粒子数の対応する. また, Ȳ は平衡状態での Y

で値であり, 非相対論的な場合,

Ȳ =　 0.145
gi
g∗s

x3/2e−x (4.81)

で定義される. g∗s は

g∗s =
∑

i=boson

gi

(
Ti
T

)3

+
7

8

∑
i=fermion

gi

(
Ti
T

)3

(4.82)

と定義されている. *10 Y∞ は (4.79)式の解の x→∞での値として与えられる. *11

⟨σv⟩は対消滅散乱断面積であり, 今の場合,

⟨σv⟩ = 1

32πm3
DM

∑
I=W,Z,t,h

(m2
DM −m2

I)
1/2aI +O(v2) (4.83)

である. I = W,Z, t, hはそれぞれ, W ボソン, Z ボソン, tはトップ・クォーク, hは Higgsを表し, そ
れらの質量はmW = 80.4 GeV, mZ = 90.2 GeV, mt = 174 GeVである. aI はそれぞれの場に対して

aW (Z) = 4(2)[Re(κs)]
2∆2

hm
4
W (Z)

(
3 + 4

m4
DM

m4
W (Z)

− 4
m2

DM

m2
W (Z)

)
, (4.84)

at = 24[Re(κs)]
2∆2

hm
2
t (m

2
DM −m2

t ), (4.85)

ah = [Re(κs)]
2

(
1 + 24λH∆h

m2
W

g2

)2

(4.86)

と定義される. κs は (4.76) で求められたのもであり, g = 0.65 は SU(2)L のゲージ結合定数, ∆h =

(4m2
DM −m2

h)
−1 は Higgs場のプロパゲータである.

以上の量を数値的評価する自由パラメータは ΛH , λS , λ
′
S , λHS , λH , Nf , Nc の 7つである. 一方, 入

力パラメータとなるのは

*10 g∗ は全相対論的なエネルギー密度 ρr = (π2/30ℏ3c3)g∗(kBT )4 の中で定義されるのに対し, g∗s はエントロピー
s = (2π2/45ℏ3c3)g∗s(kBT )3 の中で定義される. 違いは温度のベキである. 両者の温度の依存性を見ると温度が
T > 10−4 GeVの領域ではあまり違いがない. したがって, g∗ ≃ g∗s として計算する.

*11 ボルツマン方程式の導出や以下でのスピン独立な弾性断面積の導出等は文献 [206, 207]などを参照のこと.
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図 4.4 mDM–σSI プロット. 黒破線は直接観測実験 LUXの上限値 [211]であり, この線より上は除
外されている. Nf = 2, Nc = 5 (赤), Nf = 2, Nc = 8 (緑), Nf = 3, Nc = 6 (青)の場合について
プロットした.

• 粒子の質量:　mh = 125 GeV

• Higgs場の真空期待値: vh = 246 GeV

• 暗黒物質の残存量: Ωĥ ≃ 0.12

である. 残存量 Ωĥ2 は Planck の観測結果 [12] と 2σ レベルで合うようにしている. 3 つの入力パラ
メータを満たすようなパラメータ領域を求める.

その領域でのスピン独立な弾性断面積 σSI [208]を評価する:

σSI =
1

4π

(
κtr̂m

2
N

mDMm2
h

)2(
mDM

mN +mDM

)2

. (4.87)

この断面積は暗黒物質の核子との散乱を評価したものであり, 暗黒物質の直接検出で用いられる. ここ
で, κt は (4.76)で求められるもので, mN ≃ 1 GeVは核子の質量である. r̂ は核子の行列要素であり,

一般に格子ゲージ理論によって評価される量である. ここでは r̂ ∼ 0.3を用いる [209]. *12

具体的な例をここで示す. 自由パラメータを次にように決める: *13

ΛH = 0.501, λS = 1.20, λ′S = 5.38, λHS = 0.0525, λH = 0.130, Nf = 2, Nc = 5. (4.88)

このパラメータの下で, 物理量はそれぞれ,

f0 = 0.0749TeV, M0 = 1.08TeV, mDM = 0.801TeV, mσ = 1.98TeV (4.89)

となる. また, Higgs の質量は mh = 126 GeV, 残存量は Ωĥ = 0.121, 有効結合定数は κs = 0.3988,

κt = 0.3089となる. このとき, スピン独立な弾性断面積は σSI = 1.68× 10−45 cm2 となる.

*12 最近の改善された場合での格子シミュレーションによる結果 [210]を用いると断面積の結果は約 20%ほど小さくなる. し
かし, 今の近似の範囲ではその差は大きな影響を与えないため, 問題視しない.

*13 実際の解析では, ΛH = 1 とし, 結合定数を適当に与える. そのときの Higgs 場の真空期待値 vh と得られるべき値
0.246TeVとの比 f := 0.246/vh を定義する. この量が ΛH = f TeV と定義すると, その他の次元のある量は ΛH = 1

のときに得られた値に f をかけることで得られる.
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7つのパラメータを振り, 3つの入力パラメータを満たす領域における暗黒物質とスピン独立な弾性断
面積を評価すると図 4.4のようになる. 将来, 暗黒物質の直接検出 [212, 213, 214, 215, 216, 217, 218,

219, 211, 220, 221]でこの領域内の暗黒物質が検出されれば, この模型における ϕα はその候補となり
うることがわかる.

4.6 電弱 1次相転移
次に有限温度における電弱相転移, すなわち, 有限温度効果による電弱対称性の回復を議論す
る [222]. 特に, 強い電弱 1 次相転移 (vh/Tc ≳ 1) は電弱バリオン数生成に重要な役割を果たす
[223, 224, 225, 226]. それは Sakharovの三条件 [227]

• バリオン数を破る相互作用がある
• Cおよび CP対称性の破れ
• 熱平衡からの離脱

の内, 3つ目の条件に相当する. 我々の模型ではバリオン数を破る相互作用や Cと CP対称性を破る相
互作用は入っていないため, このままではバリオン数生成を説明することはできない. しかしながら, バ
リオン数生成を説明する模型への拡張や Higgs・ポテンシャルの実験的観測において電弱相転移現象を
調べておくことは重要である.

4.6.1 有限温度有効ポテンシャル

有限温度における有効ポテンシャルは次にように与えられる [228, 229, 230, 231]:

Veff(f, h, T ) = VMFA(f, h) + VCW(h) + VFT(f, h, T ) + VRING(h, T ) . (4.90)

以下ではこれらの導出について [229]を参考に議論していく.

ゼロ温度の寄与
量子効果においてゼロ温度の寄与は VMFA(f, h)と VCW(h)である. 前者はスカラー場 S のループ効
果であり, 付録 Gの (G.4)式を用いると (4.39)において, スカラー場 S のループ効果は最後の項に対応
している. したがって, 有効ポテンシャル VMFA(f, h)は

VMFA(f, h) =M2(S†
i Si) + λH(H†H)2 −Nf(NfλS + λ′S)f

2 +
NcNf

32π2
M4 log

M2

Λ2
H

(4.91)

となって (4.53)式と同じものを得る. このとき ⟨Sai ⟩ = 0となるような真空が選ばれるとして Sai = 0

とおいた. また, Higgs場は H は h/
√
2とした.

後者は標準模型の粒子のループ効果に対応する Coleman–Weinbergポテンシャル VCW(h)の寄与で
ある. このポテンシャルは

VCW(h = vh) = 0,
dVCW(h)

dh

∣∣∣∣
h=vh

= 0 (4.92)

を満たすように規格化されているとする. ただし, vh = ⟨h⟩|T=0 = 246 GeVとする.
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ゲージ場に対するゲージ固定は Rξ ゲージを用いて

Lgf = −
1

2ξ

(
∂µAaµ − ξM2χ

a
)2 − 1

2ξ

(
∂µBµ − ξM1χ

2
)2

(4.93)

と与える. ただし, M2 := g2vh/2, M1 := g1vh/2, χ
a は Higgs場の NGボソンである. Rξ ゲージの下

で, Higgsの NGボソン, ゲージ場とゴーストの運動項は

LRξ
= −1

4
F aµν

2 +
1

2
M2

2A
a
µ
2 − 1

2ξ
(∂µA

µa)
2
+

1

2
[(∂µχ)

2 − ξM2
2χ

2] + c̄(∂2 + ξM2
2 )c

− 1

4
G2
µν +

1

2
M2

1B
2
µ −

1

2ξ
(∂µB

µ)
2
+

1

2
[(∂µχ)

2 − ξM2
1χ

2] + c̄(∂2 + ξM2
1 )c (4.94)

となる. 以下の計算では Landauゲージ ξ = 0を用いる. このとき, NGボソンの質量, ゴーストの質量
はゼロになる. NGボソンはポテンシャルの最小値で質量ゼロになるが, その寄与をここでは無視する.

各粒子のゼロ温度でのループ効果は付録 Gの (G.4)式と (G.10)式を評価し, (4.92)の条件を満たす
ようくりこみを行えばポテンシャルを求めることができる. 結果として

VCW(h) = C0(h
4 − v4h) +

1

64π2

[
6m̃4

W log

(
m̃2
W

m2
W

)
+ 3m̃4

Z log

(
m̃2
Z

m2
Z

)
+ m̃4

h log

(
m̃2
h

m2
h

)
− 12m̃4

t log

(
m̃2
t

m2
t

)]
(4.95)

を得る. ここで,

C0 ≃ −
1

64π2v4h

(
3m4

W + (3/2)m4
Z + (3/4)m4

h − 6m4
t

)
, (4.96)

m̃2
W = (mW /vh)

2h2, m̃2
Z = (mZ/vh)

2h2, m̃2
t = (mt/vh)

2h2,

m̃2
h = 3λHh

2 +
λHS
64π2

{
7NcNfλHSh

2 − 4fNcNf(NfλS + λ′S)

− 2NcNf

[
−3λHSh2 + 4f(NfλS + λ′S)

]
log

4f(NfλS + λ′S)− λHSh2

2Λ2
H

}
(4.97)

と定義した.

ゼロ温度では Higgs場の質量 m̃2
h は (4.91)の VMFA だけでなく, この標準模型の量子補正に対応する

VCW からも得られる:

δm2
h ≃ −16C0v

2
h. (4.98)

これは VMFA から得られるmh に対して約 7%の寄与を与える.

有限温度効果
ループ効果からくる有限温度効果は付録 Gにまとめる. は付録 Gに示してある. ボソンに対しては
の (G.5)式で与えられ, フェルミオンに対しては (G.11)で与えられる. したがって, 今の模型では

V 1
FT(f, h, T ) =

T 4

2π2

(
2NcNfJB

(
M2/T 2

)
+ JB

(
m2
h/T

2
)

+ 6JB
(
m2
W /T

2
)
+ 3JB

(
m2
Z/T

2
)
− 12JF

(
m2
t/T

2
))

(4.99)

となる.
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リング・ダイアグラムの効果
有限温度の系では粒子は温度効果にる質量 Π(ωn, p⃗)を持つ. まず, スカラー場を例にリング・ダイア
グラムからくる寄与を説明する. スカラー場の場合, 熱質量 Π1(ωn, p⃗)は次のように 1ループを評価す
ることで得られる:

Π1(ωn, p⃗) = Π1(0) = 3λT
∑
n

∫
d3k

(2π)3
1

ω2
n + p⃗2 + µ2

=
λ

4
T 2
(
1 +O

(µ
T

))
. (4.100)

この熱質量を含めた場合の質量 Π(ωn, p⃗)は

Π(ωn, p⃗) = Π(0) = 3λT
∑
n

∫
d3k

(2π)3
1

ω2
n + k⃗2 + µ2 +Π1(0)

=
λ

4
T 2
(
1 +O

(µ
T

))
(4.101)

となって, Π(0) ≃ λT 2/4を得る. この寄与を含めて有効ポテンシャルを評価すると

V (µ, T ) =
1

2
T
∑
n

∫
d3k

(2π)3
log(β2[ω2

n + p⃗2 + µ2 +Π(0)]

=
1

2
T
∑
n

∫
d3k

(2π)3
log(β2[ω2

n + p⃗2 + µ2])

+
1

2
T
∑
n

∫
d3k

(2π)3
log

(
1 +

Π(0)

β2[ω2
n + p⃗2 + µ2]

)
=: V 1(µ2, T ) + VRING(µ

2, T ). (4.102)

V 1 は前節で評価した VMFA と VFT の寄与に他ならない. VRING の項はリング・ダイアグラムからの寄
与と呼ばれ,

VRING(µ, T ) =
1

2
T
∑
n

∫
d3k

(2π)3
log

(
1 +

Π(0)

β2[ω2
n + p⃗2 + µ2

]

)

=− 1

2
T
∑
n

∫
d3k

(2π)3

∞∑
N=1

1

N

(
− Π(0)

β2[ω2
n + p⃗2 + µ2]

)N
(4.103)

から,

VRING(µ, T ) = −
T

12π

[
(µ2 +Π(0))3/2 − µ3

]
(4.104)

と評価される.

標準模型におけるリング・ダイアグラムの寄与をここで示す. Higgs場と結合する粒子によるループ
効果からくる Higgsの熱質量は

Πh(0) = Π
Aa

µ

h (0) + Π
Bµ

ϕ (0) + Πϕh(0) + Πψh (0) + ΠSh(0) (4.105)

となる. それぞれ,

Π
Aa

µ

h (0) =
3

16
g22T

2, Π
Bµ

h (0) =
1

16
g21T

2, Πhh(0) =
1

2
λT 2, Πψh (0) =

1

4
y2t T

2 (4.106)
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と計算される. 以上をまとめると Higgs場に対するリング・ダイアグラムからの寄与は

V hRING(h, f, T ) =−
1

2
T
∑
n

∫
d3k

(2π)3

∞∑
N=1

1

N

(
− Πh(0)

β2[ω2
n + p⃗2 +m2

h]

)N
= − T

12π

[
(m2

h +Πh(0))
3/2 −m3

h

]
(4.107)

で与えられる.

同様にスカラー場 S に対しても同様に計算すると, スカラー場の熱質量は

ΠS(0) = ΠSS(0) + ΠhS(0)

=
T 2

6

(
(NcNf + 1)λS + (Nf +Nc)λ

′
S − λHS

)
(4.108)

となり, スカラー場 S に対するリング・ダイアグラムからの寄与は

V SRING(h, f, T ) =−
1

2
T
∑
n

∫
d3k

(2π)3

∞∑
N=1

1

N

(
− ΠS(0)

β2[ω2
n + p⃗2 +M2]

)N
(4.109)

となる.

(4.102)式のように VFT と VRING の和は質量を µ2 → µ2 + Π(0)と変更したループを評価したもの
に対応する. したがって, (4.99)式で与えた有限温度効果を持つポテンシャルと (4.107), (4.109)式のポ
テンシャルを足したものを VFT とする. すなわち,

VFT(f, h, T ) := V 1
FT(f, h, T ) + V hRING(f, h, T ) + V SRING(f, h, T )

=
T 4

2π2

(
2NcNfJB

(
M̃2(T )/T 2

)
+ JB

(
m̃2
h(T )/T

2
)

+ 6JB
(
m̃2
W /T

2
)
+ 3JB

(
m̃2
Z/T

2
)
− 12JF

(
m̃2
t/T

2
))

(4.110)

とする. ここで, 有限温度の効果によって補正された質量を

M̃2(T ) =M2 +
T 2

6

(
(NcNf + 1)λS + (Nf +Nc)λ

′
S − λHS

)
, (4.111)

m̃2
h(T ) = m̃2

h +
T 2

12

(
9

4
g2 +

3

4
g′2 + 3y2t + 6λH −NcNfλHS

)
(4.112)

と定義した. *14

次に, ゲージ場に対するリング・ダイアグラムからの寄与を評価する. SU(2)L ゲージ場 Aaµ と U(1)Y

ゲージ場 Bµ に対する熱質量は

ΠAµ(0) = Π
Aµ

Aµ
(0) + ΠhAµ

(0) + ΠψAµ
(0) , ΠBµ(0) = Π

Bµ

Bµ
(0) + ΠψAµ

(0) . (4.113)

ここで, それぞれ,

Π
Aµ

Aµ
(0) =

2

3
g22T

2, ΠhAµ
(0) =

1

6
g22T

2, ΠψAµ
(0) = g22T

2, (4.114)

Π
Bµ

Bµ
(0) =

1

6
g21T

2, ΠψAµ
(0) =

5

3
g21T

2 (4.115)

*14 以下の計算では g2 = 0.65, g1 = 0.36, yt = 1.0を用いる. だたし, それぞれ SU(2)L, U(1)Y のゲージ結合定数とトッ
プ・クォークの Yukawa結合定数である.
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と計算される. したがって, ゲージ場のリング・ダイアグラムの寄与は

VRING = − i
2
T
∑
n

∫
d3k

(2π)3
Tr

∞∑
N=1

1

N

(
−iΠµνAB(0) iD

AB
νρ (k)

)N
(4.116)

で与えられる. ただし, AAµ := (Aaµ.Bµ)と定義し, その基底での質量行列m2
gf は

m2
gf =


g22v

2
h/4 0 0 0
0 g22v

2
h/4 0 0

0 0 g22v
2
h/4 −g2g1v2h/4

0 0 −g2g1v2h/4 g21v
2
h/4

 (4.117)

で与える. また, ΠµνAB(0)はゲージ場の偏光テンソルで,

ΠµνAB(0) = ΠTAB(0)P
µν
T +ΠLAB(0)P

µν
L (4.118)

と定義される. 射影演算子 PµνT , PµνL は

P 00
T = 0, P 0i

T = P i0T = 0, P ijT = δij −
kikj

k⃗2
, PµνL =

kµkν
k2
− gµν − PµνT (4.119)

である. 赤外極限では

P 00
T = 0, P 00

L = −1, PT
i
i = −2, PL

i
i = 0 (4.120)

となるので, 偏光テンソル (4.118)は

ΠµνAB(0) = −P
µν
L Π00AB(0) (4.121)

とできる. mW /T,mz/T ≪ 1の極限で

Π00(0) =


ΠAµ(0) 0 0 0

0 ΠAµ(0) 0 0
0 0 ΠAµ(0) 0
0 0 0 ΠBµ(0)

 (4.122)

と与えられる. また, プロパゲータを

iDABµν (k) = −i

(
gµν − (1− ξ)kµkνk2

k2 −m2
gf + iϵ

)AB
ξ=0
= − (PµνT + PµνL )

(
1

k2 −m2
gf + iϵ

)AB
(4.123)

とする. これらを代入して N の和を計算すると

VRING = − T

12π
Tr
[
(m2

gf +Π00(0))
3/2 −m3

gf

]
(4.124)

となる. *15 Trは AAµ における添え字 Aの空間におけるトレースである. (4.124)式を書き換えると

VRING = − T

12π

(
2a3/2g +

1

2
√
2

(
ag + cg − [(ag − cg)2 + 4b2g]

1/2
)3/2

+
1

2
√
2

(
ag + cg + [(ag − cg)2 + 4b2g]

1/2
)3/2

− 1

4
[g2h2]3/2 − 1

8
[(g2 + g′2)h2]3/2

)
(4.125)

*15 PTµνPT
ν
ρ = −PTµρ, PLµνPL

ν
ρ = −PLµρ, PTµνPL

ν
ρ = 0を用いた.
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4
H の

f1/2/ΛH を変数とするプロット. 赤線, 黒線, 緑線はそれぞれ無次元温度 TS/ΛH が 6.9, 7.0, 7.1に
対応する.

となる. ただし,

ag =
1

4
g22h

2 +
11

6
g22T

2, bg = −
1

4
g2g1h

2, cg =
1

4
g21h

2 +
11

6
g21T

2 (4.126)

と定義した.

Higgs場の質量は真空期待値 vh に比例しているので, リング・ダイアグラムは v3h の効果を負でポテ
ンシャルに与えることがわかる. このことは標準模型において電弱相転移が 1次相転移となるのに重要
な役割を果たしている. しかしながら, 標準模型のみの寄与では強い 1次相転移を実現することはでき
ない.

4.6.2 相転移点

前節で導出した有効ポテンシャルを基にスケール対称性と電弱対称性の相転移温度を調べる. その方
法そとしてまず, ゼロ温度において vh = 246 GeV, mh = 125 GeVを満たすようなパラメータを設定
する. 暗黒物質候補を含む場合はその残存量 Ωĥ ≃ 0.12も考慮に入れる. そのような条件の下, 温度パ
ラメータを大きくしていき, ⟨S†S⟩ = 0 となる温度を TS(スケール相転移温度) とし, vh = 0 となる温
度を TEW(電弱相転移温度)とする. 一般に, スケール相転移温度 TS と電弱相転移温度 TEW は異なる.

また,

⟨S†S⟩
TS

≳ 1,
vh
TEW

≳ 1 (4.127)

となる場合を強い 1次相転移と呼ぶ. ここでは 3つのパラメータの組みについて相転移の振る舞いにつ
いて調べる.

1. λHS = 0かつ Nf = 1, Nc = 6の場合
ここではスケール相転移がどのような振る舞いになるかについて調べる. 標準模型と隠れたセク
ターが脱結合している場合 λHS = 0を考える. 次のようなパラメータを設定する:

Nf = 1, Nc = 6, λS + λ′S = 2.083. (4.128)
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図 4.7 T = Tc の場合のポテンシャル Veff の振る舞い. 原点 (h, f) = (0, 0)で Veff = 0となるよう
にプロットした. 左図: f1/2 = r⟨f⟩1/2 と固定したときの h/Tc–Veff プロット. 右図: h = kf1/2 と
したときの f1/2/Tc–Veff のプロット.

図 4.5の左側に温度変化に対する ⟨f⟩1/2/T の変化を示す. この図から以下のことがわかる.

• スケール相転移温度は TS/ΛH ≃ 7.0

• 強い 1次相転移 ⟨S†S⟩ ≥ 1が実現されている.

図 4.5 の右図にはポテンシャル Veff/ΛH の振る舞いを TS/ΛH = 7.1(赤破線), 7.0(黒実線),

6.9(緑点破線)のときについてプロットした. *16

2. 暗黒物質がない場合 (Nf = 1)でのスケール相転移と電弱相転移
標準模型と隠れたセクターが結合する場合を調べる. ここでは隠れたセクターのパラメータを

(4.128)と同じものと使い, Higgs・ポータル結合定数と Higgsの 4点結合定数をそれぞれ

λHS = 0.296, λH = 0.208 (4.129)

*16 有限温度におけるスケール相転移は [201, 202, 232] で議論された. ここでの解析では常に ⟨Sa
i ⟩ = 0 であることを仮定

したが, 有限温度で終点解 ⟨Sa
i ⟩ ̸= 0 が選ばれず, ⟨f⟩ = ⟨Sa

i ⟩ = 0 が選ばれる理由はない. しかしながら, T > TS で
SU(Nc)が破れないとすると ⟨f⟩ = ⟨Sa

i ⟩ = 0が解となると考えられる.
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図 4.8 ポテンシャル Veff の f1/2/Tc–h/Tc 平面での等高図. 左図における傾きのある直線は
h = kf1/2 に対応し, 縦線は f = r⟨f⟩1/2 に対応する. 赤点は (4.7)でポテンシャルが最小値をとる
ときの k と r に対応する線が交わる点である. 右図は赤点周りを拡大した図である.

と選ぶ. これらのパラメータ ((4.128)と (4.129))の下, ゼロ温度では

M = 0.410 TeV, mσ = 0.796 TeV, ΛH = 0.019 TeV, mh = 0.125 TeV (4.130)

を得る. *17

図 4.6に ⟨f⟩1/2/T (赤線), ⟨h⟩/T (青線)の T 依存性を示す. 以下のことが読み取れる.

• スケール相転移温度 TSc と電弱相転移温度 TEWc は同時に起こっており, Tc ≃ 0.135 TeV

である.

• この相転移温度とくりこみスケールの比は TSc/ΛH ≃ 7.0 であり, 隠れたセクターのパラ
メータを条件 1のときと同じものになっている. すなわち, 隠れたセクターは標準模型の影
響をあまり受けていないことがわかる.

ここで得られた結果を詳しく検証するために相転移温度 Tc = 0.135 TeVにおいてポテンシャル
の最小値がどこに存在するかを調べる. 図 4.7の左側に

0 = h− kf1/2 (4.131)

を満たす Veff の断面をそれぞれ, k = 1.1 (赤実線), k = 0.95 (黒破線), k = 0.69 (黒実線),

k = 0.4 (黒点破線), k = 0.1 (青実線), の場合についてプロットした. また, 図 4.7の右側に

f1/2 = r⟨f⟩1/2 (4.132)

を満たす Veff の断面をぞれぞれ r = 0.96, r = 1.00, r = 1.07 の場合についてプロットした. こ
れらのグラフから読み取れることは k = 0.69と r = 1.00のときにポテンシャルポテンシャルの
最小値が原点 f1/2/Tc = 0と f1/2/Tc ̸= 0に存在することがわかる.

*17 λHS が大きくなると σ と Higgshの混合が大きくなる. その混合角は ∼ 0.2となり, LHCによる制限に対して 95%の
信頼水準で無矛盾である [233]. λHS は質量mh を小さくするように働くので, 観測値を満たすことを要請すると, λH は
標準模型の場合 (λH ≃ 0.13)よりも大きくなる.



第 4章 電弱対称性の破れの起源と標準模型の拡張 68

0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18
T [TeV]

0

0.5

1

1.5

2
<h

> 
/ T

 a
nd

 <
f>

1/
2  / 

T

0.19 0.2 0.21 0.22 0.23
T [TeV]

0

0.5

1

1.5

2

<h
> 

/ T
 a

nd
 <

f>
1/

2  / 
T

図 4.9 条件 3の場合でのスカラー凝縮 f = ⟨S†S⟩ (赤点)と電弱真空 vh (青点)の温度依存性

ポテンシャルの等高図を f1/2/Tc-h/Tc 平面で図 4.8 に示す. 左側の図において, 傾きのある線
は (4.131)式に対応する線であり, 線はそれぞれ, 図 4.7の右側のものと同じである. k = 0.69と
r = 1.00の交点に赤点を記した. このときポテンシャルの最小値になっていると考えられ, 実際,

図 4.8の右側は交点の周りを拡大したプロットであり, ポテンシャルの深いところで交わってい
ることがわかる. これらの解析からわかることは相転移点 Tc においてポテンシャルの最小値は
原点および ⟨f⟩1/2 ≃ 0.169 TeV, ⟨h⟩ ≃ 0.117 TeVに存在するということである.

ここで解析した領域以外に 0 < f1/2/Tc < 15, 0 < h/Tc < 15を調べたが最小値となる点は見つ
からなかった. したがって, 相転移温度が同時に起こることは正しいと思われる.

3. 暗黒物質がある場合 (Nf > 1)でのスケール相転移と電弱相転移
暗黒物質がある場合について次のようにパラメータを設定し解析する:

Nf = 2, Nc = 6, λS = 0.165, λ′S = 2.295, λHS = 0.086, λH = 0.155. (4.133)

これらのパラメータのとき, ゼロ温度において

M = 0.533 TeV, mσ = 0.989 TeV, ΛH = 0.055 TeV,

mDM = 0.676 TeV, Ωĥ2 = 0.119, σSI = 5.76× 10−45 cm2 (4.134)

を得る. 図 4.9 に ⟨f⟩1/2/T (赤) と ⟨h⟩/T (青) の T 依存性を示す. 図の左側と右側はそれぞれ
0.13 TeV ≤ T ≤ 0.18 TeV と 0.19 TeV ≤ T ≤ 0.23 TeV の温度領域をプロットしたものであ
る. 読み取れることは
• スケールと電弱の相転移温度はそれぞれ TEW ≃ 0.155 TeV and TS ≃ 0.214 TeVとなって
異なる相転移温度になっている.

• スケール相転移は強い 1次相転移であるが, 電弱相転移は弱い 1次相転移となっている.

以上の解析において, 暗黒物質がある場合とない場合の相転移の振る舞いの違いについて考察する.

隠れたセクターにおけるスケール相転移はいずれの場合でも強い 1 次相転移が起こっている. このス
ケール相転移が標準模型に伝わることで電弱相転移が強い 1次相転移になると考えられる. 隠れたセク
ターと標準模型をつないでいるのは Higgs・ポータル結合 λHSS

†SH†H である. つまり, Higgs・ポー
タル結合定数 λHS が大きいとスケール相転移が電弱相転移を誘因すると考えられる. しかし, 一方で暗
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黒物質は Higgs・ポータル結合を通じて Higgs粒子に対消滅するため, λHS が大きいと暗黒物質が対消
滅しすぎてしまうため, その残存量 Ωĥ ≃ 0.12を満たせなくなってしまう. よって, 暗黒物質の残存量
Ωĥ ≃ 0.12と強い電弱 1次相転移を同時に実現することが困難であることがわかる.

しかしながら, ここでの解析は有効模型に平均場近似を適用したものであり, 両立が不可能であるこ
とを証明したことにはならない. (4.29)式の理論を格子場シミュレーションによる第 1原理計算するこ
とで両立が可能になりうるかもしれない. これは将来的に行っていくべき研究である.

4.7 章のまとめ
この章では電弱対称性の破れの起源と階層性問題い着目し, 古典的スケール不変性に基づく標準模型
の拡張を行った. 隠れたセクターに新たなスカラー場 S と強いゲージ相互作用を導入し, そこで力学的
にスケール対称性が破れることで Higgs場に質量項を与え, 電弱対称性が破れるという機構である. つ
まり, 力学的スケール対称性の破れの秩序変数は ⟨S†S⟩となり, Higgs・ポータル結合が Higgs場の負の
質量 −λHS⟨S†S⟩となる.

模型からの予言を解析的に調べるためにスケール対称性の力学的破れを記述する有効模型を構築し
た. 以下の事実が得られた.

• スカラー場 Si がフレーバーの自由度を持つ場合, 真空 ⟨S†S⟩からの励起粒子として σ と ϕα が
存在する.

– フレーバー対称性が破れないことを仮定すると ϕα は安定な粒子として存在でき, 暗黒物質
の候補となれる.

– その残存量は現在の暗黒物質の直接探索実験で除外されていない領域に許される領域を持つ
ことがわかった.

• 有限温度においてスケールと電弱対称性は回復する.

– スケール相転移は一般に強い 1次相転移 (⟨S†S⟩/TSc ≳ 1)を実現する.

– 暗黒物質が存在しない場合 (Nf = 1), 強い電弱 1次相転移を実現できるパラメータ領域があ
ることがわかった. そのとき, スケール相転移と電弱相転移は同じ温度で起こる.

– 暗黒物質が存在する場合, 現在の暗黒物質の残存量 Ωĥ ≃ 0.12を満たすことを課すと, 強い
電弱 1次相転移を実現できるようなパラメータは見つからなかった.

今後の研究として, より詳細な模型の解析が行われるべきであり, 暗黒物質とバリオン数生成を説明で
きる模型への構築が望まれる.
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第 5章

漸近的に安全な量子重力

重力場はテンソル (計量)場として与えられ, その運動方程式はアインシュタイン方程式

Rµν −
1

2
gµνR+ gµνΛ =

8πG

c4
Tµν (5.1)

で記述される. この方程式から予言される物理現象として光の湾曲や水星の近日点移動などが挙げられ,

いずれも観測によって確かめられている. したがって, アインシュタイン重力は我々のマクロな世界の
重力を記述する正しい理論であると信じられる. アインシュタイン重力が予言しているが, まだ観測に
は至っていない重力波の検証は非常に重要であり, 現在, 重力波を観測を目指す実験 (KAGURA)が始
まりつつある [234].

しかしながら, ミクロな世界での重力理論, すなわち量子重力はまだ完成に至っていない. アインシュ
タイン重力を記述する作用はアインシュタイン–ヒルベルト作用

SEH =
c4

16πG

∫
d4x
√
−g [R− 2Λ] (5.2)

で与えられる. 実際, この作用を gµν で変分するとエネルギー・運動量テンソルがゼロ (Tµν = 0)の場
合での (5.1)式を得ることができる. アインシュタイン–ヒルベルト作用の経路積分によって重力場の量
子化ができるとし, 摂動論に基づく計算を行うとくりこみ不可能な理論になってしまう, つまり, 紫外発
散を取り除くためには無限個の相殺項が必要になる. したがって, 理論にはカットオフを導入せざるを
得ず, 高エネルギー領域での予言能力を失ってしまう.

量子重力理論の候補として超弦理論 [235, 236] やループ重力理論 [237, 238], Hořava–Lifshitz 理論
[239]などが提案されてきた. これまでの場の量子論に基づく量子重力は量子論で扱うことは不可能なの
であろうか. 実は非摂動的な取り扱いをすることで量子重力はくりこみ可能な理論になりうる可能性が
ある. これはWeinbergによって提案された漸近的安全性と呼ばれる理論の性質をアインシュタイン重
力が持つことを要求する [240]. Weinbergは ϵ展開の方法を用いて 2 + ϵ次元量子重力を解析し, ϵ > 0

に対して理論が漸近的安全になりうること示した [240]. その後, Reuter [60]によって非摂動くりこみ
群による解析が行われて以来, 理論の近似の改善やカットオフとゲージ依存性などの評価が行われてき
た. 例えば, 文献 [241]ではトランケーションとして R34 までの演算子を解析し, 非自明な固定点の存在
と UV臨界面の次元が安定して 3次元になっていることを示した. これらの解析は量子重力が漸近的安
全性を持つことを示唆している. また, 標準模型に漸近的に安全な量子重力が結合している場合の解析
[242]では, Higgsの質量が 125 GeV付近にあることを予言している.
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物質場と結合する場合での可能性も調べられている. 物質の効果は重力の漸近的安全性を損なう. こ
れは多フレーバーにおいて QCDのゲージ結合定数の漸近的自由性が損われることと同じである. この
ようなことから, 漸近的安全な量子重力理論を仮定として物質場に制限を与える試みもなされている.

漸近的に安全な量子重力のこれまでの研究はレビュー [243, 244, 245, 246, 247, 248]などを参照せよ.

*1

この章では量子重力の１つ候補である漸近的に安全な量子重力の可能性について議論し, 物質場
と結合する系を非摂動くりこみ群によって解析する. 特にここでは重力場と非最小結合する Higgs–

Yukawa 模型を扱う. この模型は Higgs・インフレーションを記述する模型の簡略されたものに対
応する. Higgs・インフレーションのシナリオでは非最小結合 ξH†HR が非常に重要な役割を果た
す [309, 310, 311, 312, 313, 314, 315, 316, 317, 318, 319, 320]. しかし, Higgsによるインフレーション
を実現するためには非最小結合は大きな値をとる必要がある. 提案された当初 [309, 310]では, 104–105

の ξ が必要とされていたが, 近年, ξ ∼ 10でも実現できることが指摘された [313, 314]. 何れにせよ, 非
最小結合が大きな値をとる必要があるのは確かである. このようなことが漸近的に安全な量子重力の下
では可能であるかどうかを調べることが目的である. 漸近的に安全な量子重力の下での Higgs・インフ
レーションの現象論的研究は [321, 322]がある. *2

5.1 漸近的安全性とは
漸近的安全性の基本的な考え方について幾分一般的に説明する. 系を記述する有効作用が次のように
与えられるとする:

ΓΛ =

∫
dDx

∞∑
i

gi,Λ

ΛDOi
−DOi. (5.3)

ここで, gi,Λ は無次元化された結合定数, Oi は演算子基底, DOi は Oi の次元とする. この系のくりこみ
群方程式が結合定数 gi,Λ に対して

−Λ∂gi,Λ
∂Λ

= βi(gΛ) (5.4)

*1 これまでの解析として以下のような研究がある:

• アインシュタイン–ヒルベルト・トランケーションの下, 4次元量子重力が非自明な固定点が存在し, くりこみ可能になれ
ることを議論している研究は [249, 250, 251, 252, 253, 254, 255, 256, 257, 258, 259, 260, 261, 262]

• ゲージやカットオフ・スキームの依存性は [263, 264, 265]で議論されている.

• 微分同相写像に対するゴースト場の場のくりこみや結合を議論しているものは [266, 267, 268]

• 物質場との結合を議論しているものとして, 漸近的に安全な量子重力からの物質場への制限を与えている文献は
[269, 270, 271], スカラー理論との結合を議論しているものは [272, 273, 274, 275, 271, 276], Higgs–Yukawa模型の
解析は [277, 278] で行なわれている. ゲージ理論との結合がある場合では [279, 280, 281], 4 体フェルミ相互作用に対
する重力の効果は [282]で議論されている. 双計量による物質場の議論は [283].

• f(R)重力の解析は [284, 285, 286, 287, 288, 289, 290, 291, 292, 293, 294, 295, 296, 297, 241, 298, 271, 299]が
ある.

• ワイル・テンソルやガウス・ボンネ項を含めた場合の解析は [288, 300].

• 四脚場形式での解析は [301, 302]

• 新しいトランケーション・スキームでの解析は [303, 304, 305, 306] で議論されている. また, そのスキームでの物質場
と結合している系の解析は [307, 308]がある.

*2 漸近的に安全な量子重力の下での Starobinsky R2 インフレーション模型の場合は [323, 324] がある. 漸近的に安全な
インフレーションと呼ばれる模型もある [325, 326, 327, 328, 329, 330].
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図 5.1 左図: 理論空間内での固定点とそこで定義される UV臨界面の周りのフロー. 右図: 固定点
周りのフローとフローの定義.

のように与えられる. βi(gΛ)は βi(g1,Λ, g2,Λ, . . . )の意味で書いた. 固定点 g∗ はベータ関数がゼロにな
るような点として定義される, すなわち,

βi(g
∗) = 0. (5.5)

である. 特に 自明な (Gaussian)固定点が g∗i = 0が存在する.

今, ある固定点 g∗j に対して, その周りの低エネルギー (IR) へのくりこみ群フローを考えたとき, 固
定点から離れてくフローを relevant, 近づくフローを irrelevant として固定点から動かないフローを
marginalという. relevantなフローを高エネルギー (UV)へ追うと, 固定点 g∗j に近づくことになる. し
たがって, この固定点 g∗j を紫外 (UV) 固定点と呼ぶことにする. また, その固定点 g∗j 周りで relevant

な演算子によって張られる部分理論空間を UV臨界面と呼び, irrelevantな演算子によって張られる部
分理論空間を IR超平面と呼ぶことにする. 一般に UV臨界面の次元は有限であり, IR超平面は無限次
元である.

(5.4)式を解いて得られるフローの概略図を図 5.1に示す. UVで任意の点 (UVで与えられた理論)か
ら始まるくりこみ群フローは IRに行くとくりこみ軌跡 (Renormalized trajectory)に乗っていく. つま
り, 低エネルギーでは relevantな演算子がマクロの物理を記述しており, irrelevantな演算子は relevant

な演算子にコントロールされて流れていく. 逆に IR で固定した理論から UV へのフローを考えると,

UV固定点に無限の時間をかけて近づいていくフローが存在する. 言い換えると, くりこみ変換が無限
回必要, つまり UVカットオフ Λ0 →∞とできるということであり, 連続極限がとれることを意味する.

このフローはちょうど無限の時間をかけて UV固定点に近づいていくフローである. このような UVで
発散がないフローの行き先は UV完全な理論であり, それは UV臨界面で与えられる理論である. さら
に, UV臨界面の次元, つまり relevantな演算子の数が有限であればくりこみ可能な理論となる. なぜな
ら, UV臨界面を張る relevantな演算子が自由パラメータであるからで, これを決めれば低エネルギー
での理論が決まることになるからである. このように, UV固定点が理論に存在すればその理論は漸近
的に安全な理論になることができる [331, 332, 333, 334, 335]. UV固定点が自明な固定点 g∗i,Λ = 0 で
あれば摂動論が有効であるが, 非自明な場合は非摂動的な手法が必要となる.

ここで Weinberg がこの考えに基づいて議論したことを簡単に説明する. 2 + ϵ 次元での量子重力



第 5章 漸近的に安全な量子重力 73

を ϵ 展開の方法で解析するとカットオフで無次元化したニュートン定数 G̃ := GΛϵ が非自明な固定
点 G̃∗ = 3ϵ/38 を持つ. もし, ϵ > 0 であれば, 次元のあるニュートン定数 G は固定点周りにおいて
Λ→∞でゼロになる:

G ≃ G̃∗

Λϵ
→ 0, for ϵ > 0, Λ→∞. (5.6)

すなわち, 量子重力は漸近的自由な理論になることを意味している [240, 336].

くりこみ可能性を調べる方法を述べる. それには relevantな演算子の数を調べればよく, 固定点 g∗i,Λ

周りのくりこみ群フローに対する臨界指数 θi を評価することでわかる. (5.4)式を g∗i,Λ 周りで線形化し,

くりこみ群方程式を解くと

gi,Λ = g∗i,Λ +
∞∑
j=0

ζij

(
Λ0

Λ

)θj
(5.7)

となる. ただし, Λ0 は UVカットオフである. この導出方法は 5.5節で示す. UVから IRへのフロー
(Λ→ 0)を考えると, Re(θi) > 0のとき gi,Λ は g∗i,Λ から離れていき, Re(θi) < 0のとき gi,Λ は g∗i,Λ に
近づいていく. フローの定義から, Re(θi) > 0となる演算子 Oi が relevant, Re(θi) < 0となる演算子
Oi が irrelevantである. *3 したがって, Re(θi) > 0となる臨界指数の数が UV臨界面の次元となる.

例として O1 で張られる UV臨界面があるような場合を考えてみる. 次元のあるパラメータ G1,Λ と
無次元化されたパラメータ g1,Λ の関係は g1,Λ = ΛDO1

−DG1,Λ となり, 特に固定点近傍

g∗1,Λ = ΛDO1
−DG1,Λ (5.8)

において, DO1 −D > 0のとき次元のあるパラメータ G1,Λ は UV極限 Λ→∞でゼロになる. すなわ
ち, 漸近的自由となる. また, DO1 = D ならば, G1,Λ は無次元なので理論は漸近的非自由になり, 特に
固定点 g∗1,Λ が自明である場合 (g∗1,Λ = 0), G1,Λ は UV極限で漸近的自由になる. この典型例は QCDで
ある. 以上のことから漸近的安全性は漸近的自由性の一般化ということができる. Re(θ1) > 0となる演
算子O1 の結合定数 ζ1j = g1,Λδ1j が自由パラメータであり, 他の負の臨界指数を持つ演算子は irrelvant

となり, 低エネルギーでは relevantな O1 にコントロールされてフローする. 我々が解析する模型にお
ける固定点構造と臨界指数は 5.5節で議論する.

ベータ関数の固定点構造と演算子の有効次元について述べておく. g1,Λ のベータ関数は典型的に*4

βg1,Λ = − (DO1 −D) g1,Λ + Lg21,Λ, (5.9)

で与えられる. ただし, L はループ因子であり, 他の演算子からの寄与は無視した. *5 自明な固定点
g∗1,Λ = 0 の周りでは (5.9) 式の第 1 項目 (正準スケーリング) が支配的になる. 係数 − (DO1 −D) は
g1,Λ の次元であり, 演算子の次元はDO1 となる. 一方, 非自明な固定点 g∗1,Λ = (DO1 −D) /Lの周りで
(5.9) 式は

βg1,Λ = (DO1 −D)
(
g1,Λ − g∗1,Λ

)
+ L

(
g1,Λ − g∗1,Λ

)2
(5.10)

*3 臨界指数の虚部はフローの中で演算子同士の混合を意味していると解釈できる.

*4 非摂動くりこみ群は 1-loop exactな定式化であるから O
(
g31,Λ

)
は現れない.

*5 場のくりこみからくる異常次元もあるが, LPAを適用したとする.
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と書き換えられる. したがって, 非自明な固定点の周りでは (5.10) 式の第１項目が支配的で, この
ときの演算子の (有効) 次元は 2D − DO1 であると思える. 例えば, D = 4 の重力理論の場合, す
なわち, O1 = R でその結合定数を g1,Λ = 1/16πG とすると, それぞれの正準次元は DO1 = 2 と
− (DO1 −D) = 2となる. これが自明な固定点周りでの演算子と結合定数の次元である. 非自明な固定
点では, 演算子の次元は 2D −DO1 = 6で, 結合定数は −2となる. 次元が量子効果による異常次元に
よってずれることを意味している. また, −2はまさに臨界指数に他ならないので, 臨界指数は異常次元
によってずれたあとの次元であると解釈できる.

フラクタル次元と呼ばれる量を調べることで漸近的に安全な量子重力の可能性を調べる試みもある.

*6

また, 漸近的安全性の議論は重力理論だけでなく, 余剰次元模型 [348, 349, 350, 351]や平らな空間に
おける Higgs–Yukawa模型の UV完全性の議論 [352, 353, 354, 355, 356]などにも適用されている.

5.2 重力場の量子化
重力場 gµν に対する微分同相写像 (一般座標変換)はリー微分を用いて

δgµν = Lvgµν = vρ∂ρgµν + gµρ∂νv
ρ + gρν∂µv

ρ

= ∇µvν +∇νvµ (5.11)

と与えられる. だたし, ∇µ は重力場に対する共変微分である. *7 (ユークリッド化された)アインシュ
タイン–ヒルベルト作用

SEH = 2κ2
∫

d4x
√
g [−R+ 2Λ] (5.12)

は微分同相写像に対して不変な作用になっている. ここで, κ = (1/32πG)1/2 とおいた.

計量を固定された背景場とその周りのゆらぎで展開する:

gµν = ḡµν + hµν . (5.13)

ḡµν は背景場で, 添え字の上げ下げはこの計量を用いてなされる. このとき微分同相写像は

Lvgµν = δhµν , (5.14)

δḡµν = 0 (5.15)

となる.

今, この作用から経路積分法に基づいて重力場の量子化を行うことを考える. このとき, 微分同相写像
に対するゲージ固定およびゴースト場の導入が必要となる. そこで BRST対称性に基づいてそれらを与
える. その手続きはゲージ場の場合と同様である. *8 ゴースト場 Cµ を計量場 hµν に対する BRST変

*6 くりこみ群による解析は [337, 338, 339, 247, 340], 格子シミュレーションによる解析は [341, 342] や [343, 344, 345,

346, 347]を参照せよ.
*7 一般相対性理論と曲がった空間における場の理論に関しては付録 Cにまとめた.
*8 ゲージ場 Aa

µ の場合の BRST変換は

δBA
a
µ(x) = Dµc

a(x) , δBc
a(x) =

1

2
gfabcc

b(x) cc(x) , δBc̄
a(x) = iBa(x) , δBB

a(x) = 0 (5.16)

と与えられる.
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換の中で導入する:

δBhµν = κ−2LCgµν = κ−2 (Cρ∂ρgµν + ∂µC
ρgρν + ∂νC

ρgµρ)

= ∇µCν +∇νCµ. (5.17)

δB がグラスマン奇の BRST変換を表す. ベキ零性 (δ2B = 0)を要請し, 他の場に対する BRST変換を
与える:

δBḡµν = 0, (5.18)

δBC
µ = κ−2Cν∂νC

µ, (5.19)

δBC̄
µ = Bµ, (5.20)

δBB
µ = 0. (5.21)

ここで, C̄µ, Bµ はそれぞれ反ゴースト場, Nakanishi–Lautrup(NL)場である.

ゴースト場とゲージ固定のラグランジアン Lgh, Lgf を与えよう. 2つの和は BRST変換を用いて

Lgh + Lgf = κδB(C̄µF
µ)

= κ(δBC̄µ)F
µ + κC̄µδBF

µ (5.22)

と書ける. ただし, Fµ はゲージ固定関数で, ここでは特に

Fµ = Σµ +
ακ

2
Bµ, (5.23)

Σµ =
√
2κFρσµ [ḡ]hρσ (5.24)

と選ぶ. Fρσµ [ḡ]は調和座標条件をとると

Fρσµ [ḡ] = ḡρµḡ
σα∇̄α −

2(β + 1)

d
ḡρσ∇̄µ (5.25)

となる. ただし, D̄µ は背景場 ḡµν で書かれた共変微分である. このとき, ゲージ固定関数は

Σµ = ḡνρ
(
∇̄νhρµ −

2(β + 1)

d
∇̄µhνρ

)
(5.26)

となる. ゲージ固定パラメータを α = 0, β = 1をとるゲージを de-Donderゲージと呼ぶ.

ゴースト場とゲージ固定のラグランジアンは

Lgf = κBµ

(
Σµ +

ακ

2
Bµ
)
, (5.27)

Lgh = −κC̄µ (δBFµ) (5.28)

となる.

以上の作用に対する経路積分は

Z = exp (W [J ; ḡ])

=

∫
DhµνDCµDC̄µDBµ exp

(
−SEH[ḡ + h]− Sgf [h,B; ḡ]− Sgh[h,C, C̄, B; ḡ]− Ssource

)
=

∫
DhµνDCµDC̄µ exp

(
−SEH[ḡ + h]− Sgf [h; ḡ]− Sgh[h,C, C̄; ḡ]− Ssource

)
(5.29)
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と与えられる. NL場 Bµ を積分した後の作用は

Sgf [h; ḡ] =
1

2α

∫
ddx
√
ḡḡµνΣµΣν , (5.30)

Sgh[h,C, C̄; ḡ] = −
√
2

∫
ddx
√
ḡC̄µM[ḡ + h; ḡ]µνC

ν (5.31)

となる. ただし,

M[ḡ + h; ḡ]µν = ḡµρḡσα∇̄α(gρν∇σ + gσν∇ρ)− (1 + β)ḡρσ ḡµα∇̄αgσν∇ρ
(5.32)

である. また, ソース項は

Ssource = −
∫

ddx
√
ḡ
(
tµνhµν + σµC

µ + σ̄µC̄µ + κ2βµνδBhµν + κ2τµδBC
µ
)

(5.33)

と与える.

5.2.1 くりこみ群の重力理論への適用

重力理論をくりこみ群を適用する際の微分同相写像不変性についてコメントしておく. 経路積分は

exp (WΛ[t
µν , σµ, σ̄µ;βµν , τµ; ḡ])

=

∫
DhµνDCµDC̄µ exp

(
−SEH[ḡ + h]− Sgf [h; ḡ]− Sgh[h,C, C̄; ḡ]− Ssource −∆SΛ

)
(5.34)

であり, 有効作用は

ΓΛ[h̄
µν , ξµ, ξ̄µ;βµν , τµ; ḡ] =

∫
ddx
√
ḡ
[
tµν h̄µν + σµξ̄

µ + σ̄µξ
µ
]

−WΛ[t
µν , σµ, σ̄µ;βµν , τµ; ḡ]−∆SΛ (5.35)

で与えられる. 有効作用は

ΓΛ[gµν , ḡµν , ξ
µ, ξ̄µ;βµν , τµ] := ΓΛ[h̄

µν , ξµ, ξ̄µ;βµν , τµ; ḡ]

= Γ̄Λ[gµν ] + Γ̂Λ[gµν , ḡµν ]

+ Sgf [hµν ; ḡµν ] + Sgh[hµν , ξµ, ξ̄µ; ḡµν ]

−
∫

ddx
√
ḡ{βµνLµgµν + τµξ

ν∂νξ
µ} (5.36)

のように分解されるとする. 2.2.1節で議論したように BRST対称性の帰結として Slavnov–Taylor恒
等式が得られる. 重力理論の場合, 恒等式は∫

ddx
1√
ḡ

{
δΓ′

Λ

δh̄µν

δΓ′
Λ

δβ̄µa
+
δΓ′

Λ

δξµ
δΓ′

Λ

δτµ

}
= YΛ (5.37)

となる. ただし,

Γ′
Λ := ΓΛ − Sgf [h̄; ḡ] (5.38)

である. 左辺を計算すると

−
∫

ddxLξgµν
δΓ̂[g, ḡ]

δgµν
= YΛ (5.39)

を得る. 近似として Γ̂Λ = 0を採用することで微分同相写像に対して不変なフローを評価できる [60].
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5.3 非最小結合を伴う Higgs–Yukawa模型
ここで考える模型は実スカラー場 ϕ̂と Nf フレーバーのフェルミオン ψ̂ が重力場と非最小結合してい
る Higgs–Yukawa模型である [357]. 計量場を ĝµν とし, 体積要素は

√
ĝ と書く. 背景場の方法を用い

て解析を行うことを考える. 場 ĝµν と ϕ̂, ψ̂ をそれぞれ

ĝµν = gµν + hµν ,

ϕ̂ = ϕ+ φ,

ψ̂ = ψ + χ (5.40)

と分解する. gµν , ϕ, ψは背景場で, 経路積分における積分測度は ĝµν , ϕ̂, ψ̂から hµν , φ, χに変わる. イ
ンフレーションのシナリオを念頭に置いているので, 背景計量場 gµν は de-Sitter計量であるとする.*9

すなわち, リーマン・テンソルが

Rµνρσ =
1

D(D − 1)
(gµρgνσ − gµσgνρ)R, (5.41)

Rµν =
1

D
gµνR (5.42)

を満たすとする.

今, 4次元ユークリッド空間における有効作用

ΓΛ[gµν , ϕ, ψ; hµν , φ, χ] =

∫
d4x
√
ĝ

{
VΛ

(
ϕ̂2
)
− FΛ

(
ϕ̂2
)
R̂+

1

2
ĝµν ∂µϕ̂ ∂ν ϕ̂+

¯̂
ψ /̂∇ψ̂ + yΛϕ̂

¯̂
ψψ̂

}
+ Sgf + Sgh, (5.43)

を考える. ただし, ∇µ はスピノール場の共変微分であり,

∇µψ = ∂µψ −
i

4
ωµabσ

abψ,

∇µψ̄ = ∂µψ̄ −
i

4
ωµabψ̄σ

ab (5.44)

かつ σab = i
2 [γ

a, γb], ωµab はスピン接続である. Sgf と Sgh はそれぞれこの系の微分同相写像に対する
ゲージ固定作用とゴーストの作用であり, de-Sitter計量の下では 5.2節で与えた手続きを用いて

Sgf =
1

2α

∫
d4x
√
g F
(
ϕ2
)
gµνΣµΣν , (5.45)

Sgh =

∫
d4x
√
g C̄µ

[
−gµρ∂2 − 1− β

2
∂µ∂ρ +Rµρ

]
Cρ, (5.46)

と与えられる [60, 272, 274, 275]. ただし, Cµ と C̄µ はそれぞれ微分同相写像に対するゴースト場と反
ゴースト場, αと β ゲージ固定パラメータ, そして,

Σµ := ∂νhνµ −
β + 1

4
∂µh, h := gµνhµν (5.47)

*9 de-Sitter空間のレビューは例えば文献 [358]を見よ.
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と定義した. *10 尚, この節では重力場に対する共変微分を ∇ではなく, ∂ と書くことにする.

この作用には Z2 対称性: ϕ̂→ −ϕ̂と ψ̂ → γ5ψ̂ を課している. もし, 背景場 ϕ ̸= 0をとると Z2 対称
性が破れる. 本論では対称相 ϕ = 0のみを考える. したがって, ポテンシャルと非最小結合ポテンシャ
ルを ϕ̂で展開すると

VΛ

(
ϕ̂2
)
= λ̂0(Λ) + λ̂2(Λ) ϕ̂

2 + λ̂4(Λ) ϕ̂
4 + · · · , (5.48)

FΛ

(
ϕ̂2
)
= ξ̂0(Λ) + ξ̂2(Λ) ϕ̂

2 + ξ̂4(Λ) ϕ̂
4 + · · · (5.49)

となる. ここで, λ̂0 は宇宙定数, λ̂2 = m2/2はスカラー場の質量, ξ̂0 = 1/16πGはニュートン定数であ
る. 特に, ξ̂2 を非最小結合定数と呼び, Higgs・インフレーションのシナリオ [309, 322]では重要な役割
をする.

5.3.1 2点関数

くりこみ群方程式 (2.42) を用いて計算するには 2 点関数 Γ
(2)
Λ を求める必要がある. ここで有効

作用 (5.43) の 2 点関数を示す. そのために背景場とゆらぎを超場でそれぞれ, Φ := (gµν , ϕ, ψ) と
Υ :=

(
hµν , φ, χ, Cµ, C̄µ

)
と書くと有効作用は ΓΛ[Φ;Υ]と両者に依存した形になっている. 今, Υのベ

キで展開すると

ΓΛ[Φ;Υ] = ΓΛ[Φ] + Γ
(1)
Λ [Φ;Υ] + Γ

(2)
Λ [Φ;Υ] +O

(
Υ3
)

(5.50)

となる. ただし, Γ
(n)
Λ [Φ;Υ]は Υn を持つ項とする. Γ

(2)
Λ はゆらぎ Υの 2次の項であり,

Γ
(2)
Λ [Φ;Υ] =

1

2

∫
d4x
√
g

[
− 1

2
F
(
ϕ2
)
hµν∂2hµν +

1

2
F
(
ϕ2
)
h∂2h− F

(
ϕ2
)
h∂µ∂νh

µν + F
(
ϕ2
)
hµν∂µ∂ρh

ρ
ν

+

(
1

4
h2 − 1

2
hµνh

µν

)(
V
(
ϕ2
)
+ yϕψ̄ψ − F

(
ϕ2
)
R
)

+ F
(
ϕ2
)
hhµνRµν − F

(
ϕ2
)
h ν
ρ h

µρRµν − F
(
ϕ2
)
hµνRρµσνh

ρσ

− 1

16
h µ
ρ ∂νhσµψ̄γ

ν [γρ, γσ]ψ

]
+

∫
d4x
√
g φ

[
− 2ϕF ′(ϕ2) {∂µ∂ν − ∂2gµν}hµν
+ h

{
ϕV ′(ϕ2)+ 1

2
yψ̄ψ − ϕF ′(ϕ2)R}+ hµν

{
2ϕF ′(ϕ2)+Rµν

}]
+

∫
d4x
√
g h

[
1

2
yϕ
(
ψ̄χ+ χ̄ψ

) ]
+

1

2

∫
d4x
√
g φ

[ {
−∂2 + 2V ′(ϕ2)+ 4ϕ2V ′′(ϕ2)}−R{2F ′(ϕ2)+ 4ϕ2F ′′(ϕ2)} ]φ

+

∫
d4x
√
g

[
1

4

(
−∂µh+ ∂νh

ν
µ

) (
ψ̄γµχ− χ̄γµψ

) ]
+

∫
d4x
√
g φ

[
y
(
ψ̄χ+ χ̄ψ

) ]
+

∫
d4x
√
g χ̄

[
/∂ + yϕ

]
χ+ SGF + Sgh (5.51)

*10 以下では記号̂の付いていない量は gµν によって添え字の上げ下げを行うとする. また, R や /∇などは gµν と背景場の
四脚場 eaµ で記述されているとする.
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と計算できる. *11 Sgf と Sgh は (5.45)式と (5.46)で与えられている. ここで, プライム ′ は ϕ2 による
微分を表しているとする. つまり,

Vϕ = 2ϕV ′, Vϕϕ = 2V ′ + 4ϕ2V ′′,

Fϕ = 2ϕF ′, Fϕϕ = 2F ′ + 4ϕ2F ′′ (5.52)

とする.

5.3.2 York分解

重力場 hµν をスピンの自由度ごとに分解する. York分解 [360]と呼ばれ,

hµν = h⊥µν + ∂µξ̃ν + ∂ν ξ̃µ +

(
∂µ∂ν −

1

D
gµν∂

2

)
σ̃ +

1

D
gµνh, (5.53)

と与えられる. スピンの自由度ごとにプロパゲータを対角化できる. ここで, ∂2 := gµν∂µ∂ν と定義し
た. それぞれの場は

• h⊥µν : スピン 2の横波かつトレースレス (∂νh⊥µν = 0, gµνh⊥µν = 0)のテンソル場
• ξ̃µ: スピン 1の横波 (∂µξ̃µ = 0)ベクトル場
• σ̃, h := gµνhµν : スピン 0のスカラー場

また, ゴースト場に関しても

Cµ = C⊥
µ + ∂µC̃, C̄µ = C̄⊥

µ + ∂µC̄ (5.54)

と分解される. C̃, C̄ はスピン 0 のスカラー場, C⊥
µ と C̄⊥

µ はスピン 1 の縦波ベクトル場で ∂µC⊥
µ =

∂µC̄⊥
µ = 0を満たす.

この分解を行うと経路積分の測度に影響を与えてしまう. そこで場を次のように再定義し直す [248]:

ξµ =

√
−∂2 − R

D
ξ̃µ, σ =

√
−∂2 − R

D − 1

√
−∂2 σ̃, C =

√
−∂2 C̃. (5.55)

この再定義による測度のヤコビアンと York分解で生じるヤコビアン同士が打ち消しあうことで取り扱
いが便利になる. その他の場は再定義しなくてよい [248].

5.3.3 York分解後の 2点関数

York分解を用いると 2点関数はそれぞれの場ごとに書くことができる. まず, ボソンに対して,

ΓBB =

Γh⊥
µνh

⊥
ρσ

0 0

0 Γξµξν 0
0 0 ΓSS

 (5.56)

*11
√
g とリッチ・スカラー Rに対する変分は文献 [359]を参照せよ. また, スピノルの微分 /∇の変分は文献 [282]を参照せ

よ.
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となる. ただし,

Γh⊥
µνh

⊥
ρσ

= (gµρgνσ)sym

[
F

2

(
p2 +

2R

3

)
− V + Y

2

]
+ (spin connection term), (5.57)

Γξµξν = gµν
[
F

α

(
p2 +

2α− 1

4
R

)
− V − Y

]
+ (spin connection term), (5.58)

ΓSS =

Γσσ Γσh Γσϕ
Γhσ Γhh Γhϕ
Γϕσ Γϕh Γϕϕ



=



σ h φ

σ 3F
16

(
3−α
α p2 + α−1

α R
)
− 3(V+Y )

8
3F
16

β−α
α

√
p2 − R

3

√
p2 −3Fφ

4

√
p2 − R

3

√
p2

h 3F
16

β−α
α

√
p2 − R

3

√
p2 − F

16
3α−β2

α p2 + V+Y
8 −3Fφ

4

(
p2 + R

3

)
+

Vφ

2 +
Yφ

2

φ − 3Fφ

4

√
p2 − R

3

√
p2 −3Fφ

4

(
p2 + R

3

)
+

Vφ

2 +
Yφ

2 p2 + Vφφ −RFφφ

,
(5.59)

と与えられる. ただし, (gµρgνσ)sym = 1
4 (g

µρgνσ + gνρgµσ + gνσgµρ + gµσgνρ) とした. また, ド・
ジッター空間におけるダランベルシアンを p2 := −∂2, 微分の上の左矢印

←−
は左微分, Y := yϕψ̄ψ は

Yukawa 項で Yϕ := yψ̄ψ はその ϕ による微分である. (5.57) 式と (5.58) 式にある “spin connection

term”はスピン接続を計量場で微分した項を意味する. ここで評価するのはポテンシャル V , 非最小ポ
テンシャル F , Yukawa結合定数 y に対するくりこみ群方程式であり, “spin connection term”はこれ
らには寄与しない. なぜなら,

(spin connection term)h⊥
µνh

⊥
ρσ

= − 1

32
h⊥λµ∂ρh

⊥
λνψ̄{σµν , γρ}ψ,

(spin connection term)ξµξν =
1

32
ξµ∂ρ∂

2ξνψ̄{σµν , γρ}ψ (5.60)

となり, この項から V や F , Yukawa結合定数 Y への補正は与えられない. したがって, 以下の計算で
は無視する.

次に, フェルミオンのプロパゲータは

Γphys
FF =


χ χ̄T

χT 0 −
(←−
/∇T + yϕ

)
χ̄ /∇+ yϕ 0

, (5.61)

Γghost
FF =



C⊥
ν C̄⊥

ν C C̄

C⊥
µ 0 −gµν

(
p2 − R

4

)
0 0

C̄⊥
µ gµν

(
p2 − R

4

)
0 0 0

C 0 0 0 −
[(

2− 1+β
2

)
p2 − R

2

]
C̄ 0 0

(
2− 1+β

2

)
p2 − R

2 0


(5.62)

となる.
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ボソンとフェルミオンを含むバーテックスを以下に示す:

ΓBF =



χ χ̄T

h⊥µν 0 0

ξµ − 1
4

√←−p 2
(
ψ̄γµ

)
−1

4

√←−p 2 (γµψ)
T

σ − 3
16

(←−
∂µ

) (
ψ̄γµ

)
− 3

16

(←−
∂µ

)
(γµψ)

T

h y
2ϕψ̄ −

3
16

(←−
∂µ

) (
ψ̄γµ

)
−y2ϕψ

T − 3
16

(←−
∂µ

)
(γµψ)

T

φ yψ̄ −yψT


, (5.63)

ΓFB =


h⊥µν ξµ σ h φ

χT 0 1
4

(
ψ̄γµ

)T√
p2 3

16

(
ψ̄γµ

)T
∂µ −y2ϕψ̄

T + 3
16

(
ψ̄γµ

)T
∂µ −yψ̄T

χ̄ 0 1
4 (γ

µψ)
√
p2 3

16 (γ
µψ) ∂µ

y
2ϕψ + 3

16 (γ
µψ) ∂µ yψ

, (5.64)

ΓFF =

[
Γphys
FF 0

0 Γghost
FF

]
. (5.65)

ここで T はスピノル空間に対する転置を意味する.

さらに, くりこみ群を適用するためにカットオフ関数を書いておく. ボソンは自由度ごとにプロパ
ゲータが対角であるから

RBB =

Rh⊥
µνh

⊥
ρσ

0 0

0 Rξµξν 0
0 0 RSS

 (5.66)

となる. このときそれぞれは

Rh⊥
µνh

⊥
ρσ

= (gµρgνσ)sym
F

2
RΛ

(
p2
)
, (5.67)

Rξµξν = gµν
F

α
RΛ

(
p2
)
, (5.68)

RSS =


σ h φ

σ 3F
16

3−α
α RΛ

(
p2
)

3F
16

β−α
α KΛ

(
p2
)

−3Fϕ

4 KΛ

(
p2
)

h 3F
16

β−α
α KΛ

(
p2
)
− F

16
3α−β2

α RΛ

(
p2
)
−3Fϕ

4 RΛ

(
p2
)

φ −3Fϕ

4 KΛ

(
p2
)

− 3Fϕ

4 RΛ

(
p2
)

RΛ

(
p2
)

 (5.69)

と与え, ここで RΛ

(
p2
)
とKΛ

(
p2
)
として

RΛ

(
p2
)
:=
(
Λ2 − p2

)
θ
(
Λ2 − p2

)
, (5.70)

KΛ

(
p2
)
:=

√
p2 +RΛ(p2)−

R

3

√
p2 +RΛ(p2)−

√
p2 − R

3

√
p2 (5.71)

とする. *12 このようにカットオフ関数を与え, 微分演算子 p2 の固有値に対する積分を行うと, 2点関
数にある p2 がすべて Λ2 に置き換わる.

*12 RΛ

(
p2

)
に最適化カットオフ関数 [34]を与えた.
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くりこみ群方程式に ∂RΛ/∂Λの項があるので, カットオフ関数の微分を示しておく:

∂RΛ

(
p2
)

∂Λ
= 2Λ θ

(
Λ2 − p2

)
, (5.72)

∂KΛ

(
p2
)

∂Λ
=

Λ
(
2Λ2 − R

3

)
θ
(
Λ2 − p2

)√
p2 + (Λ2 − p2) θ(Λ2 − p2)

√
p2 − R

3 + (Λ2 − p2) θ(Λ2 − p2)
. (5.73)

ステップ関数を用いずに陽に書くと

RΛ

(
p2
)
=

{
Λ2 − p2

0,

∂RΛ

(
p2
)

∂Λ
=

{
2Λ for p2 < Λ2

0 for p2 ≥ Λ2,
(5.74)

KΛ

(
p2
)
=

{√
Λ2 − R

3

√
Λ2 −

√
p2 − R

3

√
p2

0,

∂KΛ

(
p2
)

∂Λ
=


2Λ2−R

3√
Λ2−R

3

for p2 < Λ2

0 for p2 ≥ Λ2.
(5.75)

フェルミオン対しても同様にして

RFF =

[
Rphysical 0

0 Rghost

]
(5.76)

とし,

Rphysical =



χ χ̄T

χT 0 −
←−
/∇T

(√
1 +

RΛ(p2+R
4 )

p2+R
4

− 1

)

χ̄

(√
p2+R

4 +RΛ(p2+R
4 )

p2+R
4

− 1

)
/∇ 0

, (5.77)

Rghost =



C⊥
ν C̄⊥

ν C C̄

C⊥
µ 0 −gµνRΛ

(
p2
)

0 0

C̄⊥
µ gµνRΛ

(
p2
)

0 0 0

C 0 0 0 −
(
2− 1+β

2

)
RΛ

(
p2
)

C̄ 0 0
(
2− 1+β

2

)
RΛ

(
p2
)

0


(5.78)

と与える. ここで, Rphysical に対してタイプ IIと呼ばれるカットオフを採用した. カットオフの種類と
して

• タイプ I

RΛ

(
p2
)
= (Λ2 − p2)θ

(
Λ2 − p2

)
(5.79)

• タイプ II

RΛ

(
p2 + aR

)
= (Λ2 − (p2 + aR))θ

(
Λ2 − (p2 + aR)

)
(5.80)
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図 5.2 プロパゲータのダイアグラム

• タイプ III

RΛ

(
p2 + aR+ bE

)
= (Λ2 − (p2 + aR+ bE))θ

(
Λ2 − (p2 + aR+ bE)

)
(5.81)

と分類されている. a, b は定数, R はリッチスカラー, E は任意の外場である. 非最小ポテンシャル
F
(
ϕ2
)
にフェルミオンの量子効果の符号が正しくなるためにはタイプ IIカットオフを採用すべきであ

ることが報告されている [302]. 図 5.2にプロパゲータのダイアグラム, 図 5.3に ΓFB と ΓBF のダイア
グラムを示す.

5.4 くりこみ群方程式
Wetterich方程式は場のごとに分解され, 次のようになる.

∂tΓΛ =
1

2
Tr

∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
h⊥h⊥

+
1

2
Tr′

∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
ξξ

+
1

2
Tr′′

∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
SS

− Tr
∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
χ̄χ

− Tr
∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
C̄⊥C

− Tr
∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
C̄C

. (5.82)

ここで

∂t := −Λ
∂

∂Λ
(5.83)
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図 5.3 フェルミオンが含まれるバーテックスのダイアグラム

図 5.4 V と F に寄与する 1ループ・ダイアグラム. 灰色の円はスピン 1の場同士の混合を表す.
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と定義した. トレースについたプライム ′ は微分演算子の固有値の中, 負のものを引き算することを意味
する. *13 (5.82)式の各項は図 5.4の個々のダイアグラムと対応している.

5.4.1 V と F に対するくりこみ群方程式

ベーター関数の導出過程は付録 F.2に示した. くりこみ群方程式は次のように求められる:

∂tV =
Λ4

192π2

[
− 6− 30V

Ψ
− 6(Λ2Ψ+ 24ϕ2Λ2F ′Ψ′ + FΛ2Σ1)

∆

+ ∂tF

(
4

F
+

5Λ2

Ψ
+

Λ2Σ1

∆

)
+ ∂tF

′ 24ϕ
2Λ2Ψ′

∆

]
+

Nf

8π2

Λ6

Σ3
, (5.84)

∂tF = − Λ2

2304π2

{
150 +

120Λ2F (3Λ2F − V )

Ψ2

− 24

∆
(Λ2Ψ+ 24ϕ2Λ2F ′Ψ′ + FΛ2Σ1)

− 36

∆2

[
− 4ϕ2(6Λ4F ′2 +Ψ′2)∆

+ 4ϕ2ΨΨ′ (7Λ2F ′ − V ′) (Σ1 − Λ2
)

+ 4ϕ2Σ1

(
7Λ2F ′ − V ′) (2ΨV ′ − VΨ′) + (2Λ4Ψ2 + 48Λ4F ′ϕ2ΨΨ′ − 24Λ4Fϕ2Ψ′2)Σ2

]
+
∂tF

F

[
30− 10Λ2F (7Ψ + 4V )

Ψ2

+
6

∆2

(
Λ2FΣ1∆+ 4ϕ2V ′Ψ′∆− 24Λ4Fϕ2Ψ′2Σ2 − 4ϕ2Λ2FΨ′Σ1

(
7Λ2F ′ − V ′)) ]

− ∂tF ′ 24Λ
2ϕ2

∆2

((
Λ2F ′ + 5V ′)∆− 2

(
7F ′Λ2 − V ′)ΨΣ1 − 12Λ2ΨΨ′Σ2

)}
+

Nf

48π2

Λ4

Σ3
. (5.85)

ここで,

Ψ := FΛ2 − V,
Σ1 := Λ2 + 2V ′ + 4ϕ2V ′′,

Σ2 := 2F ′ + 4ϕ2F ′′,

Σ3 := Λ2 + y2ϕ2,

∆ := 12ϕ2Ψ′2 +ΨΣ1 (5.86)

と定義した. Nf = 0とすると (5.84) 式と (5.85)は [274]に与えられている結果と一致する.

ここで, V (ϕ2)と F (ϕ2)を ϕ2 のベキで展開

V
(
ϕ2
)
=

∞∑
n=0

λ̂2nϕ
2n, F

(
ϕ2
)
=

∞∑
n=0

ξ̂2nϕ
2n (5.87)

*13 負の固有値は R2 のオーダーで現れる. したがって, ここでは無視する. 詳細は [248]を参照せよ.
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を考える. 以下で固定点構造を調べるためにカットオフ Λで無次元化した結合定数

λ2n := λ̂2nΛ
2n−4, ξ2n := ξ̂2nΛ

2n−2 (5.88)

を定義する. *14 ここで定義した結合定数 λ2n, ξ2n に対するくりこみ群方程式を評価することで固定点
構造を調べる. このくりこみ群方程式は一般に

∂tλ2n = − (2n− 4)λ2n + fluctuations, ∂tξ2n = − (2n− 2) ξ2n + fluctuations (5.89)

という形をとる. “fluctuations”は量子補正項である. 第 1項目は正準スケーリングであり, 結合定数の
運動量次元を表している.

結合定数のくりこみ群方程式
ここで, (5.84)式と (5.85)式に展開 (5.87)と無次元化 (5.88)を用いた場合のくりこみ群方程式を陽
に示す. このとき V

(
ϕ2
)
と F

(
ϕ2
)
をそれぞれ λ̂4 と ξ̂2 までのオーダーで対称相 (ϕ = 0)周りで展開し

た場合を示す. ξ0, λ0, ξ2, λ2, λ4 に対して以下のようにくりこみ群方程式を得る.

∂tξ0 = 2ξ0 −
1

384π2

[
25− 4

1 + 2λ2
− 24ξ2

(1 + 2λ2)
2 +

8ξ0 (7ξ0 − 2λ0)

(ξ0 − λ0)2

]
+

1

1152π2

∂tξ0 − 2ξ0
ξ0

17ξ20 + 18λ0ξ0 − 15λ20

(ξ0 − λ0)2
+

Nf

48π2
, (5.90)

∂tλ0 = 4λ0 −
1

32π2

[
2 +

1

1 + 2λ2
+

6λ0
ξ0 − λ0

]
+
∂tξ0 − 2ξ0
96π2ξ0

5ξ0 − 2λ0
ξ0 − λ0

+
Nf

8π2
, (5.91)

*14 もし, 場のくりこみを考慮する場合はそのくりこみ因子 ZΛ の逆数をかけて定義する. しかし, ここでは LPAを採用して
いるので ZΛ = 1となる. また, そのスケールによる微分, すなわち, 異常次元は η = −∂tZΛ/ZΛ = 0となってくりこみ
群方程式に影響を与えない.
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∂tξ2 = − 1

576π2

[
1 + 2λ2
ξ0 − λ0

(
9 +

39ξ0
ξ0 − λ0

+
60ξ20

(ξ0 − λ0)2

)
+

3 (3 + 32ξ2)

ξ0 − λ0
− 6ξ0 (11 + 2ξ2)

(ξ0 − λ0)2

− 60ξ20 (1 + 2ξ2)

(ξ0 − λ0)3
+

216ξ2 (1 + 2ξ2)
2

(1 + 2λ2)
3
(ξ0 − λ0)

+
9 [λ0 (5− 2ξ2)− 2ξ0 (1 + 2ξ2)] (1 + 2ξ2)

(1 + 2λ2) (ξ0 − λ0)2

+
27 (1 + 2ξ2)

(
1− 10ξ2 − 16ξ22

)
(1 + 2λ2)

2
(ξ0 − λ0)

+
108ξ0ξ2 (1 + 2ξ2)

2

(1 + 2λ2)
2
(ξ0 − λ0)2

+
72λ4

(1 + 2λ2)
2

1 + 12ξ2 + 2λ2
1 + 2λ2

]
+
∂tξ0 − 2ξ0
1152π2ξ0

[
1 + 2λ2
ξ0 − λ0

(
3 +

18ξ0
ξ0 − λ0

+
20ξ20

(ξ0 − λ0)2

)
+

15ξ2
ξ0
− 6 (1 + ξ2)

ξ0 − λ0
− 10ξ0 (3 + 4ξ2)

(ξ0 − λ0)2

− 20ξ20 (1 + 2ξ2)

(ξ0 − λ0)3
− 3 [λ0 − ξ0 (5− 4ξ2)] (1 + 2ξ2)

(1 + 2λ2) (ξ0 − λ0)2
+

36ξ0ξ2 (1 + 2ξ2)
2

(1 + 2λ2)
2
(ξ0 − λ0)2

]
+

∂tξ2
1152π2ξ0

[
− 15 +

54ξ0
ξ0 − λ0

+
20ξ20

(ξ0 − λ0)2
− 6ξ0 (7 + 2ξ2)

(1 + 2λ2) (ξ0 − λ0)
− 144ξ0ξ2 (1 + 2ξ2)

(1 + 2λ2) (ξ0 − λ0)

]
− Nfy

2

48π2
, (5.92)

∂tλ2 = 2λ2 −
1

48π2

[
9λ0 (1 + 2ξ2)

2 (ξ0 − λ0)2
− 9 (2λ0 − ξ0) (1 + 2ξ2)

2

2 (1 + 2λ2) (ξ0 − λ0)2
− 9 (1 + 2ξ2)

2

2 (1 + 2λ2)
2
(ξ0 − λ0)

− 18λ4

(1 + 2λ2)
2

]
+
∂tξ0 − 2ξ0
96π2ξ0

[
− 2ξ2

ξ0
+

3ξ0 (1 + 2ξ2)

2 (ξ0 − λ0)2
− 3ξ0 (1 + 2ξ2)

2

2 (1 + 2λ2) (ξ0 − λ0)2

]
+

1

96π2

∂tξ2
ξ0

[
2− 3ξ0

ξ0 − λ0
+

6ξ0 (1 + 2ξ2)

(1 + 2λ2) (ξ0 − λ0)

]
− Nfy

2

8π2
, (5.93)

∂tλ4 = − 1

48π2

[
9

4 (ξ0 − λ0)2

(
5 (1 + 2λ2) (1 + 4ξ2)− (1 + 2ξ2) (21 + 62ξ2) +

33 (1 + 2ξ2)
3

1 + 2λ2

− (1 + 2ξ2)
3
(23 + 24ξ2)

(1 + 2λ2)
2 +

6 (1 + 2ξ2)
4

(1 + 2λ2)
3

)

+
9ξ0 (ξ2 − λ2)2

(ξ0 − λ0)3

(
6
(1 + 2ξ2)

2

(1 + 2λ2)
2 − 10

1 + 2ξ2
1 + 2λ2

+ 5

)
− 72λ2λ4 (1 + 2ξ2) (1− 4λ2 + 6ξ2)

(ξ0 − λ0) (1 + 2λ2)
3

+
9ξ0λ4

(ξ0 − λ0)2

(
6
(1 + 2ξ2)

2

(1 + 2λ2)
2 − 8

1 + 2ξ2
1 + 2λ2

+ 3

)
+

216λ24

(1 + 2λ2)
3

]

+
∂tξ0 − 2ξ0
96π2ξ0

[
2ξ22
ξ20

+
3ξ0 (ξ2 − λ2)2

(ξ0 − λ0)3

(
6
(1 + 2ξ2)

2

(1 + 2λ2)
2 − 10

1 + 2ξ2
1 + 2λ2

+ 5

)

+
3ξ0λ4

(ξ0 − λ0)2

(
6
(1 + 2ξ2)

2

(1 + 2λ2)
2 − 8

1 + 2ξ2
1 + 2λ2

+ 3

)]

+
1

96π2

∂tξ2
ξ0

[
− 2ξ2

ξ0
− 24ξ0λ4 (1− 4λ2 + 6ξ2)

(1 + 2λ2)
2
(ξ0 − λ0)

− 3ξ0 (ξ2 − λ2)
(ξ0 − λ0)2

(
12

(1 + 2ξ2)
2

(1 + 2λ2)
2 − 21

1 + 2ξ2
1 + 2λ2

+ 10

)]
+
Nfy

4

8π2
. (5.94)

各方程式の最後の項はフェルミオンの寄与である. Nf = 0とするとその寄与は脱結合する. Nf ̸= 0か
つ y = 0とすると ξ0, λ0 にのみフェルミオンの寄与が与えられることになる.
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(I) (II) (III) (IV) (V)

(VI) (VII) (VIII) (IX)

(X) (XI) (XII) (XIII)

図 5.5 Yukawa 結合定数に対して補正を与えるダイアグラム. 黒丸は Yukawa 結合定数 y を表し,

グレーの円はスピン 1のスカラー場の混合を表す.

5.4.2 Yukawa結合定数に対するくりこみ群方程式

Yukawa結合定数に対して ϕ = 0の周りでのくりこみ群方程式を与えると

∂ty =
5yΛ6

32π2

(
∂tξ̂0
6
− ξ̂0

)
I[2, 0, 0]

+
yΛ6

32π2

[
24

(
ξ̂2 −

∂tξ̂2
6

)
I[1, 1, 0]−

(
ξ̂0 −

∂tξ̂0
6

)
I[2, 0, 0]− 12C

(
ξ̂0 −

∂tξ̂0
6

)
I[2, 1, 0]

− 12CI[1, 2, 0]

]
− y3Λ6

16π2
(I[0, 1, 2] + I[0, 2, 1])− yΛ8

128π2

[
I[1, 0, 2] +

(
ξ̂0 −

∂tξ̂0
8

)
I[2, 0, 1]

]

+
3yΛ8

40π2

[
I[1, 0, 2] +

(
ξ̂0 −

∂tξ̂0
7

)
I[2, 0, 1]− 1

2Λ2
I[1, 0, 1]

]

− 3yΛ8

20π2

[
−

(
ξ̂0 −

∂tξ̂0
7

)
CI[2, 1, 1] +

(
ξ̂2 −

∂tξ̂2
7

)
I[1, 1, 1]

− C
(
I[1, 2, 1] + I[1, 1, 2]− 1

2Λ2
I[1, 1, 1]

)]
(5.95)
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となる. ここで, C = ξ̂2Λ
2 − λ̂2 と

I[ng, nb, nf ] :=
1

ΨngΣnb
1 Σ

nf

3

∣∣∣∣
ϕ=0

=
1

(ξ̂0Λ2 − λ̂0)ng (Λ2 + 2λ̂2)nb(Λ2)nf

(5.96)

のように定義した. (5.95)の各項と図 5.5のダイアグラムの対応は以下の通りである. 第 1項目は (I),

第 2 項目は (III), (IV),(V), y3 に比例している項は (VI), 第 4 項目は (VIII), (IX), 第 5 項目は (X),

(XI), 最後の項は (XII)と (XIII)と対応する.

無次元化は (5.88)式で与えた λ2n, ξ2n で定義する:

∂tλ̂2n =
1

Λ2n−4
[∂tλ2n + (2n− 4)λ2n] , ∂tξ̂2n =

1

Λ2n−2
[∂tξ2n + (2n− 2) ξ2n] . (5.97)

ここで, ∂tξ̂0 = Λ2(λ0 = ξ2) = 0の場合での Yukawa結合定数のくりこみ群方程式を示しておく. ま
ず, ∂tξ0 − 2ξ0 = 0のとき,

ẏ := −βy =
y3(1 + λ2)

8π2 (1 + 2λ2)
2 + G̃y

29− 4λ2 (1− 5λ2)

20π (1 + 2λ2)
2 (5.98)

となる. *15 次に, ∂tξ0 → 0とすると

ẏ := −βy =
y3(1 + λ2)

8π2 (1 + 2λ2)
2 + G̃y

2395 + 4λ2(347 + 315λ2)

1120π (1 + 2λ2)
2 +O

(
G̃2
)

(5.99)

となる.

5.5 数値計算
5.5.1 固定点構造

固定点の定義は βi(g
∗) = 0と与えられる. すなわち, その点ではくりこみ群はフローしない. 固定点

g∗ の周りのくりこみ群のフローを解析するために, その周りで線形化されたくりこみ群方程式を考える.

今, 理論空間の次元を N とし, g∗ の周りでくりこみ群方程式を展開すると

βi(g) = βi(g
∗) +

N∑
j=1

∂βi
∂gj

∣∣∣∣
g=g∗

(
gj − g∗j

)
+ · · · (5.100)

となる. βi(g
∗) = 0なので第 1項目は消える. v := g − g∗ の 1次項を残し, 高次項は無視すると

∂tvi =

N∑
j=1

∂βi
∂gj

∣∣∣∣
g=g∗

vj (5.101)

のように線形化されたくりこみ群方程式を得る. 行列

Mij :=
∂βi
∂gj

∣∣∣∣
g=g∗

(5.102)

*15 この結果と [277]の (6)式で与えられている結果を比べると, 第 1項目 (これは図 5.5の (VI)に対応)は一致しているが,

第 2項目は合っていない.
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を定数行列 V で対角化すると

N∑
i,j=1

(
V −1

)
li

∂βi
∂gj

∣∣∣∣
g=g∗

Vjk = θkδlk (5.103)

となる. このとき k は和をとらない. M の k 番目の固有値が θk で, V (k) = (Vjk)j=1,...,N が固有ベク
トルになる. すなわち,

MV (k) = θkV
(k) (5.104)

である. したがって, (5.101)式は

∂tκi = θiκi (5.105)

となる. ここでも iは和をとらない. また, vi =
∑N
j=1 Vijκj とした. (5.105)式は解くことができて

κi(t) = Cie
θit (5.106)

と得る. ただし, Ci は定数である. この方程式を元の結合定数 gi で書き直すと

gi(t) = g∗i +
N∑
j=1

VijCj

(
Λ0

Λ

)θj
(5.107)

となる. ζij = CjVij とすると (5.7)式になる. この方程式からわかることを以下にまとめる.

• Im(θi) ̸= 0のとき, 結合定数 gi が振動解となり, UVから IRへのフローで他の結合定数と混合
することを意味している.

• Re(θi) > 0 のとき, UV から IR へ (Λ → 0) のフローで gi は固定点 g∗i から離れて大きくなる.

したがって, Re(θi) > 0を持つ gi は relevantな演算子に対する結合となり, Ci は物理的な自由
パラメータになる. すなわち, Ci が IRの物理を決める.

• Re(θi) = 0 のとき, 解 (5.106) は Im(θi) ̸= 0 であれば振幅が一定の振動解になる. これは
marginalである.

• Re(θi) < 0のとき, フローは UV固定点 g∗i へと近づくフローになる. したがって irrelevantな
結合定数となる.

Re(θi) > 0となる臨界指数の数が UV臨界面の次元となる. この数が有限であれば UV完全かつくり
こみ可能な理論となる. 以下では重力理論に対してこのような固定点構造を調べていく.

5.5.2 アインシュタイン–ヒルベルト・トランケーション

ここでは重力理論に対してのレビューを行う. ここでの結果は [272, 274, 275]で示されたものである.

トランケーションとしてアインシュタイン–ヒルベルト・トランケーションと呼ばれる近似を採用す
る. これは有効作用として

ΓΛ[gµν ; hµν ] =

∫
d4x
√
ĝ
{
λ0 − ξ0R̂

}
+ SGF + Sgh, (5.108)
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とする. 無次元のニュートン定数 ξ0 と宇宙定数 λ0 は

βξ0 = 2ξ0 −
1

384π2

[
21 +

8ξ0(7ξ0 − 2λ0)

(ξ0 − λ0)2

]
+
∂tξ0 − 2ξ0
1152π2ξ0

17ξ20 + 18ξ0λ0 − 15λ20

(ξ0 − λ0)2
, (5.109)

βλ0 = 4λ0 −
1

32π2

[
3 +

6λ0
ξ0 − λ0

]
+
∂tξ0 − 2ξ0
96π2ξ0

5ξ0 − 2λ0
ξ0 − λ0

(5.110)

となる. 固定点は連立方程式 βξ0 = 0, βλ0 = 0を解くことで求められ, 数値的に求めると

ξ∗0 = 2.38× 10−2, λ∗0 = 8.62× 10−3 (5.111)

となって, 非自明な固定点を得る. この固定点の周りにおける行列 (5.102)は

M =


∂βξ0
∂ξ0

∂βξ0
∂λ0

∂βλ0

∂ξ0

∂βλ0

∂λ0


∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ0=ξ∗0
λ0=λ∗

0

=

(
4.79429 −6.42602
2.33613 −0.505996

)
(5.112)

となる. この行列の固有値は θ1,2 = 2.14414± 2.82644iとなる. したがって, ξ0 and λ0 は relevantな
結合定数になることがわかる. また, 固有ベクトルは

V (1), V (2) =

(
0.856378

0.353177± 0.376673i

)
(5.113)

となり, 固定点周りのフローは

ξ0(t) = ξ∗0 + 0.856378

(
Λ0

Λ

)2.14414
[
A cos

(
ln

(
Λ0

Λ

)2.82644
)

+B sin

(
ln

(
Λ0

Λ

)2.82644
)]

,

(5.114)

λ0(t) = λ∗0 +

(
Λ0

Λ

)2.14414
[
(0.353177A+ 0.376673B) cos

(
ln

(
Λ0

Λ

)2.82644
)

+ (−0.376673A+ 0.353177B) sin

(
ln

(
Λ0

Λ

)2.82644
)]

(5.115)

と求められる. ここで, A := C1 + C2, B := i (C1 − C2)は実数の定数で自由パラメータとなる.

5.5.3 スカラー・重力理論

次に中性スカラー場と重力が結合している系へと拡張する [272, 274, 275]. 今, 理論空間として
gi = {ξ0, λ0, ξ2, λ2, λ4}を考える. 数値的に求めると

ξ∗0 = 2.38× 10−2, λ∗0 = 8.62× 10−3, ξ∗2 = 0, λ∗2 = 0, λ∗4 = 0 (5.116)

を得る. 重力の結合定数は非自明な固定点であるが, 物質場に対する結合定数は自明な (Gaussian)固定
点となっている. したがって, 固定点 (5.116)はガウシアン物質固定点 (Gaussian-matter fixed point)
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と呼ばれる. *16 固定点 (5.116)の周りでは行列 (5.102)は

M =


4.85544 −6.51993 0.00766245 −0.00262748 0
2.40051 −0.570309 0.00234951 0.0055494 0

0 0 2.85544 −6.51993 −0.0157649
0 0 2.40051 −2.57031 0.0332964
0 0 0 0 −2.62692

 (5.117)

となり, この行列の固有値と固有ベクトルは

θ1,2 = 2.143± 2.879i, V (1), V (2) =


0.8549

0.3557± 0.3776i
0
0
0

 , (5.118)

θ3,4 = 0.143± 2.879i, V (3), V (4) =


(−1.8059± 0.731i)× 10−3

(3.0723± 1.0763i)× 10−3

0.3557± 0.3776i
0.8549

0

 , (5.119)

θ5 = −2.627, V (5) =


2.0687× 10−5

2.7445× 10−5

−1.3805× 10−2

−1.3542× 10−2

0.999813

 (5.120)

と与えられる. これからわかることは次の通りである.

• 固有ベクトル V (1) と V (2) を見ると, 第 1,2列のみに値がある. したがって, これは ξ0 と λ0 の混
合を意味している. そして, 対応する固有値, すなわち, 臨界指数は Re θ1 > 0, Re θ2 > 0なので
relevantである. (5.113)の結果と比べるとほとんど値が変わっていないので, スカラー場の影響
はあまり受けていない.

• V (3) と V (4) は ξ0, λ0, ξ2, λ2 からの寄与があるが, ξ0 と λ0 からの寄与は ξ2 と λ2 からのものよ
りも小さい. Re θ3 > 0かつ Re θ4 > 0であるから, これに対応する結合定数は relevantである.

非最小結合 ξ2 は自明な固定点 g∗ = 0周りではその正準次元がゼロなので marginalになると思
われるが, 重力の効果によって relevantになっている.

*16 微分を含む自己相互作用項, 例えば,

ρ

∫
d4x
√
g gµνgαβ∂µϕ∂νϕ∂αϕ∂βϕ

のような項を理論空間に含めて解析すると, 結合定数 ρのベータ関数は ρに依らない項が現れる:

βρ = c1g
2f(λ) + · · ·

のようになる. ここで, cは定数, g と λはそれぞれ重力の結合定数とスカラー場の 4点結合定数である. すなわち,このよ
うな相互作用が重力の量子効果によって生成されることを示しており, ρ = 0 は βρ = 0 を満たさず, 固定点にならない.

一方, スカラー場の 4点結合定数 λのベータ関数は

βλ = c2ρ
2 + · · ·

のような λ自身に依らず, ρに依る項が現れる. ρ = 0が固定点ではないので, λ = 0も固定点にならない. 以上のベータ
関数の構造は, 初期作用が λ = ρ = 0であっても, 重力のゆらぎ g があると ρや λが生成されることを意味している. こ
のような場合はガウシアン物質固定点は現れない [361].
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• スカラー場の 4 点結合定数 λ4 は臨界指数が Re θ5 < 0 となっているので irrelevant である.

重力との結合がない場合, 自明な固定点周りで λ4 は marginal であるが, 重力の効果によって
irrelevantになっていることがわかる.

以上から, ここで与えた理論空間において, relevantなものは ξ0, λ0, ξ2, λ2 の 4つで, これらによって
UV臨界面が張られることになり, 自由パラメータになる [272, 274].

5.5.4 フェルミオンの効果

理論空間を { gi }i=1,...,6 = { ξ0, λ0, ξ2, λ2, λ4, y }と拡張し, Nf = 1としてフェルミオンの効果を取
り入れる. (5.90)式–(5.94)式に対する連立方程式 βgi = 0を解くと, ガウシアン物質固定点を得る:

ξ∗0 = 1.63× 10−2, λ∗0 = 3.72× 10−3, ξ∗2 = 0, λ∗2 = 0, λ∗4 = 0, y∗ = 0. (5.121)

この固定点の周りで, 行列 (5.102)は

M =


3.6814 −5.39674 0.00776027 −0.00258676 0 0
1.99718 −0.663341 0.00295698 0.00534691 0 0

0 0 1.6814 −5.39674 −0.0155205 0
0 0 1.99718 −2.66334 0.0320815 0
0 0 0 0 −2.60696 0
0 0 0 0 0 −1.46426

 (5.122)

となる. この行列の固有値 θi と固有ベクトル V (i) は

θ1,2 = 1.50903± 2.46151i, V (1), V (2) =


0.854336

0.343899± 0.389672i
0
0
0
0

 , (5.123)

θ3,4 = −0.490968± 2.46151i, V (3), V (4) =


(−3.11425∓ 1.27885i)× 10−3

(−1.92736± 0.618506i)× 10−3

0.854329
0.343897∓ 0.389669i

0
0

 , (5.124)

θ5 = −2.60696, V (5) =


3.88533× 10−5

2.91974× 10−5

−1.65107× 10−2

−1.59949× 10−2

0.999736
0

 , (5.125)

θ6 = −1.46426, V (6) =


0
0
0
0
0
1

 (5.126)

を得る. 以下のことがわかった.
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• 行列 (5.122)を見ると Yukawa結合定数は他の結合定数との混合がないことがわかる. Re(θ6) <

0なので, Yukawa相互作用は irrelevantになることがわかる.

• ニュートン定数と宇宙定数に対応する臨界指数 Re θ1,2 は正であるから relevantである. しかし,

フェルミオンの効果によってその値はフェルミオンの効果が入っていないときに比べて小さく
なっている.

• (5.92) 式–(5.94) 式において y = 0 とすると非最小結合定数 g3 (= ξ2), スカラー質量項 g4

(= λ2), スカラーの 4点結合定数 g5 (= λ4)は 5.5.3節で与えた式と変わらないが, フェルミオン
の量子効果が g1,2 にのみ寄与する. その結果として臨界指数 Re θ3,4 が負になっている. すなわ
ち, 非最小結合定数 g3 とスカラー質量項 g4 が irrelevantになり, UV臨界面を張る演算子になら
ないことを意味する.

今の場合, 物質場の結合定数は自明な固定点しか持たないため, その周りでは行列M には寄与は与えな
い. したがって, λ2 と ξ2 が irrelevantになったのは重力の結合定数 ξ0 と λ0 の固定点がフェルミオンの
効果によって, フェルミオンがない場合に比べて小さくなったためである. これはフェルミオンの寄与
が ξ0 と λ0 のくりこみ群方程式 (5.90)と (5.91)を見ると, スカラー場とはグラスマン数奇のために逆
になることによる. 実際, Nf = 0として, (5.121)の固定点周りでM を計算し, その固有値を求めると
Re θ3,4 = −0.508となる. 逆に, Nf = 1として, (5.116)の場合では Re θ3,4 = 0.144となって, Nf = 0

の場合 Re θ3,4 = 0.143とほぼ変わらない. つまり, 固有値の値が Re θ3,4 の符号を変えたことになる.

5.6 漸近安全な量子重力と階層性問題
前節での解析で得られた結果によると, フェルミオンの量子効果によってスカラー場の質量 m2 と
非最小結合 ξ は irrelevant になることがわかった. この結果を受けて, 漸近的に安全な理論の下での
Higgs・インフレーションと階層性問題に関して議論する.

Higgs・インフレーションでは非最小結合 ξ が重要な役割を担う. Higgs・インフレーションが観測結
果を説明するには ξ は少なくとも O(10) の大きな値をとる必要がある [309, 313]. 漸近的に安全な理
論の下で自由にとれる結合定数になるためには relevantになる必要がある. フェルミオンがない場合,

5.5.3節で見たように, ξ は relevantな結合定数である. したがって, 自由パラメータであり, 原理的には
O(10)の値をとってもよい. しかし, フェルミオンの量子効果があるような場合, 5.5.4節で得られた結
果は ξ が irrelevantな結合定数になるということである. ξ はもはや自由パラメータではなく, 低エネル
ギーでは relevantな結合定数によって生成される定数となる. *17 O(10)を説明できるであろか? それ
は今の状況では難しいと思われる. ξ のベータ関数 (5.92)を見ると量子効果として relevantとなる結合
定数を含んでいるので低エネルギーで生成されるが, ξ の正準次元はゼロであるから低エネルギーにお
いても大きな値にはならないと考えられる.

次に, 階層性問題について考える. 4章で議論したように階層性問題はスカラー場の質量に対する問題
である. ここで, 非摂動くりこみ群方程式の枠組みでの階層性を見てみよう. 簡単のために重力との結合
は考えず, スカラーの 4点結合を無視して相互作用として Yukawa相互作用のみを考える. このとき, 低

*17 今の模型で relevantな結合定数は宇宙定数 λ0 とニュートン定数 ξ0 である.
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エネルギーでのスカラー場の質量に対するの解は

m2(Λ)

∣∣∣∣
Λ→0

= m2
0 −

Nfy
2Λ2

0

8π2
(5.127)

と得られる. O
(
1019

)
GeVの裸の質量m0 と量子効果 (第 2項目)が打ち消してO

(
102
)
GeVのくりこ

まれた質量m2(0)を得なければいけない. これが階層性問題 (あるいは微調整問題)であった. *18

我々は m2 が irrelevant になる場合を示した. すなわち, m2
0 = 0 である. これは一見, 階層性問題

を解決しているように見える. しかしながら, そうではない. m2 も ξ の場合同様, 低エネルギーでは
relevantな相互作用によって生成される. しかし, ξ の正準次元はゼロであるのに対し, m2 の正準次元
は 2であり, 低エネルギーへのフローで指数的に増大する. したがって, O

(
102
)
GeVの質量を得るた

めにはやはり微調整が必要である. ただし, この微調整は質量の微調整ではなく, relevantな結合定数に
対するものであることに注意するべきである. 今の場合, プランク質量と宇宙定数を調整し, 低エネル
ギーで観測量を再現せよということであり, これはいい意味で言い換えれば予言力が上がったというこ
とでもある.

以上の議論から, 低エネルギーで望まれる状況 ξ ≫ 1, m2 ≪ Λ2
0 に対して, 全く逆の状況 ξ ≪ 1,

m2 ≫ Λ2
0 であることがわかる. しかし, 今の議論は簡単化した模型での議論であり, ゲージ場の効果を

取り入れていない. 標準模型の場合へと拡張することは将来の研究として重要である. また, ゲージ固定
として de-Donderゲージを採用しているが, 他のゲージ固定をした場合を調べ, 我々が得た結果がゲー
ジ固定やカットオフ・スキームに依らずに m2 や ξ が irrelevant になるかどうかを示すことも必要で
ある.

5.7 章のまとめ
漸近的に安全な量子重力と非最小結合する Higgs-Yukawa模型を解析を行った. 漸近的に安全な理論
とは, 非自明な UV固定点を持つことで UV完全な理論の候補が存在し, その固定点の周りでの臨界面
が有限の演算子で張られるような理論のことである.

アインシュタイン–ヒルベルト・トランケーションをした場合, ニュートン定数と宇宙定数に非自明な
固定点が存在し, 漸近的に安全な理論になりうることを見た.

スカラー場と重力が結合している場合, ガウシアン物質固定点が存在し, その固定点の周りではニュー
トン定数, 宇宙定数, スカラー場の質量, 非最小結合は relevant になり, スカラー場の 4 点結合定数は
irrelevantになる.

非最小結合する Higgs-Yukawa模型の場合, ガウシアン物質固定点固定点が存在し, その固定点の周
りではニュートン定数, 宇宙定数のみが relevantになり, その他の結合定数は irrelevantになることが
わかった. それは Yukawa相互作用によるものではなく, フェルミオンの量子効果による.

展望と課題
• ここでの解析はフェルミオンのみが取り入れられているが, ゲージ場の効果も取り入れる必要が
ある.

*18 ここで議論している微調整問題とは 4章で議論した通り, 裸の質量を臨界面の十分近く置くという微調整のことである.
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• 近似の改善として RµνR
µν や RµνρσR

µνρσ などの演算子を取り入れることも重要な課題である
が, 熱核展開による方法では R2 の演算子と区別がつかないため, どのように演算子を射影すべき
かが明確にならない [252, 254, 284].*19

• 高次微分重力は一般にゴースト場のプロパゲータに極が現れるため, ユニタリティが破れてしま
う. UVへのフローにおいて, くりこみ群のプロパゲータがゴースト場の極を含まなければその問
題はない. しかし, これは理論が自動的にユニタリーになることを意味しない. (ミンコフスキー
空間で)すべての量子ゆらぎを足し上げ, 真空が安定化することを示す必要がある [243]. ユニタ
リティを保つ UVでの量子重力を構築することが必要である.*20

*19 熱核展開の方法を工夫し, RµνRµν のような演算子を扱っている文献 [288, 300]もある.
*20 ローレンツ空間での解析は文献 [362]を見よ.
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付録 A

記法と公式

本論文では単位系として自然単位系 (ℏ = c = kB = 1)を用いてきた.

A.1 ユークリッド化
ミンコフスキー空間からユークリッド空間への変換を次のように定義する.

1. ベクトル (xµ, pµ, Aµ, · · · , etc. )

V 0 ≡ −iV0, V i ≡ VEi. (A.1)

2. ガンマ行列

γ0 ≡ γE0, γi ≡ iγEi. (A.2)

ここで”E”はユークリッド空間であることを表す. この notationを用いると

1. スカラー積

V µVµ = −VEµVEµ, /V = −iVEµγEµ, /∂ = i∂EµγEµ. (A.3)

2. ガンマ行列の反交換関係

{γEµ, γEν} = 2δµν (A.4)

3. γ5

γE
5 = γE0γE1γE2γE3 (A.5)

4. フーリエ変換

ψ(xE) =

∫
d4pE
(2π)4

eipE·xE ψ̃(pE) , ψ̃(pE) =

∫
d4xE e−ipE·xEψ(xE) . (A.6)

上記のユークリッド化に加えてしばしば ψ̄ → iψ̄E のようなユークリッド化を導入する場合がある. こ
れはによってフェルミオンの運動項は ψ̄Ei/∂ψE と与えられ, エルミートになるためである. しかし, この
ユークリッド化を導入すると密度項や Yukawa 相互作用項が iµψ̄Eγ

0
EψE や iyϕψ̄EψE のように虚数を

伴うため, 本論文ではこの方法は採用しない.
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A.2 Clifford代数
Diracのガンマ行列は次の代数を満たす.

{γµ, γν} = γµγν + γνγµ = 2gµν14×4, (A.7)

(γµ)† = γµ. (A.8)

14×4 はスピノル空間の単位元である. さらに, 次のような行列とテンソルを定義する.

γ5 = iγ0γ1γ2γ3, (A.9)

σµν =
i

2
[γµ, γν ] =

i

2
(γµγν − γνγµ). (A.10)

γ5 行列は次の代数を満たす.

(γ5)† = γ5,

(γ5)2 = 1, (A.11)

{γ5, γµ} = 0.

σµν はスピノル空間のローレンツ変換の生成子 Sµν = σµν/2を与え, ローレンツ代数

[Sµν , Sρσ] = i(−gµρSνσ + gνρSµσ + gµσSνρ − gνσSµρ) (A.12)

を満たす.

Dirac行列の満たす公式を以下に示す:

Tr(γµγν) = 4gµν , Tr(γµγνγργσ) = 4(gµνgρσ + gµσgνρ − gµρgνσ),
Tr(/A /B) = 4AB, Tr(/A /Bγ5) = 0,

Tr(γµγνγργσγ
5) = 4iϵµνρσ,

Tr(1) = 4, Tr(γ5) = 0,

Tr(any odd number of γ matrices) = 0,

γµγργν = gµργν + gρνγµ − gµνγρ − iϵµρνσγσγ5, γµγ
µ = 4,

γµ /Aγµ = −2/A, γµ /A /Bγµ = 4AB,

γµ /A /B /Cγµ = −2/C /B /A. (A.13)

ここで, ϵµνρσ は Levi-Civitaテンソルと呼ばれる 4階反対称テンソルで,

ϵµνρσ := sgn

(
0 1 2 3
µ ν ρ σ

)
(A.14)

と定義され, ϵ0123 = 1である. Levi-Civitaテンソルは以下の関係を満たす.

ϵµνρσϵµνρσ = −4!,
ϵανρσϵβνρσ = −3!δαβ ,
ϵαβµνϵρσµν = −2!(δαρδβσ − δασδβρ),
ϵαβγµϵρστµ = −1!(δαρδβσδγτ − δαρδβτδγσ + δατδβρδγσ + δατδβσδγρ + δασδβτδγρ − δασδβρδγτ ).
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ガンマ行列の陽な表現として Dirac表現

γi =

(
1 0
0 −1

)
,

(
0 σi

−σi 0

)
, γ5 =

(
0 1
1 0

)
(A.15)

とカイラル表現

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
, γ5 =

(
1 0
0 −1

)
(A.16)

がある. ただし, σµ := (1, σi), σ̄µ := (1,−σi)である. σi は Pauli行列であり, その表現は

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(A.17)

である.

4成分を持つスピノル場は

ψ =

(
ψL

ψR

)
, ψ̄ = (ψ̄R, ψ̄L) (A.18)

と与えられる. ここで, 演算子

PL,R =
1± γ5

2
(A.19)

を定義すると, この演算子は次の代数を満たす.

P 2
L = PL, P

2
R = PR, PLPR = 0, PL + PR = 1 (A.20)

したがって, 射影演算子となっていて, スピノル場に作用すると,

PLψ =

(
ψL

0

)
, PRψ =

(
0
ψR

)
(A.21)

となり, Diracフェルミオンの左巻きと右巻きがそれぞれを射影される.

A.3 Fierz変換
反交換関係を満たす Diracフェルミオン ψ, ψ̄を用いて ψ̄Γψなる表現を考える. ここで Γはスピノル
空間で定義される 4× 4行列である. この表現が双一次形式となるような行列 Γは 16通りあり, Dirac

行列を用いて書き表すことができて,

Γ = 1, γµ, σµν , iγµγ5, γ5 (A.22)

である. それぞれ, スカラー (S), ベクトル (V), テンソル (T), 軸性ベクトル (A), 軸性スカラー (P)で
ある. これらの行列は全て独立であり, 完全系を構成する. すなわち,

Tr(ΓaΓb) = 4gab (a, b = 1 ∼ 16) (A.23)

かつ

16∑
a=1

CaΓa = 0 (A.24)
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を満たすのは任意の aに対して Ca = 0のときのみであるということである. この性質を用いると任意
のスピノル空間上の行列 Λは次のように展開できる.

Λ =
16∑
a=1

caΓa (ca = Tr(ΓaΛ)/4) (A.25)

この式の (i, j)成分は
Λij =

1

4

∑
a

∑
l,m

(Γa)ij(Γa)lmΛml

Λの成分のうち, (k, n)成分のみが 1で, 他の成分が 0であるとすると

δikδjn =
1

4

∑
a

(Γa)ij(Γa)nk (A.26)

これに任意のフェルミオンと 4× 4の行列で定義された演算子 ψ̄1i(Λaψ2)k(ψ̄3Λb)jψ4n を両辺にかける
と Fierz変換

(ψ̄1Λaψ2)(ψ̄3Λbψ4) = −
1

4

∑
i

(ψ̄1Γiψ4)(ψ̄3ΛbΓiΛaψ2) (A.27)

を得る. (A.22)の完全系を用いて陽に書けば,

(ψ̄1Λaψ2)(ψ̄3Λbψ4) =−
1

4

[
(ψ̄1ψ4)(ψ̄3ΛbΛaψ2) + (ψ̄1γµψ4)(ψ̄3ΛbγµΛaψ2)

+ (ψ̄1
σµν√
2
ψ4)(ψ̄3Λb

σµν√
2
Λaψ2) + (ψ̄1iγµγ

5ψ4)(ψ̄3Λbiγµγ
5Λaψ2)

+ (ψ̄1γ
5ψ4)(ψ̄3Λbγ

5Λaψ2)] (A.28)

となる. *1 Λa = Λb = 1, γµ, σµν/
√
2, iγµγ

5, γ5 として代入すると, 左辺から右辺への変換は
S′

V ′

T ′

A′

P ′

 = −1

4


1 1 1 1 1
4 −2 0 2 −4
6 0 −2 0 6
4 2 0 −2 −4
1 −1 1 −1 1



S
V
T
A
P

 (A.29)

となる.

A.4 リー代数
次のような性質を持つ群元を持つ無限連続群をリー群と呼ぶ:

g(α) = eiα
aTa

= 1 + iαaT a +O(α2) (A.30)

ここで, αa は無限小パラメータ, T a は群の生成子で, 次の交換関係を満たす.

[T a, T b] = ifabcT c (A.31)

*1 ψ ∼ asus(p) e−ip·x と書くと, as がグラスマン数を持つ量で, us(p)がスピノルである. Fierz変換はスピノルに対する
変換であるから, us(p)に対する変換にすると (A.28)式の左辺のマイナス記号はない.
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fabc は構造定数と呼ばれる. この交換関係をリー代数という. 生成子は

[T a, [T b, T c]] + [T b, [T c, T a]] + [T c, [T a, T b]] = 0 (A.32)

を満たすことを用いると構造定数は Jacobi恒等式

fadef bcd + f bdef cad + f cdefabd = 0 (A.33)

を満たす.

群の生成子に対して次のように規格化を与える.

tr[T aT b] = Cδab (A.34)

C(r)は定数である. このとき, 構造定数は

fabc = − i

C
tr{[T a, T b]T c} (A.35)

となって, 完全反対称テンソルであることがわかる.

A.4.1 SU(N)群

特殊ユニタリー群 SU(N)は群元の表現がN ×N ユニタリー行列であり, その行列式が 1であるよう
な群のことである. すなわち,

UU† = U†U = 1, detU = 1 (A.36)

を満たす. U = eiH と書いたとき, detU =det(eiH) = eitrH = 1なので生成子は trH = 0となる. この
条件を満たす N ×N のエルミート行列は N2 − 1個存在する. よって SU(N)の群元は

U = exp


N2−1∑
a=1

αaHa

 (A.37)

と表される. N2 − 1個の生成子の内, N − 1個が対角的な表現をとることができる.

表現
以下に生成子の表現を示す.

• 基本表現
SU(N)の基本表現は N ×N 行列で与えられる.

1. SU(2)　 Pauli行列

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (A.38)
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2. SU(3)　 Gell-Mann行列

λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 ,

λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , λ5 =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , (A.39)

λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =
1√
3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 .

• 随伴表現

(T b)ac = ifabc (A.40)

で与えられる. 特に SU(2)のとき,

Σ1 =
1√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , Σ2 =
1√
2

0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 , Σ3 =

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 (A.41)

である.

Casimir演算子
生成子 T a を用いて

T 2 =
N2−1∑
a=1

T aT a ≡ T aT a (A.42)

なる演算子を定義すると, すべての生成子に対して

[T a, T 2] = 0 (A.43)

を満たす. この演算子 T 2 を Casimir演算子という. この演算子は単位行列に比例する.

T aT a = C2 · 1 (A.44)

特に, 随伴表現をとったとき

facdf bcd = Cad
2 δab (A.45)

となる. (A.34)式における係数 C との関係は

C =
d

dad
C2 (A.46)

となる. ここで dは表現の次元であり, dad は随伴表現の次元である. これらの関係を用いると

T aT bT a =

[
C2 −

1

2
Cad

2

]
T b, (A.47)

fabcT bT c =
1

2
iCad

2 T a (A.48)
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を得る.

SU(N)群において, C, C2 は基本表現, 随伴表現の下でそれぞれ,

Cfand =
1

2
, Cfand

2 =
N2 − 1

2N
, Cad = Cad

2 = N (A.49)

となる. また, 基本表現において

N2−1∑
a=1

(T a)ij(T
a)kl =

1

2

(
δilδkj −

1

N
δijδkl

)
(A.50)

の関係がある. これをさらに変形して

N2−1∑
a=1

(T a)ij(T
a)kl = −

N + 1

4N
(δijδkl − δilδjk) +

N − 1

4N
(δijδkl + δilδjk) (A.51)

iと k の入れ換えに対して, この第 1項は反対称であり, 第 2項は対称である.
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付録 B

超行列の演算

くりこみ群方程式は一般にグラスマン数が奇の場と偶の場の両方を含む形で定式化されている.

Wetterich方程式 (2.15)において, Γ
(2)
Λ + RΛ は一般に超行列になっている. ここでは超行列の演算方

法を述べる.

次のような超行列を考える.

M =

[
MBB MBF

MFB MFF

]
(B.1)

ここで, MBB とMFF はグラスマン数が偶であり, MBF とMFB は奇である. この行列M の超トレー
スを次のように定義する.

strM = trMBB − trMFF (B.2)

また, str(MN) = str(NM)を満たす. この超トレースの定義を用いて超行列式は

sdetM = exp(str lnM) (B.3)

と定義される. これは

sdet(MN) = sdetM sdetN (B.4)

を満たす. これらの定義を用いて超行列M は次のように分解される.

sdetM = sdet

[
MBB 0
MFB 1

]
sdet

[
1 M−1

BBMBF

0 MFF −MFBM
−1
BBMBF

]
=

detMBB

det
(
MFF −MFBM

−1
BBMBF

) . (B.5)

あるいは

sdetM = sdet

[
MBB −MBFM

−1
FFMFB MBFM

−1
FF

0 1

]
sdet

[
1 0

MFB MFF

]
=

det
(
MBB −MBFM

−1
FFMFB

)
detMFF

(B.6)

である. これらはすでに Grassmaan数が偶の量になっているので,

log(sdetM) = log detMBB − log det
(
MFF −MFBM

−1
BBMBF

)
(B.7)

log(sdetM) = log detMFF − log det
(
MBB −MBFM

−1
FFMFB

)
(B.8)

のように書くことができる.
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くりこみ群方程式の変形

超行列の演算を定義したので, その定義を用いてWetterich方程式を変形していく. Wetterich方程
式は

∂

∂Λ
ΓΛ =

1

2
STrx,y

( −→
δ

δΦ(x)
ΓΛ

←−
δ

δΦ(y)
+RΛ(x, y)

)−1

· ∂
∂Λ

RΛ(y, x)

 . (B.9)

と与えられる. Φは超場であり,

Φ =


ϕ
ψ

ψ̄T

Aµ
...

 (B.10)

のように書かれる. 今, 有効作用から求められる 2 点関数とカットオフ関数 RΛ をボソン的な部分と
フェルミオン的な部分を分けて書く:[

ΓBB ΓBF

ΓFB ΓFF

]
:=

−→
δ

δΦ(x)
ΓΛ

←−
δ

δΦ(y)
,

[
RBB 0
0 RFF

]
:= RΛ(x, y) . (B.11)

今, 修正された 2点関数を定義する:[
MBB MBF

MFB MFF

]
:=

[
ΓBB ΓBF

ΓFB ΓFF

]
+

[
RBB 0
0 RFF

]
. (B.12)

これを用いるとWetterich方程式は

∂

∂Λ
ΓΛ =

∂̃

∂Λ

1

2
STr

(
ln

[
MBB MBF

MFB MFF

])
=

∂̃

∂Λ

1

2
ln

(
SDet

[
MBB MBF

MFB MFF

])
=

1

2

∂̃

∂Λ

(
ln

[
DetMBB

]
− ln

[
Det

(
MFF −MFBM

−1
BBMBF

)])
=

1

2

∂̃

∂Λ
Tr

[
lnMBB

]
− 1

2

∂̃

∂Λ
Tr

[
ln
(
MFF −MFBM

−1
BBMBF

)]
(B.13)

と変形される. ここで, ∂̃/∂Λは RBB と RFF の Λ依存性のみに作用する微分演算子で, 途中で (B.5)式
を用いた. ∂̃/∂Λを演算すると

∂

∂Λ
ΓΛ =

1

2
Tr

[
M−1

BB

∂RBB

∂Λ

]
− 1

2
Tr

[(
MFF −MFBM

−1
BBMBF

)−1
(
∂RFF

∂Λ
+MFBM

−1
BB

∂RBB

∂Λ
M−1

BBMBF

)]
(B.14)
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図 B.1 上図: (B.15)式の第 2項目. 下図: (B.15)式の第 3項目. 黒丸はカットオフ関数の Λ微分
の挿入を表し, 二重線は質量項を持つフェルミオンのプロパゲータを表す.

となる. 第 1項目はボソンのループに対応することがわかる. 第 2項目はフェルミオンのループと, フェ
ルミオンとボソンが混合しているようなループの寄与が含まれていることがわかる. 実際, (B.13)式の
第 2項目を展開してみると

−1

2

∂̃

∂Λ
Tr

[
ln
(
MFF −MFBM

−1
BBMBF

)]
= −1

2

∂̃

∂Λ
Tr

[
lnMFF + ln

(
1−M−1

FFMFBM
−1
BBMBF

)]
= −1

2

∂̃

∂Λ

(
Tr

[
lnMFF

]
− Tr

[
M−1

FFMFBM
−1
BBMBF

]
+ · · ·

)
= −1

2
Tr

[
M−1

FF

∂RFF

∂Λ

]
+

1

2
Tr

[
M−1

FF

∂RFF

∂Λ
M−1

FFMFBM
−1
BBMBF

]
+

1

2
Tr

[
M−1

FFMFBM
−1
BB

∂RBB

∂Λ
M−1

BBMBF

]
+ · · · .

(B.15)

この第 1項目はフェルミオンのみのループである. 第 2項目と第 3項目はボソンとフェルミオンが混合
している寄与で, 前者はカットオフがフェルミオンのプロパゲータに, 後者ではボソンにそれぞれ挿入
されていることがわかる.

例えば, ボソンとフェルミオンが Yukawa相互作用 ϕψ̄ψ している系,

ΓΛ =

∫
d4x

[
ψ̄/∂ψ +

1

2
ϕ∂2ϕ+

1

2
m2ϕ2 − yϕψ̄ψ

]
(B.16)

の場合,

MFF =

(
0 /p

T
+RFF

Λ (p)
T − yϕ

/p+RFF
Λ (p)− yϕ 0

)
, MBB = p2 +RBB

Λ

(
p2
)
−m2,

MFB =

(
−yψ̄T

yψ

)
, MBF =

(
yψ̄ −yψT

)
(B.17)
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と与えられる. フェルミオンの粒子・反粒子の自由度分があり, 場 ψ, ψ̄ の基底で 2 成分を持つ行列で
あるが, 粒子・反粒子を区別がない場合 (ゼロ密度)は同じ寄与を与えるので 1行に簡約し, (B.15)式の
1/2の因子を消せばよい. このとき, (B.15)式の演算は

Tr

[
M−1

FF

∂RFF

∂Λ
M−1

FFMFBM
−1
BBMBF

]
= Tr

[
1

/p+RFF
Λ (p)− yϕ

∂RFF

∂Λ

1

/p+RFF
Λ (p)− yϕ

· yψ 1

p2 +RBB
Λ (p2)−m2

yψ̄

]
= −Tr

[
2(yψ̄) · (yϕ) · (/p) · (∂ΛRFF

Λ (p)) · (yψ)(
p2 +RFF

Λ (p)
2
+ y2ϕ2

)2 (
p2 +RBB

Λ (p2)−m2
)]+ · · · , (B.18)

Tr

[
M−1

FFMFBM
−1
BB

∂RBB

∂Λ
M−1

BBMBF

]
= Tr

[
1

/p+RFF
Λ (p)− yϕ

· yψ 1

p2 +RBB
Λ (p2)−m2

∂RBB

∂Λ

1

p2 +RBB
Λ (p2)−m2

yψ̄

]
= −Tr

[
(yψ̄) · (yϕ) · (∂ΛRBB

Λ (p)) · (yψ)(
p2 +RFF

Λ (p)
2
+ y2ϕ2

) (
p2 +RBB

Λ (p2)−m2
)2 ]+ · · · (B.19)

と計算される. フェルミオンのプロパゲータに対応する部分の ϕ2 を展開すれば, ϕψ̄ψ, ϕ3ψ̄ψ, · · · のよ
うに演算子が得られ, Yukawa相互作用によるそれらの有効相互作用への補正が読み取れる. また, 第 2

項目と第 3項目をダイアグラムで表すと図 B.1のようになる. 上述した演算とダイアグラムの対応関係
が理解できる. *1

*1 (B.18) 式の第 1 項目は図 B.1 の上図における右辺の第 1 項目に対応している. (B.18) 式の第 1 項目における 2 の因子
は, カットオフ関数の挿入箇所として 2つのフェルミオン・ラインのどちらかであり, その自由度分として 2があると理解
できる.
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付録 C

曲がった空間上の場の理論

重力場も 1種のゲージ場であり, 時空のゆがみとして解釈される. ここでは曲がった空間における場
の理論について最小限のレビューを行う. 詳細は文献 [363, 364, 365]等を参照せよ.

C.1 リーマン幾何
一般相対性理論の数学的基礎はリーマン幾何によって与えられている. 一般に多様体上の平行移動の
概念は存在しないが, リーマン幾何ではアフィン接続という平行移動のルールを与えることで平行移動
を定義する.

C.1.1 共変微分

平らな空間において, あるベクトル V µ(x)平行移動の変化量は

dV µ(xµ) = V µ(xµ + δxµ)− V µ(xµ) = ∂V µ

∂xν
dxν (C.1)

で与えられる.

曲がった空間では (C.1)のような座標の変化だけではなく, ベクトル V µ 自身が変化を受ける. その
変化を

δV µ = −ΓµαβV
αdxβ (C.2)

と書く. したがって, 曲がった空間での平行移動の量は

DV µ := dV µ − δV µ =

(
∂V µ

∂xβ
+ ΓµαβV

α

)
dxβ (C.3)

となる. これは点 xにあるベクトル V µ から点 x+ δxにあるベクトル V̄ µ への線形写像となっており,

アフィン接続と呼ばれる. Γµαβ はアフィン接続係数またはクリストッフェル記号と呼ばれ,

Γµαβ =
1

2
gµν

(
∂gνα
∂xβ

+
∂gνβ
∂xα

− ∂gαβ
∂xν

)
(C.4)

と与えられる. *1 以上の議論から任意のベクトル V µ と 1-形式 Vµ に対する共変微分 ∇µ をそれぞれ次

*1 クリスットッフェル記号の反対称成分 T ρ
µν := Γρ

µν − Γρ
νµ とねじれ率 (torsion)という.
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のように定義する:

∇µV ν := ∂µV
ν + ΓνρµV

ρ, (C.5)

∇µVν := ∂µVν − ΓρνµVρ. (C.6)

この共変微分は微分同相写像 (一般座標変換; 一般化ローレンツ変換)の下で不変となる.

ベクトルに作用する共変微分の交換関係を考えると

[∇µ,∇ν ]V α = RαβµνV
β (C.7)

となる. *2 ここで現れるテンソル Rαβµν はリーマン・テンソルまたは曲率テンソルと呼ばれ, クリス
トッフェル記号を用いて

Rαβµν =
∂Γµβν
∂xµ

−
∂Γαβµ
∂xν

+ ΓµρµΓ
ρ
βν − ΓµρνΓ

ρ
βµ (C.8)

と与えられる. このテンソルは添え字の入れ替えに対して次にような対称性がある:

Rαβµν = Rµναβ , (C.9)

Rαβµν = −Rβαµν = −Rαβνµ = Rβανµ, (C.10)

Rαβµν+Rανβµ +Rαµνβ = 0. (C.11)

N 次元多様体でのリーマン・テンソルの独立な成分の数は

1

12
N2(N2 − 1) (C.12)

個である.

リーマン・テンソルからリッチ・テンソルとスカラー曲率と呼ばれる量を定義する:

Rαβ := gµνRµανβ = Rµαµβ , (C.13)

R := gαβRαβ . (C.14)

C.1.2 リー微分とキリング・ベクトル

次に計量テンソルが座標の変換 xµ → x′µ = xµ + tV µ(x)に対してどのように変換されるかを見る.

ただし, パラメータ tは微小であるとする. このとき,

g′µν(x′ρ) =
∂x′µ

∂xα
∂x′ν

∂xβ
gαβ(xρ) ≃

(
δµα + t

∂V µ

∂xα

)(
δνβ + t

∂V ν

∂xβ

)
gαβ(xρ)

≃ gµν(xρ) + t

(
gµβ

∂V ν

∂xβ
+ gαν

∂V µ

∂xα

)
(C.15)

*2 ゲージ場 Aµ の場合, 共変微分の交換関係は

[Dµ, Dν ]ψ = Fµνψ

であった.
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となる. この左辺の計量テンソルは座標 x′ で定義されているので, これを xで与えたい. 左辺を次によ
うに展開する:

g′µν(x′ρ) = g′µν(xρ + tV ρ) ≃ g′µν(xρ) + tV ρ
(
∂g′µν

∂xρ

)
. (C.16)

この右辺の第 2項目の g′µν は V µ の高次を無視できるとするならば gµν とできるので, (C.15)式は

g′µν(xρ) = gµν(xρ)− V ρ
(
∂gµν

∂xρ

)
+ gµβ

∂V ν

∂xβ
+ gαν

∂V µ

∂xα

= gµν(xρ) + t δgµν(xρ) (C.17)

と書かれる. この計量テンソルの時空の任意のベクトル場 V による変化による一連の操作はリー微分と
して定義できる:

δgµν(x) = LV gµν(x) = lim
t→0

g′µν(x′)− gµν(x)
t

= −V ρ ∂

∂xρ
gµν + gµρ

∂

∂xρ
V ν + gρν

∂

∂xρ
V µ, (C.18)

δgµν(x) = LV gµν(x) = lim
t→0

g′µν(x
′)− gµν(x)
t

= V ρ
∂

∂xρ
gµν + gµρ

∂

∂xν
V ρ + gρν

∂

∂xµ
V ρ. (C.19)

これは共変微分を用いて書き直すことができて,

LV gµν = ∇µVν +∇νVµ (C.20)

となる. 特に Lξgµν = 0となるベクトル ξµ をキリング・ベクトルと呼び,

∇µξν +∇νξµ = 0 (C.21)

をキリング方程式という. キリング・ベクトルは δgµν = 0となるようなベクトルであり, 時空の構造と
密接な関係がある. N 次元の多様体には最大で

N(N + 1)

2
(C.22)

のキリング・ベクトルが存在する. 最大個数のキリング・ベクトルを持つ多様体は最大対称であると
いう.

C.2 時空積分の測度
平らな空間における時空積分は ∫

ddx′ (C.23)

である. これが曲がった空間ではどのようになるかを見る.

曲がった空間を定義する計量 gµν は四脚場 eaµ(x) = ∂x′a/∂xµ (vierbein; tetrad)を用いて

gµν = eaµe
b
νηab, gµν = eµae

ν
bη
ab (C.24)
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と定義される. ただし, ηab, η
ab は平らな空間の計量で,

ηab = ηab =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (C.25)

である. gµν = eµae
ν
bη
ab の両辺の行列式は

g := det gµν = (det eµa) (det e
ν
b )
(
det ηab

)
= −(det e)2 (C.26)

となり, これを解くと

det e =
1√
−g

(C.27)

を得る. これを用いると曲がった空間における積分測度は

ddx = dx1 · · · dxd = (det e)dx1′ · · · dxd′ = 1√
−g

ddx′ (C.28)

のようになるから, 積分測度は

ddx′ →
√
−g ddx (C.29)

と変換されることがわかる.

C.3 スカラー場
平らな空間での自由スカラー場のラグランジアンは

L =
1

2
ηab(∂

aϕ)(∂bϕ)− 1

2
m2ϕ2 (C.30)

である. 曲がった空間へは四脚場 eaµ(x)を用いて

L =
√
−g
[
1

2
ηabe

a
µ(x) e

b
ν(x) (∂

µϕ)(∂νϕ)− 1

2
m2ϕ2

]
=
√
−g
[
1

2
gµν(x) (∂

µϕ)(∂νϕ)− 1

2
m2ϕ2

]
(C.31)

となる. 前節で求めた作用積分における時空間積分 d4x→ d4x
√
−g からくる.

C.4 スピノル場
平らな空間の場合において, スピノル場 ψ に対するラグランジアンは

L = ψ̄(x) (iγa∂
a −m)ψ(x) =

i

2

(
ψ̄γa∂

aψ − (∂aψ̄)γ
aψ

)
−mψ̄ψ (C.32)
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に従う. スピノル空間でのローレンツ変換は

S = exp

(
− i
4
ϵabσab

)
≃ 1− i

4
ϵabσab, σab =

i

2
(γaγb − γbγa) (C.33)

で与えられる. だたし, Diracのガンマ行列は反交換関係

γaγb + γbγa = 2ηab (C.34)

を満たす. これを用いるとラグランジアンはローレンツ変換の下で

ψ̄(x) [iγa∂
a −m]ψ(x)→ ψ̄

(
Λ−1x

)
S−1(SS−1)

[
iγa
(
Λ−1

)a
b
∂b −m

]
Sψ
(
Λ−1x

)
= ψ̄

[
i(S−1γaS)

(
Λ−1

)a
b
∂b −m

]
ψ
(
Λ−1x

)
= ψ̄

[
iΛcaγc

(
Λ−1

)a
b
∂b −m

]
ψ
(
Λ−1x

)
= ψ̄[iγa∂

a −m]ψ (C.35)

となって不変である. ローレンツベクトルに対するローレンツ変換は

Λab = exp

(
− i
4
ϵcdJ cd

)
≃ δab −

i

4
ϵcd
(
J cd

)a
b
,

(
J cd

)
ab

= 2i
(
δcaδ

d
b − δcbδda

)
(C.36)

である.

これを曲がった空間へと拡張する. ところが, 曲がった空間ではスピノールの有限次元表現は存在し
ない. そこで, 各時空点に接平面を考え, そこでのローレンツ変換を与えることで定義する. それは四脚
場を用いて行なわれる.

曲がった空間でのガンマ行列は四脚場 eµa(x)を用いて

γµ(x) = eµa(x) γ
a (C.37)

と定義され, *3 そのローレンツ変換はベクトル的に変換される:

e′µa(x) = Λba(x) e
µ
b (x) . (C.39)

ローレンツ変換の下でラグランジアンが不変になるようにするために

∇aψ(x)→
(
Λ−1

)b
a
(x)S(∇bψ(x)) (C.40)

となるような共変微分を定義する. *4 このように定義すると, 平らな空間の場合と同様の計算をすると

ψ̄(x) [iγaeµa(x)∇µ −m]ψ(x)→ ψ̄
(
Λ−1x

)
S−1

[
iSS−1γaSΛ b

a (x)∇b − Sm
]
ψ
(
Λ−1x

)
= ψ̄ [iγa∇a −m]ψ (C.41)

*3 このガンマ行列が満たす交換関係は

γµ(x) γν(x) + γν(x) γµ(x) = 2gµν(x) (C.38)

となる.
*4 ゲージ変換における共変微分は

Dµψ(x)→ e−iα(x)Dµψ(x)

であった.
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となって不変にできる. ∇µ を陽に書くと

∇µψ =

(
∂µ −

i

4
σabω

ab
µ

)
ψ (C.42)

となる. だたし,

ωabµ = eaν∇µebν (C.43)

はスピン接続と呼ばれる. したがって, 曲がった空間でのスピノル場のラグランジアンは

L =
√
−gψ̄(x) [iγaeµa∇µ −m]ψ(x)

=
√
−gψ̄(x) [i /∇−m]ψ(x) (C.44)

となる. この導出は例えば文献 [366]を見よ.

C.5 ゲージ場
平らな空間でのゲージ場の作用は

L = −1

4
FabF

ab, Fab = ∂aAb − ∂bAa (C.45)

と与えられる.

曲がった空間においてローレンツ変換 (微分同相写像)の下で不変になるためには微分 ∂µ を共変微分
∇µ に変えればよい. すなわち,

L =
√
−g
(
−1

4
FµνF

µν

)
, Fµν = ∇µAν −∇νAµ (C.46)

となる. 非可換ゲージ場の場合も同様にすればよい.
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付録 D

熱核展開

一般に, くりこみ群方程式を導出する際に微分演算子の固有値を足しあげる必要がある. 曲がりのな
い平坦な時空間では平面波展開が使え, 微分演算子は運動量に変わることで, 運動量積分を行えば固有
値を足しあげることができる. しかし, 曲がった時空間では平面波展開が使えないため, 別の方法が必要
である. その方法の一つが熱核展開の方法である. ここではその方法についてごく簡単にまとめておく.

ある任意の関数W
(
p2
)
とそのトレース Tr

[
W
(
p2
)]
が与えられているとする. p2 = −gµν∂µ∂ν は微分

演算子である. この関数をラプラス変換すると

Tr
[
W
(
p2
)]

=

∫ ∞

−∞
ds W̃ (s)Tr

[
e−s p

2
]

(D.1)

を得る. 右辺のトレース部分を次のように展開する:

Tr
[
e−s p

2
]
=
∑
n=0

Bn
(
p2
)
s−(D−n)/2. (D.2)

ただし, D は時空間の次元で, また,

Bn
(
p2
)
=

1

(4π)D/2

∫
dDx
√
g tr [bn] (D.3)

と定義した. 係数 bn は熱核係数と呼ばれ, b0 = 1, b2 = R
6 1などと求まる. *1 尚, 1は場のスピン表

現上の単位元である. この係数の一覧を D.1に示す. (D.3)を (D.1)に代入すると

Tr [W (p2)] =
1

(4π)D/2

{
QD

2
[W ]

∫
dDx
√
g tr[b̄0] +QD

2 −1[W ]

∫
dDx
√
gR tr[b̄2] +O(R2)

}
(D.4)

となる. このとき, b̄0 := 1, b̄2 := 1/6, また,

Qn[W ] :=

∫ ∞

−∞
ds(−s)−nW̃ (s), (D.5)

と定義した. この関数をMellin変換すると

Q0[W ] =W (0),

Qn[W ] =
1

Γ[n]

∫ ∞

0

dz zn−1W [z], (D.6)

*1 熱核係数の導出は Gilkeyの方法 [367, 368]と De Wittの方法 [369]の 2つがある.
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を得る. Γ[n]はガンマ関数である. (D.4)と (D.6)を使うと曲がった空間における微分演算子に対する
トレースをとることができる. 曲がった空間だけではなく, 任意の背景場がある場合にも適用できる. よ
り詳細な事柄はレビュー [248, 370, 371]を参照せよ.

表 D.1 D = 4での個々の粒子に対する熱核係数

　 h⊥µν (spin 2) ξµ, C
⊥
µ (spin 1) ψ,ψ (spin 1/2) h, σ, ϕ, C, C̄ (spin 0)

tr[b̄0] =: b0 5 3 2 1

tr[b̄2] =: b2 −5

6

1

4

1

3

1

6
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付録 E

量子統計

密度行列

ρ̂ = exp
[
−β(Ĥ − µiNi)

]
(E.1)

を定義すると, 系の分配関数は

Z = Tr ρ̂ (E.2)

で与えられる. 分配関数を評価することで, 圧力 P , 数密度 Ni, エントロピー S, 内部エネルギー E は
それぞれ

P =
∂

∂V
T logZ, (E.3)

Ni =
∂

∂µi
T logZ, (E.4)

S =
∂

∂T
T logZ, (E.5)

E = −PV + TS + µiNi (E.6)

と求まる. 自由粒子の場合,

logZ = V

∫
d3p

(2π)3
log
(
1± e−β(E−µ)

)±1

(E.7)

である. スカラー場 ϕ(x⃗, τ)と Dirac場 ψ(x⃗, τ)のフーリエ変換は

ϕ(x⃗, τ) =

√
β

V

∞∑
n=−∞

∑
p⃗

ei(p⃗·x⃗+ωnτ)ϕ̃n(p⃗) , ωn = 2πnT, (E.8)

ψ(x⃗, τ) =

√
β

V

∞∑
n=−∞

∑
p⃗

ei(p⃗·x⃗+ωnτ)ψ̃n(p⃗) , ωn = (2n+ 1)πT (E.9)

となる. ωn はMatsubara周波数と呼ばれる.

Matsubara和を計算する際に便利な公式を以下に示す:

∞∑
n=−∞

1

(2πn)2 + θ2
=

1

θ

(
1

2
+

1

eθ − 1

)
=

coth(θ/2)

2θ
, (E.10)

∞∑
n=−∞

1

(2n+ 1)2π2 + θ2
=

1

θ

(
1

2
− 1

eθ + 1

)
=

tanh(θ/2)

2θ
. (E.11)



117

付録 F

ベータ関数の導出

F.1 Nambu–Jona-Lasinio模型
有限温度・有限密度 NJL模型の有効作用を

ΓΛ[ψ, ψ̄] =

∫
d4x

[
ψ̄/∂ψ − V (σ; t)

]
(F.1)

として, 有効ポテンシャル V (σ; t)に対するくりこみ方程式をスムース・カットオフと最適化カットオ
フのそれぞれの場合について導出する.

F.1.1 シャープ・カットオフの場合

くりこみ群方程式は

∂ΓΛ

∂t
= −1

2
T

∞∑
n=−∞

∫
d3p

(2π)3
Λδ(|p⃗| − Λ) tr log

( −→
δ

δϕTp
ΓΛ

←−
δ

δϕ−p

)
(F.2)

となる. ただし, ϕTp =
(
ψT(−p) , ψ̄(p)

)
とした. ここで, 平均場を導入する:

ψ(p) = (2π)4δ(4)(p) ψ, ψ̄(p) = (2π)4δ(4)(p) ψ̄. (F.3)

ΓΛ の ϕ(p)による汎関数微分を行うと逆 2点関数は

−→
δ

δϕTp
ΓΛ

←−
δ

δϕp′
=


−
−→
δ

δψT
V

←−
δ

δψ
−i(/p− iµγ0)T −

−→
δ

δψT
V

←−
δ

δψ̄T

−i(/p+ iµγ0)−
−→
δ

δψ̄
V

←−
δ

δψ
−
−→
δ

δψ̄
V

←−
δ

δψ̄T

 (2π)4δ(4)(p− p′) (F.4)

となる. ポテンシャルの微分を次のように近似する:

−→
δ

δψT
V

←−
δ

δψ
= 0,

−→
δ

δψ̄
V

←−
δ

δψ̄T
= 0,

−→
δ

δψ̄
V

←−
δ

δψ
= ∂σV,

−→
δ

δψT
V

←−
δ

δψ̄T
= −∂σV. (F.5)

これは large-N 近似に対応する. この近似の下で (F.4)は

−→
δ

δϕTp
ΓΛ

←−
δ

δϕp′
≃

 0 −i/p−T + ∂σV

−i/p+ − ∂σV 0

 (2π)4δ(4)(p− p′) (F.6)
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となる. ただし, /p
±

:= /p ± iµγ0 と定義した. 行列の公式 tr log(A) = log det (A) と
tr log

(
/p
± ∓ i∂σV

)
= 4 1

2 log
(
(p±)

2
+ (∂σV )2

)
= 2 log

(
(p±)

2
+ (∂σV )2

)
を使うと (F.2) 式の

3次元運動量積分は次にように計算できる:∫
d3p

(2π)3
Λδ(|p⃗| − Λ) tr log

( −→
δ

δϕTp
ΓΛ

←−
δ

δϕ−p

)

=
4πΩΛ

(2π)3

∫
d|p⃗| δ(|p⃗| − Λ) |p⃗|2

×
{
2 log

[
(p0 + iµ)2 + |p⃗|2 + (∂σV )2

]
+ 2 log

[
(p0 − iµ)2 + |p⃗|2 + (∂σV )2

]}
= Ω

Λ3

π2

[
log
[
p20 + (E + µ)2

]
+ log

[
p20 + (E − µ)2

]]
= Ω

Λ3

π2

[ ∫ (E+µ)2

T 2

dθ2

θ2 + p20
+

∫ (E−µ)2

T 2

dθ2

θ2 + p20
+ Cn

]
, (F.7)

ここで, E :=
√
Λ2 + (∂σV )2 とし, Ω := (2π)4δ(4)(0)は時空の体積である. Cn := 2 log

(
T 2 + p20

)
は

V に依らない定数なので以後無視する. 次に, フェルミオンに対するMatsubara和を公式 (E.11)を用
いて計算すると

Ω
Λ3

π2
T

∞∑
n=−∞

[ ∫ (E+µ)2

T 2

dθ2

θ2 + p20
+

∫ (E−µ)2

T 2

dθ2

θ2 + p20
+ Cn

]

= Ω
Λ3

π2

[ ∫ E+µ

T

(
1− 2

eβθ + 1

)
dθ +

∫ E−µ

T

(
1− 2

eβθ + 1

)
dθ

]
= Ω

2Λ3

π2

[
E + T log

(
1 + e−β(E−µ)

)
+ T log

(
1 + e−β(E+µ)

)
+ C

]
(F.8)

となる. ここで, C := −2T + 2T log
(
1 + e−1

)
は定数なので無視する.

以上の計算と ∂tV = −∂tΓΛ/Ωであることを用いると

∂tV (σ; t) =
Λ3

π2

[
E + T log

(
1 + e−β(E−µ)

)
+ T log

(
1 + e−β(E+µ)

)]
(F.9)

を得る.

ゼロ温度極限では, (F.9)式の右辺の第 3項目は明らかにゼロになり, 第 2項目は,

• µ < E に対して,

lim
T→0

T log
(
1 + e−β(E−µ)

)
= lim
T→0

T log
(
1 + e−β|E−µ|

)
= 0 (F.10)

• µ > E に対して,

lim
T→0

T log
(
1 + e−β(E−µ)

)
= lim
T→0

T log
(
eβ|E−µ|

)(
e−β|E−µ| + 1

)
= lim
T→0

[
T log

(
eβ|E−µ|

)
+ T log

(
e−β|E−µ| + 1

)]
= |E − µ| (F.11)
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となる. したがって,

∂tV (σ; t) =
Λ3

π2

[
E + (µ− E) · θ(µ− E)

]
(F.12)

を得る.

ゼロ温度・ゼロ密度での 4体フェルミ結合定数に対するくりこみ群方程式は

V (σ; t) =
GΛ

2
σ2, M(σ; t) = ∂σV = GΛσ (F.13)

として,

∂t
GΛ

2
σ2 =

Λ4

π2

√
1 +

G2
Λσ

2

Λ2
=

Λ4

π2

(
1 +

G2
Λσ

2

2Λ2
+ · · ·

)
(F.14)

なので,

∂tGΛ =
Λ2G2

Λ

π2
(F.15)

を得る.

F.1.2 最適化カットオフ

Wetterich方程式

ΓΛ =
1

2

∫
d4p

(2π)4
str

[ −→
δ

δϕp
ΓΛ

←−
δ

δϕ−p
+RΛ

]−1

· (∂tRΛ) (F.16)

において, 3次元カットオフを用いる:

RΛ(p⃗, p⃗
′) =

(
0 i⃗/pT rΛ

(
p⃗2/Λ2

)
i⃗/p rΛ

(
p⃗2/Λ2

)
0

)
(2π)4δ(4)(p− p′) . (F.17)

このとき, large-N 近似の下, 逆 2点関数を計算すると

−→
δ

δϕp
ΓΛ

←−
δ

δϕp′
+RΛ(p, p

′) =

(
0 −i/p− + ∂σV

−i/p+ − ∂σV 0

)
(2π)4δ(4)(p− p′) (F.18)

となる. ここで, p± :=
(
p0 ± iµ, /⃗p(1 + rΛ)

)
と定義した. 3次元最適化カットオフは

rΛ
(
|p⃗|2/Λ2

)
=

(√
Λ2

|p⃗|2
− 1

)
θ

(
1− |p⃗|

2

Λ2

)
(F.19)

で与えられる [35].

Wetterich方程式を次のように変形する:

ΓΛ[ψ, ψ̄] = −
1

2
T

∞∑
n=−∞

∫
d3p

(2π)3
∂̃t tr log

[ −→
δ

δϕp
ΓΛ

←−
δ

δϕ−p
+RΛ

]
. (F.20)
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ここで, ϕT(p) =
(
ψT(−p) , ψ̄(p)

)
であり, ∂̃t はカットオフ関数 RΛ のスケール依存性のみに作用する,

すなわち, ∂̃t :=
∂RΛ

∂t ·
∂

∂RΛ
= ∂rΛ

∂t ·
∂
∂rΛ
である. あとはスムース・カットオフの場合と同様の計算をして

(RHS) = −Ω

2
T

∞∑
n=−∞

∫
d3p

(2π)3
∂̃t

{
2 log

[
(p0 + iµ)2 + |p⃗|2(1 + rΛ)

2 + (∂σV )2
]

+ 2 log
[
(p0 − iµ)2 + |p⃗|2(1 + rΛ)

2 + (∂σV )2
]}

= −ΩT
∞∑

n=−∞

∫
d3p

(2π)3
∂rΛ
∂t

{
2|p⃗|2(1 + rΛ)

(p0 + iµ)2 + |p⃗|2(1 + rΛ)2 + (∂σV )2

+
2|p⃗|2(1 + rΛ)

(p0 − iµ)2 + |p⃗|2(1 + rΛ)2 + (∂σV )2

}

= − Ω

2π2
T

∞∑
n=−∞

∫
d|p⃗| |p⃗|2

(
− Λ

|p⃗|
θ
(
1− |p⃗|2/Λ2

))
(2|p⃗|2(1 + rΛ))

×
{

1

(p0 + iµ)2 + |p⃗|2(1 + rΛ)2 + (∂σV )2
+

1

(p0 − iµ)2 + |p⃗|2(1 + rΛ)2 + (∂σV )2

}
=

ΩΛ5

3π2
T

∞∑
n=−∞

{
1

(p0 + iµ)2 + E2
+

1

(p0 − iµ)2 + E2

}

=
ΩΛ5

3π2
T

∞∑
n=−∞

1

E

{
E + µ

p20 + (E + µ)2
+

E − µ
p20 + (E − µ)2

}
=

ΩΛ5

6π2E

[
tanh

(
E + µ

2T

)
+ tanh

(
E − µ
2T

)]
(F.21)

となり, 最適化カットオフの場合のくりこみ群方程式

∂tV (σ; t) = − Λ5

6π2E

[
tanh

(
E + µ

2T

)
+ tanh

(
E − µ
2T

)]
(F.22)

を得る.

ゼロ温度極限では,

∂tV (σ; t) = − Λ5

6π2E
[1− θ(µ− E)] (F.23)

となる.

4体フェルミ結合定数のくりこみ群方程式は

∂tGΛ =
Λ2G2

Λ

3π2
(F.24)

となる.

F.2 漸近的に安全な量子重力と非最小結合する Higgs–Yukawa模型
5章で示したくりこみ群方程式の詳細な導出を示す.



付録 F ベータ関数の導出 121

F.2.1 ボソンの寄与

(B.14)式のボソンのループに対応する部分は

1

2
Tr

[
M−1

BB

∂RBB

∂Λ

]
=

1

2
Tr

∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
h⊥h⊥

+
1

2
Tr′

∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
ξξ

+
1

2
Tr′′

∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
SS

(F.25)

と与えられる. これらの寄与を個々に評価していく. カットオフ関数は 5.3.1節で与えた.

スピン 2の重力場 (横波のモード)の寄与

1

2
Tr

∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
h⊥h⊥

=
1

2
Tr

1
2 (∂tF )RΛ + 1

2F (∂tRΛ)
1
2F (PΛ + 2

3R)−
1
2V −

1
2Y

=
1

2
Tr

(∂tF )RΛ + F (∂tRΛ)

FPΛ − V − Y
− 1

3
Tr

(∂tF )RΛ + F (∂tRΛ)

(FPΛ − V − Y )2
FR+O(R2).

(F.26)

付録 Dで与えた熱核展開を用いて, O
(
R0
)
, O(R)の項を評価する.

• O
(
R0
)

1

2
Tr[W 1

h⊥ ] :=
1

2
Tr

(∂tF )RΛ + F (∂tRΛ)

FPΛ − V − Y

=
1

2

1

(4π)
2

{
bh

⊥

0 Q2[W
1
h⊥ ]

∫
d4x
√
g + bh

⊥

2 Q1[W
1
h⊥ ]

∫
d4x
√
gR

}
+O(R2) (F.27)

Q2[W
1
h⊥ ] =

1

Γ(2)

∫ ∞

0

dz zW 1
h⊥(z) =

∫ ∞

0

dz z
(∂tF )RΛ + F (∂tRΛ)

FPΛ − V − Y

=
Λ6

FΛ2 − V

[
1

6
(∂tF )− F

]
+

Λ6

(FΛ2 − V )
2

[
1

6
(∂tF )− F

]
Y +O(Y 2), (F.28)

Q1[W
1
h⊥ ] =

1

Γ(1)

∫ ∞

0

dz WT1(z) =

∫ ∞

0

dz
(∂tF )RΛ + F (∂tRΛ)

FPΛ − V − Y

=
Λ4

FΛ2 − V

[
1

2
(∂tF )− 2F

]
+O(Y ). (F.29)

• O(R)

−1

3
Tr[W 2

h⊥ ]R := −1

3
Tr

(∂tF )RΛ + F (∂tRΛ)

(FPΛ − V − Y )2
FR

=
1

3

1

(4π)
2

{
bh

⊥

0 Q2[W
2
h⊥ ]

∫
d4x
√
gR

}
+O(Y,R2), (F.30)

Q2[W
2
h⊥ ] =

1

Γ(2)

∫ ∞

0

dz z
(∂tF )RΛ + F (∂tRΛ)

(FPΛ − V )2
F

=
Λ6F

(FΛ2 − V )
2

[
1

6
(∂tF )− F

]
. (F.31)
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したがって,

1

2
Tr

∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
h⊥h⊥

=
bh

⊥

0

2 (4π)
2

Λ6

FΛ2 − V

[
1

6
(∂tF )− F

] ∫
d4x
√
g

+
1

(4π)
2

{
bh

⊥

2

2

Λ4

FΛ2 − V

[
1

2
(∂tF )− 2F

]
− bh

⊥

0

3

Λ6F

(FΛ2 − V )
2

[
1

6
(∂tF )− F

]}

×
∫

d4x
√
gR

+
bh

⊥

0

(4π)
2

Λ6

(FΛ2 − V )
2

[
1

6
(∂tF )− F

] ∫
d4x
√
gY +O(Y 2, R2). (F.32)

それぞれ, V , F , Y = yϕψ̄ψ への補正になる. 特に Yukawa相互作用に関して, これは図 5.5の (I)に対
応する.

以下, 同様に計算していく.

スピン 1の重力場の寄与

1

2
Tr′

∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
ξξ

=
1

2
Tr′

(∂tF )RΛ + F (∂tRΛ)

F (PΛ + 2α−1
4 R)− α(V + Y )

=
1

2
Tr′

(∂tF )RΛ + F (∂tRΛ)

FPΛ − α(V + Y )
− 1

8
Tr′

(∂tF )RΛ + F (∂tRΛ)

(FPΛ − α(V + Y ))2
F (2α− 1)R+O(R2).

(F.33)

• O(R)

1

2
Tr[W 1

ξ ] :=
1

2
Tr

(∂tF )RΛ + F (∂tRΛ)

FPΛ − α(V + Y )

=
1

2

1

(4π)
2

{
bξ0Q2[W

1
ξ ]

∫
d4x
√
g + bξ2Q1[W

1
ξ ]

∫
d4x
√
gR

}
+O(R2), (F.34)

Q2[W
1
ξ ] =

1

Γ(2)

∫ ∞

0

dz z
(∂tF )RΛ + F (∂tRΛ)

FPΛ − α(V + Y )
=

Λ6

FΛ2 − α(V + Y )

[
1

6
(∂tF )− F

]
, (F.35)

Q1[W
1
ξ ] =

1

Γ(1)

∫ ∞

0

dz
(∂tF )RΛ + F (∂tRΛ)

FPΛ − α(V + Y )
=

Λ4

FΛ2 − αV

[
1

2
(∂tF )− 2F

]
. (F.36)

• O(R)

−1

8
Tr[W 2

ξ ]R := −1

8
Tr

(∂tF )RΛ + F (∂tRΛ)

(FPΛ − α(V + Y ))2
F (2α− 1)R

= −1

8

1

(4π)
2

{
bξ0Q2[W

2
ξ ]

∫
d4x
√
gR

}
+O(R2), (F.37)

Q2[W
2
ξ ] =

1

Γ(2)

∫ ∞

0

dz z
(∂tF )RΛ + F (∂tRΛ)

(FPΛ − α(V + Y ))2
F (2α− 1)

=
Λ6F (2α− 1)

(FΛ2 − α(V + Y ))2

[
1

6
(∂tF )− F

]
. (F.38)



付録 F ベータ関数の導出 123

したがって,

1

2
Tr′

∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
ξξ

=
bξ0

2 (4π)
2

Λ6

FΛ2 − α(V + Y )

[
1

6
(∂tF )− F

] ∫
d4x
√
g

+
1

(4π)
2

{
bξ2
2

Λ4

FΛ2 − αV

[
1

2
(∂tF )− 2F

]
− bξ0

8

Λ6F (2α− 1)

(FΛ2 − α(V + Y ))2

[
1

6
(∂tF )− F

]}∫
d4x
√
gR. (F.39)

de-Donderゲージ α = 0をとると, αを伴う寄与は消える. したがって, 図 5.5の (II)はこのとき寄与
しない.

スピン 0の重力場とスカラー場の寄与

1

2
Tr′′

∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
SS

(F.40)

の被トレース部分は場の基底 (σ, h, ϕ)で 3行 3列の行列である. 計算方法は行列 Γ
(1,1)
Λ +RΛ の逆行列

を評価した後に (Γ
(1,1)
Λ +RΛ)

−1 ∂tRΛ の演算を行う. その後に de-Donderゲージを適用する:

1

2
Tr′′

∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
SS

=
bS0

2 (4π)
2Q2[A]

∫
d4x
√
g +

1

2 (4π)
2

{
bS2Q1[A] + bS0Q2[B]

}∫
d4x
√
gR

+
bS0

2(4π)2
Q2[C]

∫
d4x
√
gY +O(R2, Y 2), (F.41)
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ただし,

bS0
2

1

(4π)
2Q2[A] =

bS0

(4π)
2

1

Γ(2)

∫
dz z θ

(
Λ2 − z

)
×
[
− 2

2

FΛ2(Λ2Ψ+ 24ϕ2Λ2F ′2Ψ′ + FΛ2Σ1 + (ΨΣ1 + 12ϕ2Ψ′2))

FΛ2(ΨΣ1 + 12Ψ′2ϕ2)

+
1

2
(Λ2 − z)

(
FΛ2Σ1 + (ΨΣ1 + 12Ψ′2ϕ2)

FΛ2(ΨΣ1 + 12Ψ′2ϕ2)

)
∂tF

+
24

2
(Λ2 − z)

(
FΛ2ϕ2Ψ′

FΛ2(ΨΣ1 + 12Ψ′2ϕ2)

)
∂tF

′
]

=
bS0Λ

4

192π2

[
−6− 6(Λ2Ψ+ 24ϕ2Λ2F ′Ψ′ + FΛ2Σ1)

∆
+

(
Λ2Σ1

∆
+

1

F

)
∂tF +

(
24ϕ2Λ2Ψ′

∆

)
∂tF

′
]
,

(F.42)

bS2
2

1

(4π)2
Q1[A] =

bS2

(4π)
2

1

Γ(1)

∫
dz θ

(
Λ2 − z

)
×
[
− 1− Λ2Ψ+ 24ϕ2Λ2F ′Ψ′ + FΛ2Σ1

∆

+
1

2
(Λ2 − z)

(
Σ1

∆
+

1

FΛ2

)
∂tF +

24

2
(Λ2 − z)

(
ϕ2Ψ′

∆

)
∂tF

′
]

=
bS2Λ

2

16π2

[
−1− Λ2Ψ+ 24ϕ2Λ2F ′Ψ′ + FΛ2Σ1

∆
+

1

4

(
Λ2Σ1

∆
+

1

F

)
∂tF +

24

4

(
Λ2ϕ2Ψ′

∆

)
∂tF

′
]
,

(F.43)

bS0
2

1

(4π)
2Q2[B] =

bS0
(4π)2

1

Γ(2)

∫
dz zθ

(
Λ2 − z

)
×
[−∆2 + 4ϕ2(6Λ4F ′2 +Ψ′2)∆− 4ϕ2ΨΨ′ (7Λ2F ′ − V ′) (Σ1 − Λ2)

2Λ2∆2

+
−4ϕ2Σ1

(
7Λ2F ′ − V ′) (2ΨV ′ − VΨ′) + (−2Λ4Ψ2 − 48Λ4F ′ϕ2ΨΨ′ + 24Λ4Fϕ2Ψ′2)Σ2

2Λ2∆2

+ (Λ2 − z)

(
∆2 + 4ϕ2V ′Ψ′∆− 24Λ4Fϕ2Ψ′2Σ2 − 4ϕ2Λ2FΨ′Σ1

(
7Λ2F ′ − V ′)

4FΛ4∆2

)
∂tF

+ 4FΛ2(Λ2 − z)ϕ2
(
−12Ψ′(7F ′Λ2 − V ′)ϕ2 + (7F ′Λ2 − V ′)ΨΣ1 + 12Λ2ΨΨ′Σ2
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)
∂tF

′
]

=
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(4π)
2

[
Λ2

4

−∆2 + 4ϕ2(6Λ4F ′2 +Ψ′2)∆− 4ϕ2ΨΨ′ (7Λ2F ′ − V ′) (Σ1 − Λ2)

∆2

+
Λ2

4

−4ϕ2Σ1

(
7Λ2F ′ − V ′) (2ΨV ′ − VΨ′)

∆2

+
Λ2

4

(−2Λ4Ψ2 − 48Λ4F ′ϕ2ΨΨ′ + 24Λ4Fϕ2Ψ′2)Σ2
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+
Λ2
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(
∆2 + 4ϕ2V ′Ψ′∆− 24Λ4Fϕ2Ψ′2Σ2 − 4ϕ2Λ2FΨ′Σ1

(
7Λ2F ′ − V ′)

F∆2

)
∂tF

+
Λ4

6
ϕ2
(
−12Ψ′(7F ′Λ2 − V ′)ϕ2 + (7F ′Λ2 − V ′)ΨΣ1 + 12Λ2ΨΨ′Σ2

∆2

)
∂tF

′
]
.

(F.44)
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ここで Ψ, Σ1, Σ2, ∆は (5.86)で定義した.

Yukawa相互作用 Y への寄与は

bS0
2(4π)2

Q2[C] =
Λ6

32π2

[
24

(
ξ2 −

∂tξ2
6

)
I[1, 1, 0]−

(
ξ0 −

∂tξ0
6

)
I[2, 0, 0]

− 12C

(
ξ0 −

∂tξ0
6

)
I[2, 1, 0]− 12CI[1, 2, 0]

]
. (F.45)

ここで,

I[ng, nb, bf ] =
1

(FΛ2 − V )
ng (Λ2 + 2V ′ + 4ϕ2V ′′)nb(Λ2 + y2ϕ2)nf

∣∣∣∣
ϕ=0

, (F.46)

C = F ′Λ2 − V ′|ϕ=0 = ξ2Λ
2 − λ2 と定義した. 次元のある結合定数のハット記号は省略した. これらの

寄与は図 5.5の (III), (IV), (V)に対応する.

F.2.2 フェルミオンの寄与

(B.15))式から

− 1

2
Tr

[
M−1

FF

∂RFF

∂Λ

]
+

1

2
Tr

[
M−1

FF

∂RFF

∂Λ
M−1

FFMFBM
−1
BBMBF

]
+

1

2
Tr

[
M−1

FFMFBM
−1
BB

∂RBB

∂Λ
M−1

BBMBF

]
(F.47)

と与えられる. 第 1項目は V , F , 第 2, 第 3項目は Yukawa結合定数への寄与となる.

第 1項目は

−1

2
Tr

[
M−1

FF

∂RFF

∂t

]
= −1

2
Tr

[
Mphys

FF
−1 ∂R

phys
FF

∂t

]
− 1

2
Tr

[
Mghost

FF
−1 ∂R

ghost
FF

∂t

]
である.
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フェルミオン ψ の寄与
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2
Tr

[
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FF
−1 ∂R
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FF

∂t

]
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2
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∂t
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−
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∫
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(F.48)

途中の計算過程において

− /∇2
= −γµ(x) γν(x)∇µ∇ν

= −1

2
{γµ, γν}∇µ∇ν −

1

4
[γµ, γν ][∇µ,∇ν ]

= −1

2
{γµ, γν}∇µ∇ν −

1

4
[γµ, γν ]

i

2
σijR

ij
µν

= −∇2 +
1

8
γµγνγργσRµνρσ

= p2 +
R

4
(F.49)

であることを用いた.

Q2[Wf ] =
1

Γ(2)

∫ ∞

0

dz z
∂tPΛ

PΛ + y2ϕ2
=

∫ Λ2

0

dz z
−2Λ2
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=
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,
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1

Γ(1)

∫ ∞

0
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PΛ + y2ϕ2
=

∫ Λ2

0
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=

−2Λ4

Λ2 + y2ϕ2
.
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したがって,
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2
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∫
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√
g
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2
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∫
ddx
√
gR+O(R2). (F.50)

ゴースト場の寄与

−1

2
Tr
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−1 ∂R

ghost
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]
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2
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[
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FF
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2
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C̄⊥C⊥

− Tr′
∂tRΛ

Γ
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∣∣∣∣∣
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.

• スピン 1のゴースト場の寄与

−Tr ∂tRΛ

Γ
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Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
C⊥C⊥

= −Tr ∂tRΛ

PΛ − R
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+O(R2), (F.51)

– O
(
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)

−Tr∂tRΛ
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(F.52)
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=
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∫ ∞
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PΛ
=

∫ Λ2

0

dz z
−2Λ2

Λ2
= −Λ4, (F.53)

Q1

[
∂tRΛ

PΛ

]
=

1

Γ(1)

∫ ∞

0

dz
∂tRΛ

PΛ
=

∫ Λ2

0

dz
−2Λ2

Λ2
= −2Λ2, (F.54)

– O(R)

−Tr∂tRΛ

P 2
Λ

R

4
= − 1

(4π)
2

{
bC

⊥

0

4
Q2

[
∂tRΛ

P 2
Λ

] ∫
d4x
√
gR

}
+O(R2), (F.55)

Q2

[
∂tRΛ

P 2
Λ

]
=

1

Γ(2)

∫ ∞

0

dz z
∂tRΛ

P 2
Λ

=

∫ Λ2

0

dz z
−2Λ2

Λ4
= −Λ2. (F.56)

したがって,

−Tr ∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
C⊥C⊥

= −b
C⊥

0 (−Λ4)

(4π)
2

∫
d4x
√
g

− 1

(4π)
2

{
bC

⊥

2 (−2Λ2) +
bC

⊥

0

4

(
−Λ2

)}∫
d4x
√
gR. (F.57)

• スピン 0のゴースト場の寄与

−Tr′ ∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
C̄C

= −Tr′
(2− 1+β

2 )∂tRΛ

(2− 1+β
2 )PΛ − R

2

= −Tr∂tRΛ

PΛ
− Tr

∂tRΛ

P 2
Λ

R

3− β
+O(R2),

(F.58)
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– O
(
R0
)

−Tr∂tRΛ

PΛ
= − 1

(4π)
2

{
bC0 Q2

[
∂tRΛ

PΛ

] ∫
d4x
√
g + bC2 Q1

[
∂tRΛ

PΛ

] ∫
d4x
√
gR

}
+O(R2),

(F.59)

Q2

[
∂tRΛ

PΛ

]
=

1

Γ(2)

∫ ∞

0

dz z
∂tRΛ

PΛ
=

∫ Λ2

0

dz z
−2Λ2

Λ2
= −Λ4, (F.60)

Q1

[
∂tRΛ

PΛ

]
=

1

Γ(1)

∫ ∞

0

dz
∂tRΛ

PΛ
=

∫ Λ2

0

dz
−2Λ2

Λ2
= −2Λ2, (F.61)

– O(R)

−Tr∂tRΛ

P 2
Λ

R

3− β
= − 1

(4π)
2

{
bC0

3− β
Q2

[
∂tRΛ

P 2
Λ

] ∫
d4x
√
gR

}
+O(R2), (F.62)

Q2

[
∂tRΛ

P 2
Λ

]
=

1

Γ(2)

∫ ∞

0

dz z
∂tRΛ

P 2
Λ

=

∫ Λ2

0

dz z
−2Λ2

Λ4
= −Λ2. (F.63)

したがって,

−Tr′ ∂tRΛ

Γ
(1,1)
Λ +RΛ

∣∣∣∣∣
C̄C

= −b
C
0 (−Λ4)

(4π)
2

∫
d4x
√
g

− 1

(4π)
2

{
bC2 (−2Λ2) +

bC0
3− β

(
−Λ2

)}∫
d4x
√
gR. (F.64)

F.2.3 フェルミオンとスカラー場の混合

1

2
Tr

[
M−1

FF

∂RFF

∂Λ
M−1

FFMFBM
−1
BBMBF

]
+

1

2
Tr

[
M−1

FFMFBM
−1
BB

∂RBB

∂Λ
M−1

BBMBF

]
(F.65)

を評価する. これは Yukawa結合定数への寄与となる. 特に図 5.5の (VI)–(XII)に対応する. (VII)の
寄与は de-Donderゲージでは消えるので無視する.

• (VI)の寄与

Tr

[
yϕ(−∂tRΛ)

(PΛ + y2ϕ2)2(PΛ +M2
ϕ)

+
yϕ(−∂tRΛ)

(PΛ + y2ϕ2)(PΛ +M2
ϕ)

2

]
(yψ)(yψ̄)

= −y
2Λ6

16π2
(I[0, 1, 2] + I[0, 2, 1])

∫
d4x
√
g Y. (F.66)

• (VIII)と (IX)の寄与

Tr

[
yϕ(−∂tRΛ)

(PΛ + y2ϕ2)2(FPΛ − V )
+

yϕ((∂tF )RΛ − F∂tRΛ)

(PΛ + y2ϕ2)(FPΛ − V )2

]

×
(

3

16
(γµψ)∂µ

3

16
(γµψ)∂µ

)(
− 4

3 4
4 −12

)−
3

16

(←−
∂ν

) (
ψ̄γν

)
− 3

16

(←−
∂ν

) (
ψ̄γν

)


= − Λ8

128π2

[
I[1, 0, 2] +

(
ξ0 −

∂tξ0
8

)
I[2, 0, 1]

] ∫
d4x
√
g Y (F.67)
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ここでの結果は de-Donderゲージを適用した結果を示した.

• (X)の寄与

Tr

[
−

∂tRΛ (
√
PΛ − PΛ+y2ϕ2

2
√
PΛ

)

(PΛ + y2ϕ2)2(FPΛ − V )
+

(∂tFRΛ + F∂tRΛ)
√
PΛ

(PΛ + y2ϕ2)(FPΛ − V )2

]

×
(

3

16
(γµψ)∂µ

y

2
ϕψ +

3

16
(γµψ)∂µ

)(
−4

3 4
4 −12

) − 3

16

(←−
∂ν

) (
ψ̄γν

)
y

2
ϕψ̄ − 3

16

(←−
∂ν

) (
ψ̄γν

)


−−−−−−−−−−→
Projecting to Y

3Λ8

40π2

[
I[1, 0, 2] +

(
ξ0 −

∂tξ0
7

)
I[2, 0, 1]− 1

2Λ2
I[1, 0, 1]

] ∫
d4x
√
g Y. (F.68)

• (XII)と (XIII)の寄与

Tr

[
−
∂tRΛ (

√
PΛ − PΛ+y2ϕ2

2
√
PΛ

)(F ′PΛ − V ′)ϕ

(PΛ + y2ϕ2)2(FPΛ − V )Σ1
+

√
PΛ(∂tRΛ(F

′PΛ − V ′))ϕ

(PΛ + y2ϕ2)(FPΛ − V )Σ2
1

− {[(∂tF
′)(FPΛ − V ) + (∂tF )(F

′PΛ − V ′)]RΛ + (FV ′ − V F ′)∂tRΛ}
√
PΛϕ

(PΛ + y2ϕ2)(FPΛ − V )2Σ1

]

×
(

3

16
(γµψ)∂µ

3

16
(γµψ)∂µ yψ

)# # 4
# # −12
4 −12 #



− 3

16

(←−
∂ν

) (
ψ̄γν

)
− 3

16

(←−
∂ν

) (
ψ̄γν

)
yψ̄


−−−−−−−−−−→
Projecting to Y

− 3Λ8

20π2

[
−
(
ξ0 −

∂tξ0
7

)
CI[2, 1, 1] +

(
ξ2 −

∂tξ2
7

)
I[1, 1, 1]

− C
(
I[1, 2, 1] + I[1, 1, 2]− 1

2Λ2
I[1, 1, 1]

)]∫
d4x
√
gY. (F.69)

以上の計算で V , F , y のベータ関数はそれぞれ
∫
d4x
√
g,
∫
d4x
√
gR,

∫
d4xϕψ̄ψ =

∫
d4xY/y の係

数として与えられる. その結果が (5.84), (5.85), (5.95)である.
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付録 G

熱効果

G.1 熱効果関数
有限温度における 1ループ積分の評価を行う. 一般にループ積分は∫

ddk

(2π)d
log
(
k2 + µ2

)
(G.1)

と与えられる. ボソンとフェルミオンのそれぞれの場合についてこの関数を以下で評価する.

G.1.1 ボソンの熱効果関数

付録 E で与えた有限温度での定式化を用いると時間方向の運動量積分が松原和に変更される. した
がって, ループ効果の積分はユークリッド化を k0 → ik0 のように行うと

IB
(
µ2, T

)
:=

∫
ddk

(2π)d
log
(
k2 + µ2

)
= T

∞∑
n=−∞

∫
dd−1k

(2π)d−1
log
(
k20 + k⃗2 + µ2

)
= T

∞∑
n=−∞

∫
dd−1k

(2π)d−1
log
[
T 2
] [

(2πn)2 + β2(k⃗2 + µ2)
]

= T
∞∑

n=−∞

∫
dd−1k

(2π)d−1

[∫ β2ω2

1

dθ2

θ2 + (2πn)2
+ log

(
1 + (2πn)2

)]
. (G.2)
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ここで, ボソンは周期的な和になることを用いた. また, ω := k⃗2 + µ2, β := 1/T とおいた. 第 2項目は
温度によらない定数であるから無視すると

IB
(
µ2, T

)
= T

∫
dd−1k

(2π)d−1

[∫ β2ω2

1

dθ2

(2π)2

∞∑
n=−∞

1

(θ/2π)2 + n2

]

= T

∫
dd−1k

(2π)d−1

[∫ β2ω2

1

dθ2

(2π)2
2π2

θ

(
1 +

2

eθ − 1

)]

= T

∫
dd−1k

(2π)d−1

[∫ βω

1

dθ

(
1 +

2

eθ − 1

)]

→ T

∫
dd−1k

(2π)d−1

[
βω + 2 log(1− e−βω)

]
. (G.3)

最後の行でも温度によらない定数は無視したため, 矢印で書いた.

まず, (G.3)の第 1項目は

IB0
(
µ2
)
:=

∫
dd−1k

(2π)d−1
ω =

∫
ddk

(2π)d
log
(
k2 + µ2

)
(G.4)

となり, 温度によらないの寄与であることがわかる. *1

次に, (G.3)の第 2項を評価する:

IBT
(
µ2, T

)
:= 2T

∫
dd−1k

(2π)d−1
log
(
1− e−βω

)
= 2TΩd−1

∫
dk (k⃗)d−2 log

(
1− e−βω

)
= −2TΩd−1

∫
dk
|⃗k|d−1

d− 1

|⃗k|
ω

β

eβω − 1

= −2T Ωd−1

d− 1

∫
dk
|⃗k|d

βω

β2

eβω − 1

= −2Ωd−1

d− 1

∫
dx

T dxd√
x2 + r2

1

e
√
x2+r2 − 1

= −2Ωd−1

d− 1
T d
∫
dx

xd√
x2 + r2

1

e
√
x2+r2 − 1

=: AdT
dhn

(
r2
)
. (G.5)

ここで, Ωd−1 は d− 1次元の体積であり, Ad := −2Ωd−1Γ[n]/(d− 1), x := β|p⃗|, r := βµ, n = d+ 1

とおいた. Γ[n]はガンマ関数である. そして,

hn
(
r2
)
:=

1

Γ[n]

∫
dx

xn−1

√
x2 + r2

1

e
√
x2+r2 − 1

(G.6)

と定義した. この量は熱効果関数と呼び, 解析的に積分を行うのは困難なため, 数値的もしくは高温の場
合での近似式を用いて評価される.

*1 ここでは運動量はユークリッド化されていることに注意せよ.
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G.1.2 フェルミオンの熱効果関数

フェルミオンは松原和が半周期的になることを用いて計算する.

IF
(
µ2, T

)
:=

∫
ddk

(2π)d
log(k2 + µ2)

= T
∞∑

n=−∞

∫
dd−1k

(2π)d−1
log
(
k20 + k⃗2 + µ2

)
= T

∞∑
n=−∞

∫
dd−1k

(2π)d−1
log
[
T 2
] [

(2n+ 1)2π2 + β2(k⃗2 + µ2)
]

= T

∞∑
n=−∞

∫
dd−1k

(2π)d−1

[∫ β2ω2

1

dθ2

θ2 + (2n+ 1)2π2
+ log

(
1 + (2n+ 1)2π2

)]
. (G.7)

ここでの運動量はユークリッド化されたものである. また, ω = k⃗2 + µ2 とした. 温度によらない項を無
視して,

IF
(
µ2, T

)
= T

∫
dd−1k

(2π)d−1

[∫ β2ω2

1

dθ2

(2π)2

∞∑
n=−∞

1

(2n+ 1)2π2 + θ2

]

= T

∫
dd−1k

(2π)d−1

[∫ β2ω2

1

dθ2

(2π)2
1

θ

(
1

2
− 1

eθ + 1

)]

= T

∫
dd−1k

(2π)d−1

[∫ βω

1

dθ

(
1 +

2

eθ + 1

)]

→ T

∫
dd−1k

(2π)d−1

[
βω + 2 log

(
1 + e−βω

)]
(G.8)

=: IF0 (µ2) + IFT
(
µ2, T

)
. (G.9)

IF0
(
µ2
)
はゼロ温度の寄与であり, ボソンの場合と同じ結果を与える:

IF0
(
µ2
)
= IB0

(
µ2
)
=

∫
dd−1p

(2π)d−1
ω =

∫
ddp

(2π)d
log
(
p2 +M2

)
. (G.10)
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次に, 有限温度の寄与は

IFT
(
µ2, T

)
= 2T

∫
dd−1k

(2π)d−1
log
(
1 + e−βω

)
= 2TΩd−1

∫
dkk⃗d−2 log

(
1 + e−βω

)
= 2TΩd−1

∫
dk
|⃗k|d−1

d− 1

|⃗k|
ω

β

eβω + 1

= 2T
Ωd−1

d− 1

∫
dk
|⃗k|d

βω

β2

eβω + 1

= 2
Ωd−1

d− 1

∫
dx

T dxd√
x2 + r2

1

e
√
x2+r2 + 1

= 2
Ωd−1

d− 1
T d
∫

dx
xd√
x2 + r2

1

e
√
x2+r2 + 1

=: −AdT dfn(r) . (G.11)

ここで, x := β |⃗k|, r := βµ, また, n = d+ 1として,

Ad := −
2Ωd−1Γ[n]

d− 1
, (G.12)

fn
(
r2
)
:=

1

Γ[n]

∫
dx

xn−1

√
x2 + r2

1

e
√
x2+r2 + 1

(G.13)

と定義した. これがフェルミオンの熱効果関数である.

G.1.3 高温近似

ボソンとフェルミオンの熱効果関数は次のように与えられることを見た. *2

• ボソン

IBT
(
µ2, T

)
=: AdT

dhn
(
r2
)
, (G.14)

Ad = −
2Ωd−1Γ[n]

d− 1
,

hn
(
r2
)
=

1

Γ[n]

∫
dx

xn−1

√
x2 + r2

1

e
√
x2+r2 − 1

. (G.15)

• フェルミオン

IFT
(
µ2, T

)
= −AdT dfn

(
r2
)
, (G.16)

*2 この熱効果関数の Adhn
(
r2

)
および −Adfn

(
r2

)
は部分積分によって,

JB
(
r2

)
=

∫ ∞

0
dxx2 log

(
1− e−

√
x2+r2

)
,

JF
(
r2

)
=

∫ ∞

0
dxx2 log

(
1 + e−

√
x2+r2

)
と書くこともできる.
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Ad = −
2Ωd−1Γ[n]

d− 1
,

fn
(
r2
)
=

1

Γ[n]

∫
dx

xn−1

√
x2 + r2

1

e
√
x2+r2 + 1

. (G.17)

ただし, x := β |⃗k|, r := βµである.

今, d = 4における熱効果関数を高温近似 (r = βµ < 1)の下で評価する.

• ボソン [372]

A4 = − 2

6Γ[5]π2
= − 8

π2
, (G.18)

h5

((µ
T

)2)
=

π4

360
− πµ3

48T 3
+
π2µ2

96T 2
− µ4

128T 4

[
log

(
4πT

µ

)
− γE +

3

4

]
+ · · · (G.19)

となる. したがって, IBT
(
µ2, T

)
は

IBT
(
µ2, T

)
= −π

2

45
T 4 +

µ2T 2

12
− µ3T

6π
+

µ4

16π2

[
log

(
4πT

µ

)
− γE +

3

4

]
+O

(
µ6

T 2

)
=: T 4JB

(
r2
)

(G.20)

• フェルミオン [373]

A4 = − 2

6Γ[5]π2
= − 8

π2
, (G.21)

f5

((µ
T

)2)
=

7π4

2880
− π2µ2

192T 2
+

π2µ4

128T 4

[
log

(
πT

µ

)
− γE +

3

4

]
+O

(
µ6

T 2

)
(G.22)

となる. したがって, IFT
(
µ2, T

)
は

IFT
(
µ2, T

)
=

7π4

360
T 4 − π2µ2

24
T 2 +

µ4

16

[
log

(
πT

µ

)
− γE +

3

4

]
+O

(
µ6

T 2

)
=: T 4JF

(
r2
)

(G.23)

となる.

G.1.4 近似の妥当性

高温近似はよく用いられるが r = βµ ≳ 1領域では近似が破綻してしまうと考えられる. したがって,

本論文では次のフィッティング関数 [374]を用いた.

JB(F )

(
r2
)
≃ exp(−r)

N∑
n=0

cB(F )
n rn, with N = 40. (G.24)

このフィッティング関数の場合と高温近似を用いた場合を数値的に熱効果関数を積分した場合の結果と
比べる. 図 G.1にそれぞれの振る舞いを示す. 高温近似 (high temperature expansion)は r = βµ ≲ 2

までであれば有効であることがわかる (図G.2). フィッティング関数を用いた場合 (fitting function)は
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図 G.1 熱効果関数の評価.
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図 G.2 熱効果関数の評価. 原点付近の拡大.

数値的に評価した場合 (exact)とよく一致している. しかし, r が大きくなるとフィッティング関数は数
値的な結果からずれてしまう (図 G.1). これはベキ展開のトランケーションのオーダー N を大きくす
れば改善される.
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