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第1章 導入

量子色力学 (QCD)においては、Wilsonによる格子ゲージ理論の定式化以来、 MonteCarlo

法による数値シミ ュレーショ ンが重要な役割を担ってきた。 MonteCarlo法は重点サンプ
リ ングによって物理量の期待値を計算する手法であるが、 物理系によっては重みが複素数
になり 、 確率的な扱いが破綻する事がある。 そのよう な場合でも、 原理的には位相再重み
付け法と呼ばれる方法によって計算はできるが、 統計誤差が非常に大きく なり 実用にはな
らない。 これは符号問題と呼ばれ、 QCDに限らずMonteCarlo法を利用する多く の分野
で重要な課題とされてきた。
符号問題への解決法は、 MonteCarlo法の改良を中心に様々な方法が研究されている。
そのよう な研究のなかには、 MonteCarlo法に代えて数値繰り 込み群を利用するという方
向性をとるものがある。 数値く り こみ群は、 数値的に系の自由度の一部を縮約することで
粗視化を繰り かえしていく 方法であるため、 MonteCarlo法とは違い、 複素数が現れるこ
とで破綻することはない。 この研究で取り 上げるテンソル繰り 込み群 (TRG)[1]は、 2007

年に Levinと Naveによって導入された数値く り こみ群の手法である。 彼らは三角格子上
の Isingモデルで TRGを導入したが、 その後、 Guらは TRGを Grasmann数を含んだ系
に拡張した GrasmannTRG(GTRG)を開発した。 2次元系で有効性が確かめられており 、
X-Yモデル [3]や O(3)モデル [4]、 φ4モデル [5]に応用されている。 また、 GTRGの応用
としてはゲージ場とフェルミ オンの複合系として Schwingerモデル (2次元QED)[6]があ
る。 さらに最近、 Xieらは SecondTRG(SRG)[7]と呼ばれる TRGの改良法を開発し、 Xie

らは HigherOrderTRG(HOTRG)[8]と呼ばれる高次元への拡張を 3次元 Isingモデルで導
入した。
符号問題が現れる系の例としては、 有限密度のフェルミ オンを持つ系やθ項を含む系な
どがある。 θ項を含む系への GTRGの応用としては、 既に Schwingerモデルにθ項を加
えたもの [9]がある。 この研究では GTRGのテスト ベッ ド として、 Wilsonフェルミ オン
で定式化した格子Gross-Neveuモデル [10]を選んだ。 Gross-Neveuモデルは、 フェルミ オ
ンだけからなる 2次元系のモデルで、 相互作用としては 4点相互作用だけを含む。 単純な
モデルであるが、 QCDの重要な性質である漸近的自由性や自発的対称性の破れなどを持
つことが知られており 、 QCDのト イモデルとしてしばしば扱われる。 この研究の目的は、
化学ポテンシャルを含んだ Gross-Neveuモデルで GTRGを定式化し 、 有限密度の領域で
計算を試みることで、 有限密度QCDへの TRGの応用のためのベンチマークを提供する
ことである。 このモデルの解析にはしばしば Large-N極限が用いられるが、 この研究では
簡単のためにフレーバー数は 1にする。 有限のフレーバー数への拡張は簡単に行う ことが
できる。
以下に本論文の構成を示す。 第 2章では、 Grasmann数を含まない通常の TRGの手順
を説明する。 第 3章では、 化学ポテンシャルを持つ Gross-Neveuモデルで GTRGを定式
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化する。 第 4章では、 第 3章で定式化した GTRGによる数値計算の結果を示す。 第 5章
では、 MonteCarlo法において再重み付け法と呼ばれる手法のアナロジーを TRGで定式
化し 、 計算を試みた結果を示す。
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第2章 テンソルく りこみ群

この章では、 Grasmann数を含まない通常の TRGについて説明する。 まず、 TRGはテ
ンソルのネット ワークによって表された分配関数に対して行われるので、 与えられた系の
分配関数をそのよう に書き直す必要がある。 TRGの中心となる手順は、 テンソルの分解
と自由度の縮約である。 テンソルの分解では、 特異値分解 (SVD)によって一つのテンソ
ルを近似的に二つのテンソルへ分解する。 また、 このとき分解された二つのテンソルが持
つ新しい自由度を粗視化された系における自由度とみなす。 自由度の縮約では、 分解され
たテンソルに残った古い自由度を縮約し 、 粗視化された系を得る。
2.1節では、 Isingモデルの分配関数を例としてテンソルネット ワーク表示を示す。 2.2節
でテンソルの分解を説明し、 2.3節で自由度の縮約を説明する。 ??節で、 TRGを繰り返し
て十分に小さく なった自由度のブルート フォースでの足しあげについて説明する。

2.1 テンソルネッ ト ワーク表示

ここでは、 2次元正方格子上の Isingモデルの分配関数

Z =
∑

{σ=±1}
exp

[

β
∑

n

(σnσn+1̂ + σnσn+2̂)

]

(2.1)

をテンソルネット ワーク表示にする。 ここで、 βは逆温度、 nは格子点の座標、 1̂は第 1次
元方向の単位ベクト ル、 2̂は第 2次元方向の単位ベクト ルを表す。
2次元正方格子では、 テンソルネッ ト ワーク表示された分配関数は

Z =
∑

{x,t}

∏

n

Txntnxn−1̂
tn−2̂

(2.2)

と表せる。 ここで xn は格子点 n に繋がる第 1次元方向、 tn は第 2次元方向のリ ンク上
に定義された変数である。 図 2.1にテンソルネッ ト ワークの一部を例示する。 式 (2.1) を
テンソルネッ ト ワーク表示にするには、 式 (2.1) と式 (2.2)が等価になるよう にテンソル
Txntnxn−1̂

tn−2̂
を与えなければならない。 そのよう なテンソルは一意であるとは限らず、 2

次元 Isingモデルでは高温展開による表示とド メ インウォールによる表示が知られている
[11],[12]。 1

1[11]では、 それぞれ格子上のテンソルネット ワーク表示、 双対格子上のテンソルネット ワーク表示と呼ば
れている。
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図 2.1: 格子点 nの近く のテンソルネッ ト ワークの図である。 横軸を第 1次元方向、 縦軸
を第 2次元方向としている。 黒丸はテンソルを表す。 各格子点上のテンソルが隣接するテ
ンソルとリ ンク変数を共有することでネッ ト ワークを構成する。

2.1.1 高温展開表示

高温展開表示は Isingモデルの高温展開に基づく テンソルネッ ト ワーク表示である。 高
温展開表示では、 まず、 指数関数を

eβσnσn+ν̂ = cosh (βσnσn+ν̂) + sinh (βσnσn+ν̂) , ν = 1, 2 (2.3)

と展開する。 σn = ±1であることから

cosh (βσnσn+ν̂) + sinh (βσnσn+ν̂) = coshβ (1 + σnσn+ν̂ tanhβ)

とできる。 これを

eβσnσn+1̂ = coshβ
∑

xn=0,1

(

σnσn+1̂ tanhβ
)xn (2.4)

eβσnσn+2̂ = coshβ
∑

tn=0,1

(

σnσn+2̂ tanhβ
)tn (2.5)
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とすると 、 分配関数は

Z =
∑

{σ}

∑

{x,t}

∏

n

cosh2 β
(

σnσn+1̂ tanhβ
)xn
(

σnσn+2̂ tanhβ
)tn

=
∑

{σ}

∑

{x,t}

∏

n

cosh2 β
(

σn
√

tanhβ
)xn+tn+xn−1̂

+tn−2̂

(2.6)

とできる。 {x, t}を残して σnの和をとると
∑

σn=±1

σ
xn+tn+xn−1̂

+tn−2̂
n = 1 + (−1)xn+tn+xn−1̂

+tn−2̂

= 2δ(xn+tn+xn−1̂
+tn−2̂) mod 2,0 (2.7)

となるので、 {x, t}だけで表される分配関数

Z =
∑

{x,t}

∏

n

2 cosh2 β
(

√

tanhβ
)xn+tn+xn−1̂

+tn−2̂

δ(xn+tn+xn−1̂
+tn−2̂) mod 2,0 (2.8)

が得られる。 ここで

Txn,tn,xn−1̂
,tn−2̂

= 2 cosh2 β
(

√

tanhβ
)xn+tn+xn−1̂

+tn−2̂

δ(xn+tn+xn−1̂
+tn−2̂) mod 2,0 (2.9)

とすれば、 テンソルネッ ト ワーク表示を与えるテンソルが得られる。

2.1.2 ド メ インウォ ール表示

ド メ インウォール表示は、 ド メ インウォール変数

αn,m = σnσm (2.10)

によるテンソルネッ ト ワーク表示である。 ド メ インウォール変数は、 双対格子のリ ンク上
に定義されているとするのが自然である。 図 2.2にド メ インウォールの一例を示す。
ド メ インウォール変数によって分配関数を書き換えると 、

Z =
∑

{σ}
exp

[

β
∑

n

(αn,n+1̂ + αn,n+2̂)

]

=
∑

{σ}

∑

{α}

∏

n,ν

δαn,n+ν̂ ,σnσn+ν̂

·
∏

n

exp

[

β

2

(

αn,n+1̂ + αn+1̂,n+1̂+2̂ + αn+1̂+2̂,n+2̂ + αn+2̂,n

)

]

(2.11)

とできる。 一つの双対格子につながるリ ンク上のド メインウォール変数を集めると

αn,n+1̂αn+1̂,n+1̂+2̂αn+2̂,n+1̂+2̂αn,n+2̂ = σnσn+1̂σn+1̂+2̂σn+1̂+2̂σn+2̂σn+2̂σn

= 1 (2.12)
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図 2.2: ド メ インウォールの一例である。 実線は格子を表し 、 太線は双対格子を表す。 白
丸は σ = +1、 白丸は σ = −1なるスピン変数を表す。 双対格子上で、 破線は α = +1、 実
線は α = −1なるド メインウォール変数を表す。 一つの双対格子に入り 込む実線の数は必
ず偶数になる。

となるので、
1 + σnσn+1̂σn+1̂+2̂σn+1̂+2̂σn+2̂σn+2̂σn

2
= 1 (2.13)

である。 これを式 (2.11)に挿入すると 、

Z =
∑

{σ}

∑

{α}

∏

n,ν

δαn,n+ν̂ ,σnσn+ν̂

∏

n

1 + σnσn+1̂σn+1̂+2̂σn+1̂+2̂σn+2̂σn+2̂σn

2

· exp
[

β

2

(

αn,n+1̂ + αn+1̂,n+1̂+2̂ + αn+1̂+2̂,n+2̂ + αn+2̂,n

)

]
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となるので、 {σ}について和をとると 、

Z =
∑

{α}

∏

n

1 + αn,n+1̂αn+1̂,n+1̂+2̂αn+2̂,n+1̂+2̂αn,n+2̂

2

· exp
[

β

2

(

αn,n+1̂ + αn+1̂,n+1̂+2̂ + αn+1̂+2̂,n+2̂ + αn+2̂,n

)

]

(2.14)

となる。 もはや格子上には変数は残っていないので、 双対格子を格子とみなす。 このとき、
新たな格子点 nにつながる第 1次元方向のリ ンク上のド メ インウォール変数を xn、 第 2

次元方向のリ ンク上のド メ インウォール変数を tn とする。 これらの新しい格子と変数に
よって、 分配関数は

Z =
∑

{x,t}

∏

n

1 + xntnxn−1̂tn−2̂

2
exp

[

β

2

(

xn + tn + xn−1̂ + tn−2̂

)

]

(2.15)

となる。 ここで

Txn,tn,xn−1̂
,tn−2̂

=
1 + xntnxn−1̂tn−2̂

2
exp

[

β

2

(

xn + tn + xn−1̂ + tn−2̂

)

]

(2.16)

とすれば、 テンソルネッ ト ワーク表示を与えるテンソルが得られる。

2.2 テンソルの分解

テンソルの分解では、 一つのテンソルを新たな二つのテンソルに近似的に分解する。 格
子点 n上のテンソルの分解を例として示す。 この分解は、 二つの自由度を一つの自由度に
まとめることで得られる行列

M13
xntn,xn−1̂

tn−2̂
= Txntnxn−1̂

tn−2̂
(2.17)

に対する SVD

M13
xntn,xn−1̂

tn−2̂
=

D2
∑

s=1

U1
xntn,sσ

13
s U

3∗
xn−1̂

tn−2̂
,s (2.18)

によって与えられる。 ここで xn, tnの自由度の大きさは一般に D とした。 Isingモデルの
テンソルであれば D = 2である。 また、 U1, U3はユニタリ ー行列で、 σ13は

σ131 ≥ σ132 ≥ · · · ≥ σ13D2 ≥ 0 (2.19)

なる特異値の列である。 この sに対する和を Dcut < D2 までで打ち切り 、

M13
xntn,xn−1̂

tn−2̂
≃

Dcut
∑

s=1

U1
xntn,sσ

13
s U

3∗
xn−1̂

tn−2̂
,s (2.20)

とすることで自由度が大きく なるのを抑える。 このとき、 SVDの性質から sが Dcutで打
ちきられた U1, U3, σ13は

∣

∣

∣
M13 − U1diag(σ13)U3†

∣

∣

∣

2
(2.21)
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が最小となるよう に選ばれている。 ここで | · |は Frobenius ノ ルムで、 ある行列M に対
して

|M | =
√

tr(MM †) (2.22)

で定義される。 この U1, U3, σ13によって T の分解を与えることで、 良い近似が得られる。
新たに現れた sを粗視化されたテンソルの自由度とみなす。 ここでは

Txntnxn−1̂
tn−2̂

≃
Dcut
∑

xn∗
−1̂∗

=1

S1
xntnxn∗

−1̂∗
S3
xn−1̂

tn−2̂
xn∗

−1̂∗
(2.23)

で定義する。 ここで

S1
xntnxn∗

−1̂∗
= U1

xntnxn∗
−1̂∗

√

σ13xn∗
−1̂∗

(2.24)

S3
xn−1̂

tn−2̂
xn∗

−1̂∗
= U3∗

xn−1̂
tn−2̂

xn∗
−1̂∗

√

σ13xn∗
−1̂∗

(2.25)

で定義する。 n∗ は粗視化された格子上の点の座標を表し 、 1̂∗ は粗視化された格子の第 1

次元方向の単位ベクト ルで、 元の格子の単位ベクト ルとは

1̂∗ = 1̂ + 2̂ (2.26)

なる関係がある。
上のように分解したテンソルに隣接するテンソルは、 分解の方向を 90度回転させる。 上
の nに対して格子点 n+ 2̂上のテンソルの分解を例として示す。 この分解は、 M13 とは成
分を入れ替えた行列

M24
tnxn+2̂

,tn+2̂
xn−1̂+2̂

= Txn+2̂
tn+2̂

xn−1̂+2̂
tn (2.27)

に対する SVD

M24
tnxn+2̂

,tn+2̂
xn−1̂+2̂

=

D2
∑

s=1

U2
tnxn+2̂

,sσ
13
s U

4∗
tn+2̂

xn−1̂+2̂
,s (2.28)

によって与えられる。 格子点 nにおける分解と同様に、 この U2, U4, σ24 によって T の分
解を

Txn+2̂
tn+2̂

xn−1̂+2̂
tn ≃

Dcut
∑

tn∗
−2̂∗

=1

S2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗

S4
tn+2̂

xn−1̂+2̂
tn∗

−2̂∗
(2.29)

で定義する。 ここで

S2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗

= U2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗

√

σ24tn∗
−2̂∗

(2.30)

S4
tn+2̂

xn−1̂+2̂
tn∗

−2̂∗
= U4∗

tn+2̂
xn−1̂+2̂

tn∗
−2̂∗

√

σ24tn∗
−2̂∗

(2.31)

で、 2̂∗は粗視化された格子の第 2次元方向の単位ベクト ルであり 、 元の格子の単位ベクト
ルとは

2̂∗ = 1̂− 2̂ (2.32)

なる関係がある。 これらの分解を図 2.3に示す。
標準的な SVDルーチンの計算量は、 SVD をする行列のサイズの 3乗に比例するので、
テンソルの分解に必要な計算量は D6 に比例することになる。
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図 2.3: 格子点 nと n+ 2̂における分解の図。 粗視化された格子は元の格子から 45度傾く 。

2.3 自由度の縮約

テンソルを分解した後、 S1, S2, S3, S4の元の自由度を縮約することで、 粗視化されたテ
ンソルが

Txn∗ tn∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

=
∑

xn,tn,xn+2̂
,tn+1̂

S1
xntnxn∗

−1̂∗
S2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗

S3
xn+2̂

tn+1̂
xn∗

S4
tn+1̂

xntn∗
(2.33)

と得られる。 図 2.4にこの縮約を示す。 式 (2.33)は直接計算しよう とすると 、 その計算量
はD4D4

cut に比例する。 しかし 、 まず

S12
xnxn∗

−1̂∗
xn+2̂

tn∗
−2̂∗

=
∑

tn

S1
xntnxn∗

−1̂∗
S2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗

(2.34)

S34
xn+2̂

xn∗xntn∗
=
∑

tn+1̂

S3
xn+2̂

tn+1̂
xn∗

S4
tn+1̂

xntn∗
(2.35)

と二つのテンソルを一つのテンソルにすると、 この計算に必要な計算量はいずれも D3D2
cut

に比例する。 その後、

Txn∗ tn∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

=
∑

xn,xn+2̂

S12
xnxn∗

−1̂∗
xn+2̂

tn∗
−2̂∗

S34
xn+2̂

xn∗xntn∗
(2.36)

とすれば、 この計算に必要な計算量はD2D4
cut に比例する。 したがって、 自由度を縮約す

るときは、 その過程をこのように 2段階に分けて行う ことで必要な計算量のオーダーを落
とすことができる。
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粗視化された分配関数は、 粗視化されたテンソルによるテンソルネッ ト ワーク表示と
して

Z =
∑

{x,t}

∏

n∗

Txn∗ tn∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

(2.37)

となる。
図 2.5に TRGの手続きをまとめたものを示す。

2.4 ブルート フォ ース

ここでは、 十分に格子点数が小さく なったときに、 ブルート フォースに残った自由度を
足しあげることについて説明する。 第 1次元方向にも第 2次元方向にも周期的境界条件が
課された 2N × 2N 正方格子 (N は自然数)に対して、 Dcut を固定して TRGを繰り かえし
たものとする。 2格子点数が 1,2,4になるまで TRGを行った場合を取り 上げる。 3

• 格子点数が 1の場合

最も格子点数が小さく なるまで TRGを行った場合である。 TRGの回数は 2N にな
る。 このとき、 分配関数は

Z =
∑

x,t

Txtxt (2.38)

となる。 この場合、 単に対応するテンソルの成分を足しあげていく だけなので、 ブ
ルート フォースの計算量のオーダーは 1になる。

• 格子点数が 2の場合

TRGを 2N − 1回行った場合である。 このとき、 分配関数は

Z =
∑

{x,t}
Tx1t1x2t2Tx2t2x1t1 (2.39)

となる。 この場合、 ブルート フォースの計算量は D4
cut に比例する。

• 格子点数が 4の場合

TRGを 2N − 2回行った場合である。 分配関数は

Z =
∑

{x,t}
Tx1t1x2t2Tx3t2x4t1Tx4t3x3t4Tx2t4x1t3 (2.40)

となる。 これを直接ブルート フォースで計算しよう とすれば、 その計算量はD8
cutに

比例する。 しかし 、 2.3節で行ったよう に、 まず二つのテンソルを

Cx1x2x3x4 =
∑

t1,t2

Tx1t1x2t2Tx3t2x4t1 (2.41)

2この場合、 1回の TRGの計算量は D
6
cut に比例する。

3これより 大きいとブルート フォースの計算量のオーダーが TRGのそれを超える。
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と一つのテンソルにする。 この計算量は D6
cut に比例する。 このテンソル C によっ

て、 分配関数は
Z =

∑

{x}
Cx1x2x3x4Cx4x3x2x1 (2.42)

となる。 これを分配関数を計算するために必要な計算量は D4
cut に比例する。 した

がって、 全体として必要な計算量は D6
cut に比例すると考えられる。

図 2.6にこれらのテンソルネッ ト ワークを示す。

14



図 2.4: 粗視化された格子点 n∗における縮約の図である。 破線は元の格子、 実線は縮約さ
れる元の自由度、 太線は粗視化された格子を示す。
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図 2.5: TRGの手続きのまとめ。 TRGで粗視化された格子は元の格子から 45度傾く ので
回転させる。 また、 格子間隔は

√
2倍になるので、 リ スケーリ ングする。 このとき、 格子

点の総数は半分になっている。
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図 2.6: 上から順に格子点数 1、 2、 4。
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第3章 Gross-Neveuモデルの
Grassmannテンソルく りこみ群

この章では、 化学ポテンシャルを持つ Gross-Neveuモデルで GTRGを定式化する。 3.1

節では、 Wilsonフェルミ オンによって定式化された化学ポテンシャルを持つ格子 Gross-

Neveuモデルの分配関数を与える。 3.2節では、 3.1節で与えた分配関数からテンソルネッ
ト ワーク表示を求める。 3.3節では、 3.2節で求めたテンソルネット ワークに対して GTRG

を定式化する。 3.4節では、 GTRGにおける境界条件について扱う 。

3.1 Gross-Neveuモデル

Euclid化された連続的な 2次元時空間における Gross-Neveuモデルのラグランジアン
密度は、

LGN = ψ̄( 6∂ +m)ψ − g2

2N

[

(

ψ̄ψ
)2

+
(

ψ̄iγ5ψ
)2
]

(3.1)

で定義される。 ここで ψ = (ψ1, ψ2)
T は N 個のフレーバーを持つ 2成分のスピノ ル場で、

mは質量を、 g2は結合定数を表す。
格子上での Gross-Neveuモデルの Lagrangian密度は

LGN
Lat = ψ̄nDψn +

g2

2N

[

(

ψ̄nψn
)2

+
(

ψ̄niγ5ψn
)2
]

(3.2)

で定義される。 ここで n = (n1, n2)は格子点の座標を表す。 Dは化学ポテンシャルを含ん
だWilson-Dirac[13, 14, 15]演算子で、

D =
6∂++ 6∂−

2
− ∂−∂+

2
+m (3.3)

と与えられる。 ∂+, ∂−は、 第 1次元については前方、 後方差分演算子として

∂+1 ψn = ψn+1̂ − ψn (3.4)

∂−1 ψn = ψn − ψn−1̂ (3.5)

と定義する。 第 2次元については、 化学ポテンシャル [16]を含んで

∂+2 ψn = eµψn+2̂ − ψn (3.6)

∂−2 ψn = ψn − e−µψn−2̂ (3.7)
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と定義する。 D を行列の形式で表すと 、 Lagrangian密度は

LGN
Lat =

∑

n′

ψ̄nDn,n′ψn′ +
g2

2N

[

(

ψ̄nψn
)2

+
(

ψ̄niγ5ψn
)2
]

(3.8)

となり 、 Dn,n′ は

Dn,n′ = (m+ 2)δn,n′ − 1

2
(1 + γ1)δn,n′+1̂ −

1

2
(1− γ1)δn,n′−1̂

− 1

2
e−µ(1 + γ2)δn,n′+2̂ −

1

2
eµ(1− γ2)δn,n′−2̂ (3.9)

となる。 このなかで、 異なる格子点上をつないでいる第 2項以降の項をホッピング項と
呼ぶ。
以下では、 N1×N2の 2次元格子を考える。 また、 ここでは簡単のために、 第 1次元方向
にも第 2次元方向にも周期的境界条件を課す。 化学ポテンシャルを持つ格子Gross-Neveu

モデルの分配関数は

ZP =

∫

DψDψ̄ exp

(

−
∑

n

LGN
Lat

)

(3.10)

で与えられる。

3.2 テンソルネッ ト ワーク表示

ここでは、 格子Gross-Neveuモデルの分配関数に対するテンソルネット ワーク表示を求
める。 以下では、 フレーバー数を N = 1に制限し 、 ガンマ行列の表現として

γ1 = σ1 =

(

0 1

1 0

)

, (3.11)

γ2 = σ3 =

(

1 0

0 −1

)

, (3.12)

γ5 = iγ1γ2 = σ2 =

(

0 −i
i 0

)

. (3.13)

を選ぶ。 このよう にガンマ行列を選ぶと 、 第 2次元方向のホッピング項は

1

2
e−µψ̄n(1 + γ2)ψn−2̂ = e−µψ̄n,1ψn−2̂,1, (3.14)

1

2
eµψ̄n(1− γ2)ψn+2̂ = eµψ̄n,2ψn+2̂,2, (3.15)

となって、 スピノ ル空間に対して対角的になる。 一方、 第 1次元方向のホッピング項につ
いては

ψ̄n(1 + γ1)ψn−1̂ = ψ̄n

(

1 1

1 1

)

ψn−1̂, (3.16)

ψ̄n(1− γ1)ψn+1̂ = ψ̄n

(

1 −1

−1 1

)

ψn+1̂ (3.17)
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となるので、 対角的にはなっていない。 しかし 、 新たな基底として

χn,1 =
1√
2
(ψn,1 + ψn,2), (3.18)

χn,2 =
1√
2
(ψn,1 − ψn,2), (3.19)

χ̄n,1 =
1√
2

(

ψ̄n,1 + ψ̄n,2
)

, (3.20)

χ̄n,2 =
1√
2

(

ψ̄n,1 − ψ̄n,2
)

, (3.21)

をとることで

1

2
ψ̄n(1 + γ1)ψn−1̂ = χ̄n,1χn−1̂,1, (3.22)

1

2
ψ̄n(1− γ1)ψn+1̂ = χ̄n,2χn+1̂,2 (3.23)

と対角的にすることができる。 また、 この χ, χ̄についても反交換関係

{

χn,i, χ̄n′,j

}

=
{

χn,i, χn′,j

}

=
{

χ̄n,i, χ̄n′,j

}

= 0, ∀n, n′, i, j (3.24)

が満たされている。 この第 1次元方向のホッピング項への変数変換を施すと、 Lagrangian

密度は

LGN
Lat = (m+ 2)ψ̄nψn − 2g2ψ̄n,1ψn,1ψ̄n,2ψn,2

− χ̄n,1χn−1̂,1 − χ̄n,2χn+1̂,2 − e−µψ̄n,1ψn−2̂,1 − eµψ̄n,2ψn+2̂,2 (3.25)

と書き直される。 したがって、 分配関数は

ZP =

∫

DψDψ̄ exp

(

−
∑

n

LGN
Lat

)

=

∫

DψDψ̄
∏

n

e−(m+2)ψ̄n,1ψn,1e−(m+2)ψ̄n,2ψn,2e2g
2ψ̄n,1ψn,1ψ̄n,2ψn,2

· eχ̄n+1̂,1χn,1eχ̄n,2χn+1̂,2ee
−µψ̄n+2̂,1ψn,1ee

µψ̄n,2ψn+2̂,2 (3.26)

で与えられる。
テンソルネッ ト ワーク表示を得るための手続きとしては、 次のよう なものがある。

• 被積分関数の中の各指数関数を展開し 、 展開の次数として現れる整数を新たな自由
度とする。

• 元の自由度を積分すると 、 新たな自由度に依存した形で結果が得られる。 これをテ
ンソルの成分とみなす。
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まず、 被積分関数の中にある各指数関数を級数展開する。 このとき、 2乗すると 0にな
るという Grassmann数の性質から 0次の項と 1次の項だけが残るので、

ZP =
∑

{s,x,t=0,1}

∫

DψDψ̄
∏

n

·
[

−(m+ 2)ψ̄n,1ψn,1
]sn,1

[

−(m+ 2)ψ̄n,2ψn,2
]sn,2

(

2g2ψ̄n,1ψn,1ψ̄n,2ψn,2
)sn,3

·
(

χ̄n+1̂,1χn,1

)xn,1
(

χ̄n,2χn+1̂,2

)xn,2
(

e−µψ̄n+2̂,1ψn,1

)tn,1
(

eµψ̄n,2ψn+2̂,2

)tn,2

(3.27)

となる。 ここで {s, x, t}は展開の次数で、 {x, t}はテンソルの添字に対応する新たな自由
度になる。 {s}については、 一つの格子点上の Grasmann数にだけかかる指数であり 、 各
格子点において足し合わせることができるので、

Ψn =
∑

sn,1,sn,2,sn,3=0,1

[

−(m+ 2)ψ̄n,1ψn,1
]sn,1

[

−(m+ 2)ψ̄n,2ψn,2
]sn,2

·
(

2g2ψ̄n,1ψn,1ψ̄n,2ψn,2
)sn,3 (3.28)

として、

ZP =
∑

{x,t}

∫

DψDψ̄
∏

n

Ψn

·
(

χ̄n+1̂,1χn,1

)xn,1
(

χ̄n,2χn+1̂,2

)xn,2
(

e−µψ̄n+2̂,1ψn,1

)tn,1
(

eµψ̄n,2ψn+2̂,2

)tn,2

(3.29)

と表す。
次に、 元の自由度である ψ, ψ̄ を積分することで、 Gross-Neveuモデルの分配関数に対
するテンソルネッ ト ワーク表示が得られる。 この積分を行う とき、 Grasmann数の反交換
関係からく る符号を扱いやすく するために、 共通のべき指数を持つ Grasmann数の組に
なっている構造を保つようにする。 そのために、 新しい Grasmann変数 {ξ, ξ̄, η, η̄}を導入
する。 格子点 n上の Grasmann変数 ψ̄n, ψn を積分する場合、

(

χ̄n+1̂,1χn,1

)xn,1

= (χn,1dηn,1)
xn,1

(

χ̄n+1̂,1ηn,1

)xn,1

, (3.30)
(

χ̄n,2χn+1̂,2

)xn,2

= (χ̄n,2dη̄n,2)
xn,2

(

η̄n,2χn+1̂,2

)xn,2

, (3.31)
(

e−µψ̄n+2̂,1ψn,1

)tn,1

=
(

e−
µ
2ψn,1dξn,1

)tn,1
(

e−
µ
2 ψ̄n+2̂,1ξn,1

)tn,1

, (3.32)
(

eµψ̄n,2ψn+2̂,2

)tn,2

=
(

e
µ
2 ψ̄n,2dξ̄n,2

)tn,2
(

ξ̄n,2e
µ
2ψn+2̂,2

)tn,2

, (3.33)
(

χ̄n,1χn−1̂,1

)xn−1̂,1
= (χ̄n,1dη̄n,1)

xn−1̂,1

(

η̄n,1χn−1̂,1

)xn−1̂,1
, (3.34)

(

χ̄n−1̂,2χn,2

)xn−1̂,2
= (χn,2dηn,2)

xn−1̂,2

(

χ̄n−1̂,2ηn,2

)xn−1̂,2
, (3.35)

(

e−µψ̄n,1ψn−2̂,1

)tn−2̂,1
=
(

e−
µ
2 ψ̄n,1dξ̄n,1

)tn−2̂,1
(

ξ̄n,1e
−µ

2ψn−2̂,1

)tn−2̂,1
, (3.36)

(

eµψ̄n−2̂,2ψn,2

)tn−2̂,2
=
(

e
µ
2ψn,2dξn,2

)tn−2̂,2
(

e
µ
2 ψ̄n−2̂,2ξn,2

)tn−2̂,2
(3.37)
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と ηn, ξn, η̄n, ξ̄n を挿入する。 これによって、 それぞれの Grasmann数の組にある異なる格
子点にある元の自由度を分離できる。 このとき、 化学ポテンシャルを含んだ指数関数も二
つに分けることにする。 分配関数の中の ψn と ψ̄n に関わる全ての寄与を符号が現れるこ
となく 集めることができて、 その積分は

　
∫

dψn,1dψ̄n,1dψn,2dψ̄n,2Ψn

· (χn,1dηn,1)xn,1 (χ̄n,2dη̄n,2)
xn,2

(

e−
µ
2ψn,1dξn,1

)tn,1
(

e
µ
2 ψ̄n,2dξ̄n,2

)tn,2

· (χ̄n,1dη̄n,1)xn−1̂,1 (χn,2dηn,2)
xn−1̂,2

(

e−
µ
2 ψ̄n,1dξ̄n,1

)tn−2̂,1
(

e
µ
2ψn,2dξn,2

)tn−2̂,2

(3.38)

となる。 他の格子点 n′ 6= n上の元の Grasmann数 ψn′ , ψ̄n′ はここにはない。 積分を行う
ときは組の構造が壊れて符号が現れることになるが、 これは計算が可能な程度である。 そ
の積分の結果は、 新しい Grasmann数の測度を残して、 べき指数に依存するので、 それを
表すテンソルとして Txntnxn−1̂

tn−2̂
を

(3.38) = Txntnxn−1̂
tn−2̂

dη̄
xn,2

n,2 dη
xn,1

n,1 dξ̄
tn,2

n,2 dξ
tn,1

n,1 dη
xn−1̂,2

n,2 dη̄
xn−1̂,1

n,1 dξ
tn−2̂,2

n,2 dξ̄
tn−2̂,1

n,1 (3.39)

で定義する。 以下では、 Txntnxn−1̂
tn−2̂
をボソンテンソルと呼ぶ。 ここでボソンテンソルの

添字は、 2成分をまとめて

xn = (xn,1, xn,2) (3.40)

tn = (tn,1, tn,2) (3.41)

としている。 Grasmann数の積分の性質
∫

dψn1 =

∫

dψ̄n1 = 0, ∀n (3.42)

から 、 Txntnxn−1̂
tn−2̂
は

　

[

2
∑

i=1

(

xn,i + tn,i + xn−1̂,i + tn−2̂,i

)

]

mod 2 = 0 (3.43)

なる成分のみ 0でない値を持ちう る。 Txntnxn−1̂
tn−2̂
の明示的な形は appendix Aで与える .

この操作を他の全ての格子点で繰り返すことで、 {η, η̄, χ, χ̄}で書き換えられた分配関数の
テンソルネッ ト ワーク表示が得られる。 係数と Grasmann数をまとめたテンソルを

Txntnxn−1̂
tn−2̂

= Txntnxn−1̂
tn−2̂

dη̄
xn,2

n,2 dη
xn,1

n,1 dξ̄
tn,2

n,2 dξ
tn,1

n,1 dη
xn−1̂,2

n,2 dη̄
xn−1̂,1

n,1 dξ
tn−2̂,2

n,2 dξ̄
tn−2̂,1

n,1

·
(

η̄n+1̂,1ηn,1

)xn,1
(

η̄n,2ηn+1̂,2

)xn,2
(

ξ̄n+2̂,1ξn,1

)tn,1
(

ξ̄n,2ξn+2̂,2

)tn,2

(3.44)

とすると 、

ZP =
∑

{x,t}

∫

∏

n

Txntnxn−1̂
tn−2̂

, (3.45)

となる。
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3.3 Grassmannテンソルく りこみ群

この節では,前節で得られた Gross-Neveuモデルのテンソルネット ワークに対する GTRG

の手順を示す。 テンソルに Grasmann数が含まれている場合、 分解したテンソルを縮約を
とるために自由に配列を変えることはできず、 単純に TRGを適用すれば反交換関係から
く る符号の問題が生じる。 GTRGはそのよう な符号が現れないよう に Grasmann数を含
めて TRGを定式化した手法である。

3.3.1 テンソルの分解

まず、 通常の TRG と同様にボソンテンソル Txntnxn−1̂
tn−2̂
を SVDによって分解する。

格子点 nにおいて、

M13
xntn,xn−1̂

tn−2̂
= Txntnxn−1̂

tn−2̂

≃
Dcut
∑

xn∗
−1̂∗,b=1

U1
xntn,xn∗

−1̂∗,b
σ13xn∗

−1̂∗,b
U3∗
xn−1̂

tn−2̂
,xn∗

−1̂∗,b
(3.46)

Txntnxn−1̂
tn−2̂

≃
Dcut
∑

xn∗
−1∗,b=1

S1
xntnxn∗

−1̂∗,b
S3
xn−1̂

tn−2̂
xn∗

−1̂∗,b
(3.47)

S1
xntnxn∗

−1̂∗,b
= U1

xntnxn∗
−1̂∗,b

√

σ13xn∗
−1̂∗,b

(3.48)

S3
xn−1̂

tn−2̂
xn∗

−1̂∗,b
= U3∗

xn−1̂
tn−2̂

xn∗
−1̂∗,b

√

σ13xn∗
−1̂∗,b

(3.49)

となる。 Grasmann数は二つの部分に分け、 粗視化された格子上に符号の因子を扱うため
に、 粗視化された格子上の点 n∗, n∗ − 1̂∗ に Grasmann数 η̄n∗ , ηn∗−1̂∗ を導入する。 これに
よって、

dη̄
xn,2

n,2 dη
xn,1

n,1 dξ̄
tn,2

n,2 dξ
tn,1

n,1 dη
xn−1̂,2

n,2 dη̄
xn−1̂,1

n,1 dξ
tn−2̂,2

n,2 dξ̄
tn−2̂,1

n,1

·
(

η̄n+1̂,1ηn,1

)xn,1
(

η̄n,2ηn+1̂,2

)xn,2
(

ξ̄n+2̂,1ξn,1

)tn,1
(

ξ̄n,2ξn+2̂,2

)tn,2

=
(

D1
xntndη̄

xn∗
−1̂∗,f

n∗

)(

D3
xn−1̂

tn−2̂
dη

xn∗
−1̂∗,f

n∗−1̂∗

)

(

η̄n∗ηn∗−1̂∗

)xn∗
−1̂∗,f (3.50)

となる。 ここで D1 と D3は

D1
xntn = dη̄

xn,2

n,2 dη
xn,1

n,1 dξ̄
tn,2

n,2 dξ
tn,1

n,1

·
(

η̄n+1̂,1ηn,1

)xn,1
(

η̄n,2ηn+1̂,2

)xn,2
(

ξ̄n+2̂,1ξn,1

)tn,1
(

ξ̄n,2ξn+2̂,2

)tn,2

(3.51)

D3
xn−1̂

tn−2̂
= dη

xn−1̂,2

n,2 dη̄
xn−1̂,1

n,1 dξ
tn−2̂,2

n,2 dξ̄
tn−2̂,1

n,1 (3.52)
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で定義する。 また、 n∗ と n∗ − 1̂∗ をつなぐリ ンク上に新たな Grasmann数のべき指数とし
て xn∗−1̂,f が導入される。 これは

xn∗−1̂∗,f =

[

2
∑

i=1

(xn,i + tn,i)

]

mod 2 (3.53)

=

[

2
∑

i=1

(

xn−1̂,i + tn−2̂,i

)

]

mod 2 (3.54)

とすることで、 D1 と dη̄、 D3 と dη が偶数個の Grasmann数を持つ組となる。 なお、 式
(3.53)と式 (3.54)が等号で結ばれるのは式 (3.43)による。 これらの定義から

Txntnxn−1̂
tn−2̂

≃
Dcut
∑

xn∗
−1̂∗,b=1

1
∑

xn∗
−1̂∗,f=0

∫

S1
xntnxn∗

−1̂∗
S3
xn−1̂

tn−2̂
xn∗

−1̂∗

(

η̄n∗ηn∗−1̂∗

)xn∗
−1̂∗,f

· δ∑
i(xn,i+tn,i) mod 2,xn∗

−1̂∗,f
δ∑

i(xn−1̂,i+tn−2̂,i) mod 2,xn∗
−1̂∗,f

(3.55)

と分解される。 ここで
xn∗ = (xn∗,b, xn∗,f ) (3.56)

であり 、

S1
xntnxn∗

−1̂∗
= S1

xntnxn∗
−1̂∗,b

D1
xntndη̄

xn∗
−1̂∗,f

n∗ , (3.57)

S3
xn−1̂

tn−2̂
xn∗

−1̂∗
= S3

xn−1̂
tn−2̂

xn∗
−1̂∗,b

D3
xn−1̂

tn−2̂
dη

xn∗
−1̂∗,f

n∗−1̂∗
(3.58)

である。 分解したテンソル S1,S3は Grasmann数を含んでいるが、 それらはそれぞれD1

と dη̄、 D3 と dηの組なので、 必ず偶数個含まれている。 そのため、 S1,S3 は自由に動か
すことできる。
90度回転させた分解についても同様に与えられる。 新たな Grasmann数として ξ̄n∗ と

ξn∗−2̂∗ を導入することで、 格子点 n+ 2̂上のテンソル Txn+2̂
tn+2̂

xn−1̂+2̂
tn を

Txn+2̂
tn+2̂

xn−1̂+2̂
tn ≃

Dcut
∑

tn∗
−2̂∗,b=1

1
∑

tn∗
−2̂∗,f=0

∫

· S2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗

S4
tn+2̂

xn−1̂+2̂
tn∗

−2̂∗

(

ξ̄n∗ξn∗−2̂∗

)tn∗
−2̂∗,f

· δ∑
i(tn,i+xn+2̂,i) mod 2,tn∗

−2̂∗,f
δ∑

i(tn+2̂,i+xn−1̂+2̂,i) mod 2,tn∗
−2̂∗,f

(3.59)

と分解する。 ここで S2 と S4は

S2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗

= S2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗,b

D2
tnxn+2̂

dξ̄
tn∗

−2̂∗,f

n∗ (3.60)

S4
tn+2̂

xn−1̂+2̂
tn∗

−2̂∗
= S4

tn+2̂
xn−1̂+2̂

tn∗
−2̂∗,b

D4
tn+2̂

xn−1̂+2̂
dξ
tn∗

−2̂∗,f

n∗−2̂∗
(3.61)
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であり 、 D2
tnxn+2̂

と D4
tn+2̂

xn−1̂+2̂
は

D2
tnxn+2̂

= dξ
tn,2

n+2̂,2
dξ̄
tn,1

n+2̂,1
dη̄

xn+2̂,2

n+2̂,2
dη

xn+2̂,1

n+2̂,1

·
(

η̄n+1̂+2̂,1ηn+2̂,1

)xn+2̂,1
(

η̄n+2̂,2ηn+1̂+2̂,2

)xn+2̂,2
, (3.62)

D4
tn+2̂

xn−1̂+2̂
= dξ̄

tn+2̂,2

n+2̂,2
dξ
tn+2̂,1

n+2̂,1
dη

xn−1̂+2̂,2

n+2̂,2
dη̄

xn−1̂+2̂,1

n+2̂,1

·
(

ξ̄n+2·2̂,1ξn+2̂,1

)tn+2̂,1
(

ξ̄n+2̂,2ξn+2·2̂,2

)tn+2̂,2
(3.63)

である。 また、 tn∗−2̂,f は D2 と dξ̄、 D4 と dξが偶数個の Grasmann数を含む組になるよ
う に

tn∗−2̂∗,f =

[

2
∑

i=1

(

tn,i + xn+2̂,i

)

]

mod 2 (3.64)

=

[

2
∑

i=1

(

tn+2̂,i + xn−1̂+2̂,i

)

]

mod 2 (3.65)

とする。 ボソンテンソルの分解から生じる S2 と S4 は、 S1, S3 の場合と同様に SVD に
よって

Mtnxn+2̂
,tn+2̂

xn−1̂+2̂
= (−1)tn,1+tn,2Txn+2̂

tn+2̂
xn−1̂+2̂

tn

≃
Dcut
∑

tn∗
−2̂∗,b=1

U2
tnxn+2̂

,tn∗
−2̂∗,b

σ24tn∗
−2̂∗,b

U4∗
tn+2̂

xn−1̂+2̂
,tn∗

−2̂∗,b
(3.66)

Txn+2̂
tn+2̂

xn−1̂+2̂
tn ≃

∑

tn∗
−2̂∗,b

S2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗,b

S4
tn+2̂

xn−1̂+2̂
tn∗

−2̂∗,b
(3.67)

S2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗,b

= U2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗,b

√

σ24tn∗
−2̂∗,b

(3.68)

S4
tn+2̂

xn−1̂+2̂
tn∗

−2̂∗,b
= U4∗

tn+2̂
xn−1̂+2̂

tn∗
−2̂∗,b

√

σ24tn∗
−2̂∗,b

(3.69)

で与えられる。 ここで通常の TRGの場合に加えて符号の因子があるのは、 Grasmann数
の測度の入れ替えによって符号が生じるためである。

3.3.2 自由度の縮約

前小節で定式化したテンソルの分解によって、 S1,S2,S3,S4 は偶数個のGrasmann数を
含んでいるので、 縮約をとるために自由に順序を入れ替えられるようになった。 そのため、
粗視化されたテンソルは、 必要な S1,S2,S3,S4 を集めて元の自由度の縮約と Grasmann
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数の積分をとることで、

Txn∗ tn∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

=
∑

xn,tn,xn+2̂
,tn+1̂

∫

S1
xntnxn∗

−1̂∗
S2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗

S3
xn+2̂

tn+1̂
xn∗

S4
tn+1̂

xntn∗

·
(

η̄n∗+1̂∗ηn∗

)xn∗,f
(

ξ̄n∗+2̂∗ξn∗

)tn∗,f

· δ∑
i(xn,i+tn,i) mod 2,xn∗

−1̂∗,f
δ∑

i(tn,i+xn+2̂,i) mod 2,tn∗
−2̂∗,f

· δ∑
i(xn+2̂,i+tn+1̂,i) mod 2,xn∗,f

δ∑
i(tn+1̂,i+xn,i) mod 2,tn∗,f

(3.70)

によって得られる。 この縮約と積分をとるためには、 元の Grasmann数の測度の順序の入
れ替えが必要で、 そこから符号がでてく ることになるが、 それらは計算が可能な程度のも
のである。 それらの符号も含めた結果を粗視化されたボソンテンソル Txn∗ tn∗xn∗

−1̂∗
tn∗

−2̂∗

とすれば、 粗視化されたテンソルは

Txn∗ tn∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

= Txn∗ tn∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

dηxn∗,fdξtn∗ ,fdη̄xn∗
−1̂∗,fdξ̄tn∗

−2̂∗,f

·
(

η̄n∗+1̂∗ηn∗

)xn∗,f
(

ξ̄n∗+2̂∗ξn∗

)tn∗,f (3.71)

となる。 ここで得られた粗視化されたボソンテンソルには、 元のボソンテンソルと同様に、
(

xn∗,f + tn∗,f + xn∗−1̂∗,f + tn∗−2̂∗,f

)

mod 2 = 0 (3.72)

なる成分のみ 0でない値を持ちう るという条件がある。

3.4 境界条件

以下では、 第 1次元方向に周期的境界条件

ψn+N11̂
= ψn (3.73)

ψ̄n+N11̂
= ψ̄n (3.74)

を課し 、 第 2次元方向に反周期的境界条件

ψn+N22̂
= −ψn (3.75)

ψ̄n+N22̂
= −ψ̄n (3.76)

を課す。 ここでは、 この非等方的な境界条件による GTRGへの影響を示す。 結論として
は、 ここでの定式化では、 奇数回のく り こみを行う と非自明な条件が現れるが、 偶数回の
く り こみを行う と元の境界条件に戻る。 このことを 1回目と 2回目のく り こみに分けて説
明する。

3.4.1 1回目のく りこみ

まず、 上のよう な境界条件によって、 分配関数のテンソルネッ ト ワーク表示は

Bt′ntn−2̂
=

{

(−1)t
′

n,1+t
′

n,2δt′n,tn−2̂
if n2 = 0,

δt′n,tn−2̂
else.

(3.77)
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として

Z =
∑

{x,t,t′}

∫

∏

n

Txntnxn−1̂
t′n
Bt′ntn−2̂

(3.78)

となる。 この変更は、 テンソルの分解には影響を及ぼさないが、 自由度の縮約では B も含
めて行わなければならなく なる。 その結果、 n2 = N2 − 1なる格子点上で縮約される粗視
化されたテンソルは修正を受ける。 それを A(1)

xn∗ tn∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗
とすると 、

A(1)
xn∗ tn∗xn∗

−1̂∗
tn∗

−2̂∗
=

∑

xn,tn,xn+2̂
,tn+1̂

∫

(−1)tn,1+tn,2+tn+1̂,1+tn+1̂,2

· S1
xntnxn∗

−1̂∗
S2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗

S3
xn+2̂

tn+1̂
xn∗

S4
tn+1̂

xntn∗

·
(

η̄n∗+1̂∗ηn∗

)xn∗,f
(

ξ̄n∗+2̂∗ξn∗

)tn∗,f

· δ∑
i(xn,i+tn,i) mod 2,xn∗

−1̂∗,f
δ∑

i(tn,i+xn+2̂,i) mod 2,tn∗
−2̂∗,f

· δ∑
i(xn+2̂,i+tn+1̂,i) mod 2,xn∗,f

δ∑
i(tn+1̂,i+xn,i) mod 2,tn∗,f

(3.79)

となる。 このまま A(1) を扱う と 、 非一様なテンソルネット ワークを扱う ことになり 、 定式
化や実際の計算が複雑になる。 そこで、 新たに加えられた符号の因子は元の自由度に依存
しているが、 これを、 境界条件による修正を受けていない粗視化されたテンソルに粗視化
された自由度に依存する符号の因子がかかった式に等価に変えるを考える。 式 (3.79)に含
まれる

δ∑
i(tn,i+xn+2̂,i) mod 2,tn∗

−2̂∗,f
δ∑

i(xn+2̂,i+tn+1̂,i) mod 2,xn∗,f

は、 xn+2̂ を共有することから 、 等価に

δ∑
i(tn,i+xn+2̂,i) mod 2,tn∗

−2̂∗,f
δ∑

i(xn+2̂,i+tn+1̂,i) mod 2,xn∗,f

= δ∑
i(tn,i+xn+2̂,i) mod 2,tn∗

−2̂∗,f
δ∑

i(tn,i+tn+1̂,i) mod 2,(xn∗,f+tn∗
−2̂∗,f) mod 2 (3.80)

とできる。 これによって、

A(1)
xn∗ tn∗xn∗

−1̂∗
tn∗

−2̂∗
=

∑

xn,tn,xn+2̂
,tn+1̂

∫

(−1)tn,1+tn,2+tn+1̂,1+tn+1̂,2

· S1
xntnxn∗

−1̂∗
S2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗

S3
xn+2̂

tn+1̂
xn∗

S4
tn+1̂

xntn∗

·
(

η̄n∗+1̂∗ηn∗

)xn∗,f
(

ξ̄n∗+2̂∗ξn∗

)tn∗,f

· δ∑
i(xn,i+tn,i) mod 2,xn∗

−1̂∗,f
δ∑

i(tn,i+xn+2̂,i) mod 2,tn∗
−2̂∗,f

· δ∑
i(tn,i+tn+1̂,i) mod 2,(xn∗,f+tn∗

−2̂∗,f) mod 2

· δ∑
i(tn+1̂,i+xn,i) mod 2,tn∗,f

= (−1)xn∗,f+tn∗
−2̂∗,fTxn∗ tn∗xn∗

−1̂∗
tn∗

−2̂∗

· dηxn∗,fdξtn∗ ,fdη̄xn∗
−1̂∗,fdξ̄tn∗

−2̂∗,f

·
(

η̄n∗+1̂∗ηn∗

)xn∗,f
(

ξ̄n∗+2̂∗ξn∗

)tn∗,f

= (−1)xn∗,f+tn∗
−2̂∗,fTxn∗ tn∗xn∗

−1̂∗
tn∗

−2̂∗
(3.81)
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とすることができる。 したがって、 1回く り こまれた分配関数は

Z(1) =
∑

{x,t}

∫

∏

n:n1 6=n2

Txntnxn−1̂
tn−2̂

∏

n:n1=n2

A(1)
xntnxn−1̂

tn−2̂

=
∑

{x,x′,t,t′}

∫

∏

n

Tx′ntnxn−1̂
t′n
B1
x′nxn

B2
t′ntn−2̂

(3.82)

と得られる。 ここで

B1
x′nxn

=

{

(−1)x
′

n,f δx′n,xn if n1 = n2,

δx′n,xn else,
(3.83)

B2
t′ntn−2̂

=

{

(−1)t
′

n,f δt′n,tn−2̂
if n1 = n2,

δt′n,tn−2̂
else.

(3.84)

である。
1回目のく り こみにおける境界条件による影響をまとめたものを図 3.1に示す。

3.4.2 2回目のく りこみ

前小節で得られた 1回く り こまれた分配関数のテンソルネッ ト ワーク表示から 、 同様に
して、 2回く り こまれた分配関数のテンソルネッ ト ワーク表示を求める。
2回目のく り こみでは、 n1 = n2 なる格子点上で縮約されたテンソルが修正を受ける。
それを A(2)

xn∗ tn∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗
とすると 、

A(2)
xn∗ tn∗xn∗

−1̂∗
tn∗

−2̂∗
=

∑

xn,tn,xn+2̂
,tn+1̂

∫

(−1)xn+2̂,f+tn,f

· S1
xntnxn∗

−1̂∗
S2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗

S3
xn+2̂

tn+1̂
xn∗

S4
tn+1̂

xntn∗

·
(

η̄n∗+1̂∗ηn∗

)xn∗,f
(

ξ̄n∗+2̂∗ξn∗

)tn∗,f

· δ(xn,f+tn,f) mod 2,xn∗
−1̂∗,f

δ(tn,f+xn+2̂,f) mod 2,tn∗
−2̂∗,f

· δ(xn+2̂,f+tn+1̂,f) mod 2,xn∗,f
δ(tn+1̂,f+xn,f) mod 2,tn∗,f

(3.85)

となる。 前小節と同様にこの式を、 境界条件による修正を受けていない粗視化されたテン
ソルに粗視化された自由度に依存する符号の因子がかかった式に書きかえる。 式 (3.85)に
含まれる

δ(tn,f+xn+2̂,f) mod 2,tn∗
−2̂∗,f

によって、

A(2)
xn∗ tn∗xn∗

−1̂∗
tn∗

−2̂∗
= (−1)tn∗

−2̂∗,fTxn∗ tn∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

· dηxn∗,fdξtn∗ ,fdη̄xn∗
−1̂∗,fdξ̄tn∗

−2̂∗,f

·
(

η̄n∗+1̂∗ηn∗

)xn∗,f
(

ξ̄n∗+2̂∗ξn∗

)tn∗,f

= (−1)tn∗
−2̂∗,fTxn∗ tn∗xn∗

−1̂∗
tn∗

−2̂∗
(3.86)
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とすることができる。 したがって、 2回く り こまれた分配関数は

Z(2) =
∑

{x,t}

∫

∏

n:n2 6=0

Txntnxn−1̂
tn−2̂

∏

n:n2=0

A(2)
xntnxn−1̂

tn−2̂

=
∑

{x,x′,t,t′}

∫

∏

n

Tx′ntnxn−1̂
t′n
Bt′ntn−2̂

(3.87)

となる。 Bは式 (3.77)で与えられ、 境界条件に関しては最初の条件に戻っていることにな
る。 したがって、 境界条件は 2回く り こみを行う度に元の条件に戻る。 2回目のく り こみ
における境界条件による影響をまとめたものを図 3.2に示す。
このことから 、 境界条件については最後にブルート フォースをするときに取り込めばよ
い。 格子点数を 1にまでする場合は、

Z =
∑

x,t

∫

(−1)tfTxtxt (3.88)

となる。 格子点数を 4にまでする場合は、

Z =
∑

{x,t}

∫

(−1)t1,f+t3,fTx1t1x2t2Tx3t2x4t1Tx4t3x3t4Tx2t4x1t3 (3.89)

となる。 あるいは、

CAx1x2x3x4 =
∑

t1,t2

∫

t1,f tf,2

(−1)t2,fTx1t1x2t2Tx3t2x4t1 (3.90)

として

Z =
∑

{x}

∫

x1,fx2,fx3,fx4,f

Cx1x2x3x4Cx4x3x2x1 (3.91)

となる。 ここで
∫

の添字は積分する Grasmann変数のべき指数を意味する。
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図 3.1: 1回目のく り こみにおける境界条件による影響を示す。 黒丸はテンソル Tを表し 、
白丸はテンソル Aを表す。 菱形はテンソル B,B1, B2 を表す。

30



図 3.2: 2回目のく り こみにおける境界条件による影響を示す。 黒丸はテンソル Tを表し 、
菱形はテンソル B,B1, B2 を表す。

31



第4章 計算結果

この章では、 第 3章で定式化した有限密度Gross-Neveuモデルの GTRGを実装し 、 計
算を行った結果を示す。 この研究では、 自由エネルギー、 フェルミ オン密度とその感受率
を計算した。 ここでは、 格子点数が 4になるまでく り こんだ後、 ブルート フォースに分配
関数を計算した。
4.1節では、 自由エネルギーの厳密値と GTRGによる数値計算から得られた値との比較
の結果を示す。 4.2節では、 フェルミ オン密度を GTRGで計算した結果を示す。 4.3節で
は、 4.2の結果からフェルミ オン密度の感受率を計算し 、 有限サイズスケーリ ングを行っ
た結果を示す。

4.1 自由エネルギー

4.1.1 厳密値の計算

g = 0の場合に、 分配関数の厳密な値を計算した方法を示す。 簡単のために、 第 1次元
にも第 2次元にも周期的境界条件を課す。 このとき、 分配関数は

ZP =

∫

DψDψ̄ exp

(

−
∑

n

ψ̄nDψn

)

(4.1)

となる。 ψn, ψ̄n を Fourier展開すると

ψn =
∑

p

exp

[

2πi

(

p1n1

N1
+
p2n2

N2

)]

ϕp (4.2)

ψ̄n =
∑

p

exp

[

−2πi

(

p1n1

N1
+
p2n2

N2

)]

ϕ̄p (4.3)

となる。 ここで
p = (p1, p2) (4.4)
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である。 すると 、

∂−1 ∂
+
1

2
ψn =

ψn+1̂ + ψn−1̂

2
− ψn

=
∑

p

[

cos

(

2πp1
N1

)

− 1

]

exp

[

2πi

(

p1n1

N1
+
p2n2

N2

)]

ϕp (4.5)

∂−2 ∂
+
2

2
ψn =

eµψn+2̂ + e−µψn−2̂

2
− ψn

=
∑

p

[

cos

(

2πp2
N2

− iµ

)

− 1

]

exp

[

2πi

(

p1n1

N1
+
p2n2

N2

)]

ϕp (4.6)

γ1∂
+
1 + γ1∂

−
1

2
ψn = γ1

ψn+1̂ − ψn−1̂

2

=
∑

p

iγ1 sin

(

2πp1
N1

)

exp

[

2πi

(

p1n1

N1
+
p2n2

N2

)]

ϕp (4.7)

γ2∂
+
2 + γ2∂

−
2

2
ψn = γ2

eµψn+2̂ − e−µψn−2̂

2

=
∑

p

iγ2 sin

(

2πp2
N2

− iµ

)

exp

[

2πi

(

p1n1

N1
+
p2n2

N2

)]

ϕp (4.8)

となるので、 Wilson-Dirac演算子を

∑

n

ψ̄nDψn =
∑

n,p′,p

ϕ̄p′

[

iγ1 sin

(

2πp1
N1

)

+ iγ2 sin

(

2πp2
N2

− iµ

)

− cos

(

2πp1
N1

)

− cos

(

2πp2
N2

− iµ

)

+m+ 2

]

· exp
[

2πi

(

p1 − p′

N1
n1 +

p2 − p′2
N2

n2

)]

ϕp

=
∑

p

ϕ̄p

[

iγ1 sin

(

2πp1
N1

)

+ iγ2 sin

(

2πp2
N2

− iµ

)

− cos

(

2πp1
N1

)

− cos

(

2πp2
N2

− iµ

)

+m+ 2

]

ϕp (4.9)

と対角化できる。 ここで

Dp = iγ1 sin

(

2πp1
N1

)

+ iγ2 sin

(

2πp2
N2

− iµ

)

− cos

(

2πp1
N1

)

− cos

(

2πp2
N2

− iµ

)

+m+ 2 (4.10)

とすると 、
∑

n

ψ̄nDψn =
∑

p

ϕ̄pDpϕp
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図 4.1: Dcut に対する δの変化。

となる。 分配関数を ϕ, ϕ̄で書きかえると 、

ZP =

∫

DϕDϕ̄ exp

(

−
∑

p

ϕ̄pDpϕp

)

=
∏

p

detDp (4.11)

とできる。 この計算量はN1N2程度になるので、 ブルート フォースに計算することできる。

4.1.2 厳密値との比較

まず、 Dcut を変えながら 、 GTRGによる数値計算から得られた lnZ と厳密値 lnZexact

との相対誤差

δ =
lnZ − lnZexact

lnZexact
, (4.12)

を計算した。 図 4.1にその結果を示す。 Dcut を大きく していけば、 GTRGによる結果は
厳密値に近づいていく はずなので、 相対誤差は 0に向かって収束していく ことが期待され
る。 図 4.1の結果は、 µ = 1の場合にも、 µ = 2の場合にも、 単調ではないが大きな傾向
としては 0に近づいており 、 妥当な結果と考えられる。
µ = 1での相対誤差の収束は、 µ = 2での場合に比べて遅い。 また、 µ = 2の相対誤
差の収束性は N1 = N2 = 8でも N1 = N2 = 32でもほとんど変わらず、 相対誤差の格
子体積への依存はみられない。 一方、 µ = 1の場合は、 N1 = N2 = 8の場合に比べると
N1 = N2 = 32の場合は収束性が悪く なっており 、 相対誤差は全体的に 1桁ほど落ちてい
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図 4.2: ボソンテンソルの特異値。

る。 この収束性の問題の詳細を見るために、 テンソルを分解するときの SVDの特異値を
調べた。 その結果を図 4.2に示す。 µ = 2の場合、 GTRGが 3回目でも 7回目でも、 明確
に特異値の階層性がみられる。 一方、 µ = 1の場合、 3回目ではまだ階層性がみられるが、
7回目では非常になだらかになっており 、 ほとんど特異値が縮退しているよう にみえる。
次に、 Dcut = 64と固定して、 µを変えながら相対誤差を計算した。 その結果を 4.3に示
す。 µ = 0.3と µ = 1の近く で急速に相対誤差が増加している。 後にみるよう に、 µ = 0.3

と µ = 1は相転移のような振る舞いがみられる。 N1 = N2 = 4では、 マシン精度の範囲で
厳密な値と一致しており 、 この計算の妥当性を示していると考えられる。

4.2 フェルミオン密度

ここでは、 フェルミ オン密度を計算した結果を示す。 フェルミ オン密度は

n =
1

N1N2

∂ lnZ

∂µ
(4.13)

で定義される。
MonteCarlo法では配位空間に定義された物理量であれば計算することができるが、 TRG
では直接計算できるのは分配関数に限られる。 そのため、 通常、 自由エネルギーを数値微
分することによって物理量を計算する。 数値微分は 3点公式を用いて、

n(µ) =
lnZ(µ+∆µ)− lnZ(µ−∆µ)

2N1N2∆µ
(4.14)
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図 4.3: Dcut = 64に固定した場合の µに対する δの変化。

と計算した。 図 4.4は、 いく つかの非自明なパラメータにおいて、 µを変えながらフェル
ミ オン密度を計算した結果を示す。 2次元系でフレーバー数が 1なので、 飽和密度は 1に
なるはずである。 結果はいずれのパラメータの場合でも 1で飽和に至っているので、 妥当
であると考えられる。

4.3 感受率

ここでは、 フェルミ オン密度の感受率を計算し、 有限サイズスケーリ ングを行う 。 フェ
ルミ オン密度の感受率は

χ =
1

N1N2

∂2 lnZ

∂µ2
. (4.15)

で定義される。 数値微分は前節で求めたフェルミ オン密度から 、 3点近似公式によって

χ(µ) =
n(µ+∆µ)− n(µ−∆µ)

2∆µ
(4.16)

と計算した。
m = 0, N2 = 32, Dcut = 64と固定して、 いく つかの N1, gについて µを変えながら相対
誤差を計算した。 その結果を図 4.5に示す。 g = 0でも g = 0.7でも、 二つのピークが現
れたが、 ピークの高さに N1 に対する依存性は見られなかった。 そのため、 これらの相転
移のような振る舞いはクロスオーバーであると考えられる。 m = 0の場合、 ピークの近く
(µ ≈ 0.3と µ ≈ 1)では,図 4.3では自由エネルギーの相対誤差が大きく なっていた。 TRG

が相転移点の近く で精度が落ちることは知られていたが、 今回、 同じよう なことがクロス
オーバーでも現れることが分かった。
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第5章 再重み付け法

この章では、 MonteCarlo法における再重み付け法のある種のアナロジーとなる TRGの
計算手法を示す。 この手法は、 あるパラメータにおける SVDの結果から別のパラメータ
での TRGを行う もので、 通常の TRGより も計算量のオーダーは落ちるが、 近似の良さ
は悪く なることが予想される。 この TRGの計算手法についても、 再重み付け法と呼ぶこ
とにする。
5.1節では、 MonteCarlo法における再重み付け法について簡単に説明する。 5.2節では、

TRGにおける再重み付け法の定式化について説明する。 5.3節では、 TRGにおける再重
み付け法を GTRGに拡張する。 5.4節では、 Gross-Neveuモデルで再重み付け法の計算を
行った結果を示す。

5.1 MonteCarlo法の再重み付け法

配位空間 Ωのパラメータ pにおける分配関数

Z(p) =
∑

ω∈Ω
W [ω; p] (5.1)

が与えられているとき、 物理量O(p)の期待値

〈O(p)〉 =
∑

ω∈ΩO[ω; p]W [ω; p]
∑

ω∈ΩW [ω; p]
(5.2)

を MoteCarlo法で計算することを考える。 MonteCarlo法では、 重点サンプリ ングがされ
るよう に、 確率

P [w; p] =
W [w; p]

Z(p)
(5.3)

に従う配位を集めてサンプル集団

ΩMC(p) ⊂ Ω (5.4)

を生成した後、
〈O〉 ≃ 〈O〉ΩMC(p)

=
∑

ω∈ΩMC(p)

O[ω; p] (5.5)

とする。
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再重み付け法は、 パラメ ータ p で生成した ΩMC から 、 別のパラメータ p′ での期待値
〈O(p′)〉を計算する手法である。 その基本となっているのは、

〈

O(p′)
〉

=

∑

ω∈ΩO[ω; p′]W [ω; p′]
∑

ω∈ΩW [ω; p′]

=

∑

ω∈Ω

(

O[ω; p′]W [ω;p′]
W [ω;p]

)

W [ω; p]

∑

ω∈Ω

(

W [ω;p′]
W [ω;p]

)

W [ω; p]

=
〈O(p′)R(p′, p)〉

〈R(p′, p)〉 (5.6)

R(p′, p) =
W [ω; p′]
W [ω; p]

(5.7)

という よう に、 別のパラメータとの重みの比を物理量とみなすことである。 このよう にす
ることで、

〈

O(p′)
〉

≃
〈O(p′)R(p′, p)〉ΩMC(p)

〈R(p′, p)〉ΩMC(p)

(5.8)

という形で計算できる。

5.2 TRGの再重み付け法

ここでは、 TRGの再重み付け法を定式化する。 元となるパラメータにおけるテンソル
を Txntnxn−1̂

tn−2̂
とし 、 求めたい別のパラメータにおけるテンソルを T ′

xntnxn−1̂
tn−2̂
とする。

5.2.1 テンソルの分解

T に対して式 (2.17)で定義された M13 に対する SVDを

M13
xntn,xn−1̂

tn−2̂
=

∑

xn∗
−1̂∗

U1
xntn,xn∗

−1̂∗
σ13xn∗

−1̂∗
U3∗
xn−1̂

tn−2̂
,xx∗−1̂∗

≃
Dcut
∑

xn∗
−1̂∗

,x′
n∗

−1̂∗
=1

U1
xntn,xn∗

−1̂∗

(

σ13xn∗
−1̂∗

δxn∗
−1̂∗

,x′
n∗

−1̂∗

)

U3∗
xn−1̂

tn−2̂
,x′

x∗−1̂∗
(5.9)

とし 、 Txntnxn−1̂
tn−2̂
の分解を

Txntnxn−1̂
tn−2̂

≃
Dcut
∑

xn∗
−1̂∗

,x′
x∗−1̂∗

U1
xntn,xn∗

−1̂∗
Σ13
xn∗

−1̂∗
,x′

n∗
−1̂∗

U3∗
xn−1̂

tn−2̂
,x′

x∗−1̂∗
(5.10)

とする。 ここで
Σxn∗

−1̂∗
,x′

n∗
−1̂∗

= σ13xn∗
−1̂∗

δxn∗
−1̂∗

,x′
n∗

−1̂∗
(5.11)
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である。 U1, U3はユニタリ ー行列なので、

U1
xntn,xn∗

−1̂∗
U1∗
xt,xn∗

−1̂∗
= δxntn,xt (5.12)

U3
xt,x′

n∗
−1̂∗

U3∗
xn−1̂

tn−2̂
,x′

n∗
−1̂∗

= δxt,xn−1̂
tn−2̂

(5.13)

である。 これらによって、 T ′
xntnxn−1̂

tn−2̂
は

T ′
xntnxn−1̂

tn−2̂
=

∑

x,t,x′,t′,xn∗
−1̂∗

,x′
n∗

−1̂∗

δxntn,xtT
′
xtx′t′δx′t′,xn−1̂

tn−2̂

=
∑

x,t,x′,t′,xn∗
−1̂∗

,x′
n∗

−1̂∗

(

U1
xntn,xn∗

−1̂∗
U1∗
xt,xn∗

−1̂∗

)

· T ′
xtx′t′

(

U3
x′t′,x′

n∗
−1̂∗

U3∗
xn−1̂

tn−2̂
,x′

n∗
−1̂∗

)

=
∑

xn∗
−1̂∗

,x′
n∗

−1̂∗

U1
xntn,xn∗

−1̂∗
Σ′13
xn∗

−1̂∗
,x′

n∗
−1̂∗

U3∗
xn−1̂

tn−2̂
,x′

n∗
−1̂∗

(5.14)

とできる。 ここで

Σ′13
xn∗

−1̂∗
,x′

n∗
−1̂∗

=
∑

x,t,x′,t′

U1∗
xt,xn∗

−1̂∗
T ′
xtx′t′U

3
x′t′,x′

n∗
−1̂∗

(5.15)

である。 xn∗−1̂∗,b, x
′
n∗−1̂∗,b

を Dcut までで打ちきると 、 T ′の分解が形式的に

T ′
xntnxn−1̂

tn−2̂

≃
Dcut
∑

xn∗
−1̂∗

,x′
n∗

−1̂∗
=1

U1
xntn,xn∗

−1̂∗
Σ′13
xn∗

−1̂∗
,x′

n∗
−1̂∗

U3∗
xn−1̂

tn−2̂
,x′

n∗
−1̂∗

(5.16)

と定義できる。 図 5.1にこれらの分解を示す。 当然ながら 、 この分解は SVD を用いては
いないので、

M ′13
xntn,xn−1̂

tn−2̂
= T ′

xntnxn−1̂
tn−2̂

として
∣

∣

∣
M ′13 − U1Σ′13U3†

∣

∣

∣

2

が最小化されているわけではなく 、 精度の高い近似がされている保証はない。 しかし 、 パ
ラメータを近づけていけば最適な分解に近づいていく はずなので、 パラメータの差が小さ
ければ十分な精度で近似が得られることが期待できる。
同様に、 方向を 90度回転させた分解については、 式 (2.27)で定義されたM24から SVD

によって

M24
tnxn+2̂

,tn+2̂
xn−1̂+2̂

=
∑

tn∗
−2̂∗

U2
tnxn+2̂

,tn∗
−2̂∗

σ24tn∗
−2̂∗

U4∗
tn+2̂

xn−1̂+2̂
,tn∗

−2̂∗

≃
Dcut
∑

tn∗
−2̂∗

,t′
n∗

−2̂∗
=1

U2
tnxn+2̂

,tn∗
−2̂∗

Σ24
tn∗

−2̂∗
,t′
n∗

−2̂∗
U4∗
tn+2̂

xn−1̂+2̂
,t′
n∗

−2̂∗
(5.17)
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図 5.1: 再重み付け法の分解を示す。 ユニタリ ー行列 U1, U3 を 3階のテンソルとみなして
いる。 この分解では、 新たに Σという 2階のテンソルが現れる。 白丸は Σを表す。
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Σ24
tn∗

−2̂∗
,t′
n∗

−2̂∗
= σ24tn∗

−2̂∗
δtn∗

−2̂∗
,t′
n∗

−2̂∗
(5.18)

とし 、 Ttnxn+2̂
tn+2̂

xn−1̂+2̂
を

Ttnxn+2̂
tn+2̂

xn−1̂+2̂
≃

Dcut
∑

tn∗
−2̂∗

,t′
n∗

−2̂∗
=1

U2
tnxn+2̂

,tn∗
−2̂∗

Σ24
tn∗

−2̂∗
,t′
n∗

−2̂∗
U4∗
tn+2̂

xn−1̂+2̂
,t′
n∗

−2̂∗
(5.19)

と分解する。 T ′ に対しては、

T ′
tnxn+2̂

tn+2̂
xn−1̂+2̂

≃
Dcut
∑

tn∗
−2̂∗

,t′
n∗

−2̂∗
=1

U2
tnxn+2̂

,tn∗
−2̂∗

Σ′24
tn∗

−2̂∗
,t′
n∗

−2̂∗
U4∗
tn+2̂

xn−1̂+2̂
,t′
n∗

−2̂∗
(5.20)

Σ′24
tn∗

−2̂∗
,t′
n∗

−2̂∗
=

∑

x,t,x′,t′

U2∗
tx,xn∗

−1̂∗
T ′
xt′x′tU

4
t′x′,x′

n∗
−1̂∗

(5.21)

とする。 このよう にすると 、 T に対する SVDの結果である U1, U2, U3, U4があれば、 形
式的には、 T ′は SVD をすることなしに分解される。 この計算に必要な計算量は D4Dcut

に比例する。

5.2.2 自由度の縮約

自由度の縮約をとるときは、 まず、 T の SVDから得られた U1, U2, U3, U4 から中間テ
ンソルと呼ぶものをつく る。 中間テンソルは

T̃x′
n∗ t

′

n∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

=

∫

∑

xn,tn,xn+2̂
,tn+1̂

U1
xntnxn∗

−1̂∗
U2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗

U3
xn+2̂

tn+1̂
x′
n∗

U4
tn+1̂

xnt
′

n∗

(5.22)

で定義される特異値を含まない形で縮約をとったテンソルである。 粗視化されたテンソル
は、 この中間テンソルと Σ13,Σ24から

Txn∗ tn∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

=
∑

x′
n∗ ,t

′

n∗

Σ13
xn∗ ,x′

n∗

Σ24
tn∗ ,t′

n∗

T̃x′
n∗ t

′

n∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

(5.23)

と求められる。 T ′についても、 粗視化されたテンソルは、 T の場合と同じ中間テンソルと
Σ′13,Σ′24から

T ′
xn∗ tn∗xn∗

−1̂∗
tn∗

−2̂∗
=

∑

x′
n∗ ,t

′

n∗

Σ′13
xn∗ ,x′

n∗

Σ′24
tn∗ ,t′

n∗

T̃x′
n∗ t

′

n∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

(5.24)

と求めることができる。 これらの縮約を図 5.2に示す。 したがって、 中間テンソルがあれ
ば、 縮約をとらずに Σ′ をつなげるだけで粗視化されたテンソルが得られる。 この計算に
必要な計算量は D5

cut に比例する。
TRGの再重み付け法の手順をまとめると 、

• 元となるパラメータにおける TRGにおいて、 SVDのユニタリ ー行列U1, U2, U3, U4

と中間テンソル T̃ を保存しておく 。
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• U1, U2, U3, U4 と T ′から Σ′13,Σ′24 をつく る。

• 中間テンソル T̃ に Σ′13,Σ′24 をつなげて、 粗視化された T ′ を得る。

となる。 D = Dcut とすれば、 D5
cutに比例する計算量が必要となる。 通常の TRGに必要な

計算量はD6
cutに比例するので、 計算量のオーダーが一つ落ちることになる。 図??に TRG

の再重み付け法の手順をまとめたものを示す。

5.3 GTRGの再重み付け法

この節では、 前節で定式化した再重み付け法を GTRGへ拡張する。 基本的には、 ボソン
テンソルに TRGの再重み付け法を適用することになる。 元となるパラメータにおけるテ
ンソルを Txntnxn−1̂

tn−2̂
とし 、 求めたい別のパラメータにおけるテンソルを T ′

xntnxn−1̂
tn−2̂

とする。

5.3.1 テンソルの分解

まず、 ボソンテンソル T に対する分解は、

M13
xntn,xn−1̂

tn−2̂
= Txntnxn−1̂

tn−2̂

=
∑

xn∗
−1̂∗,b

U1
xntn,xn∗

−1̂∗,b
σ13xn∗

−1̂∗,b
U3∗
xn−1̂

tn−2̂
,xx∗−1̂∗,b

(5.25)

Txntnxn−1̂
tn−2̂

≃
Dcut
∑

xn∗
−1̂∗,b,x

′

x∗−1̂∗,b

U1
xntn,xn∗

−1̂∗,b
Σ13
xn∗

−1̂∗,b,x
′

n∗
−1̂∗,b

U3∗
xn−1̂

tn−2̂
,x′

x∗−1̂∗,b

(5.26)

Σxn∗
−1̂∗,b,x

′

n∗
−1̂∗,b

= σ13xn∗
−1̂∗,b

δxn∗
−1̂∗,b,x

′

n∗
−1̂∗,b

(5.27)

である。 これらによってボソンテンソル T ′は

T ′
xntnxn−1̂

tn−2̂
≃

Dcut
∑

xn∗
−1̂∗,b,x

′

n∗
−1̂∗

,b=1

U1
xntn,xn∗

−1̂∗,b
Σ′13
xn∗

−1̂∗,b,x
′

n∗
−1̂∗,b

U3∗
xn−1̂

tn−2̂
,x′

n∗
−1̂∗,b

(5.28)

Σ′13
xn∗

−1̂∗,b,x
′

n∗
−1̂∗,b

=
∑

x,t,x′,t′

U1∗
xt,xn∗

−1̂∗,b
T ′
xtx′t′U

3
x′t′,x′

n∗
−1̂∗,b

(5.29)
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同様に、 方向を 90度回転させた分解については、 T を

M24
tnxn+2̂

,tn+2̂
xn−1̂+2̂

= (−1)tn,1+tn,2Ttnxn+2̂
,tn+2̂

xn−1̂+2̂

≃
Dcut
∑

tn∗
−2̂∗,b=1

U2
tnxn+2̂

,tn∗
−2̂∗,b

σ24tn∗
−2̂∗,b

U4∗
tn+2̂

xn−1̂+2̂
,t′
n∗

−2̂∗,b

(5.30)

Ttnxn+2̂
tn+2̂

xn−1̂+2̂
≃

Dcut
∑

tn∗
−2̂∗,b,t

′

n∗
−2̂∗,b

=1

U2
tnxn+2̂

,tn∗
−2̂∗,b

Σ24
tn∗

−2̂∗,b,t
′

n∗
−2̂∗,b

U4∗
tn+2̂

xn−1̂+2̂
,t′
n∗

−2̂∗,b

(5.31)

Σ24
tn∗

−2̂∗,b,t
′

n∗
−2̂∗,b

= σ24tn∗
−2̂∗,b

δtn∗
−2̂∗

,t′
n∗

−2̂∗,b
(5.32)

と分解し 、 T ′ に対しては、

T ′
tnxn+2̂

tn+2̂
xn−1̂+2̂

≃
Dcut
∑

tn∗
−2̂∗,b,t

′

n∗
−2̂∗,b

=1

U2
tnxn+2̂

,tn∗
−2̂∗,b

Σ′24
tn∗

−2̂∗,b,t
′

n∗
−2̂∗,b

U4∗
tn+2̂

xn−1̂+2̂
,t′
n∗

−2̂∗,b

(5.33)

Σ′24
tn∗

−2̂∗,b,t
′

n∗
−2̂∗,b

=
∑

x,t,x′,t′

U2∗
tx,xn∗

−1̂∗,b
T ′
xt′x′tU

4
t′x′,x′

n∗
−1̂∗,b

(5.34)

とする。 Grasmann数については、 3.3と同様である。

5.3.2 自由度の縮約

通常の TRGにおける再重み付け法と同様に、 まず、 中間テンソルをつく る。 ボソンテ
ンソルの SVDから得たユニタリ ー行列と Grasmann数から

U1
xntnxn∗

−1̂∗
= U1

xntn,xn∗
−1̂∗,b

D1
xntndη̄

xn∗
−1̂∗,f

n∗ , (5.35)

U2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗

= U2
tnxn+2̂

,tn∗
−2̂∗,b

D2
tnxn+2̂

dξ̄
tn∗

−2̂∗,f

n∗ , (5.36)

U3
xn+2̂

tn+1̂
x′
n∗

= U3
xn+2̂

tn+1̂
,x′

n∗,b
D3
xn+2̂

tn+1̂
dη

x′
n∗,f

n∗ , (5.37)

U4
tn+1̂

xnt
′

n∗

= U4
tn+1̂

xn,t
′

n∗,b
D4
tn+1̂

xndξ
t′
n∗,f

n∗ . (5.38)

なるテンソルを定義する。 中間テンソルは、 これらのテンソルから

T̃x′
n∗ t

′

n∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

=

∫

∑

{xn,tn}
U1
xntnxn∗

−1̂∗
U2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗

U3
xn+2̂

tn+1̂
x′
n∗

U4
tn+1̂

xnt
′

n∗

·
(

η̄n∗+1̂∗ηn∗

)x′
n∗,f

(

ξ̄n∗+2̂∗ξn∗

)t′
n∗,f

· δ∑
i(xn,i+tn,i) mod 2,xn∗

−1̂∗,b
δ∑

i(tn,i+xn+2̂,i) mod 2,tn∗
−2̂∗,b

· δ∑
i(xn+2̂,i+tn+1̂,i) mod 2,x′

n∗,b

δ∑
i(tn+1̂,i+xn,i) mod 2,t′

n∗,b

= T̃x′
n∗ t

′

n∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

dη
x′
n∗,fdξt

′

n∗ ,fdη̄xn∗
−1̂∗,fdξ̄tn∗

−2̂∗,f

·
(

η̄n∗+1̂∗ηn∗

)x′
n∗,f

(

ξ̄n∗+2̂∗ξn∗

)t′
n∗,f (5.39)
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と得られる。 粗視化されたテンソルは、 この中間テンソルから

Txn∗ tn∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

=
∑

x′
n∗ ,t

′

n∗

Σ′13
xn∗,b,x

′

n∗,b
δxn∗,f ,x

′

n∗,f
Σ′24
tn∗,b,t

′

n∗,b
δtn∗,f ,t

′

n∗,f
T̃x′

n∗ t
′

n∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

,

(5.40)

T ′
xn∗ tn∗xn∗

−1̂∗
tn∗

−2̂∗
=

∑

x′
n∗ ,t

′

n∗

Σ′13
xn∗,b,x

′

n∗,b
δxn∗,f ,x

′

n∗,f
Σ′24
tn∗,b,t

′

n∗,b
δtn∗,f ,t

′

n∗,f
T̃x′

n∗ t
′

n∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

(5.41)

と得られる。

5.4 計算結果

自由エネルギーの再重み付け法と厳密値との相対誤差

δ =
lnZRW − lnZexact

lnZexact
, (5.42)

を µを変えながら計算した結果を 5.3に示す。 相対誤差は元のパラメータから遠く なるほ
ど、 また、 格子サイズが大きく なるほど大きく なる傾向が見られた。 特に元のパラメータ
が相転移点近く の場合 (µ = 1)では、 転移点から離れている場合 (µ = 0, µ = 2)より もす
みやかに相対誤差が大きく なった。
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図 5.2: 粗視化された格子点 n∗における縮約の図である。 まず U1, U2, U3, U4から T̃ をつ
く り 、 そこに Σ13,Σ24 をつなぐ。
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図 5.3: Dcut = 64に固定した再重み付け法による計算結果と厳密値との相対誤差の µに
対する変化を示す。 元にしたパラメータは上から µ = 0, 1, 2である。
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第6章 まとめと展望

この研究では、 GTRGを Wilsonフェルミ オンによって定式化した化学ポテンシャルを
持つ 1フレーバーの格子Gross-Neveuモデルに適用した。 有限のフェルミ オン密度が現れ
る非自明なパラメータにおいて、 相転移のような振る舞いがあったが、 有限サイズスケー
リ ングの結果、 それがクロスオーバーであることが分かった。 また、 TRGは相転移点近
傍で精度が落ちるという ことが知られていたが、 クロスオーバーであっても精度が落ちる
という ことが分かった。
TRGの再重み付け法を導入し、 いく つかのパラメータで計算を試みた。 その結果, 誤差
は元のパラメータから遠く なるほど、 また、 格子サイズが大きく なるほど大きく なる傾向
が見られた。 また、 元のパラメータが転移点近く の場合では、 転移点から離れている場合
より もすみやかに誤差が大きく なった。
この研究は、 初めて GTRGを有限密度系に適用したものである。 今後、 ここでの定式
化を他の有限密度系へと拡張していきたい。
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付 録A ボソンテンソルの詳細

この付録 Aでは、 式 (3.39)で与えたボソンテンソル Txntnxn−1̂
tn−2̂
の成分を明示する。

添字については、
Txn,1xn,2tn,1tn,2xn−1̂,1xn−1̂,2tn−2̂,1tn−2̂,2

(A.1)

とする。

T00000000 = (m+ 2)2 + 2g2, T00000110 = − (m+2)√
2
e

µ
2 , T00001001 =

(m+2)√
2
e−

µ
2 ,

T00001111 =
−1
2 , T10001000 = −(m+ 2), T00000010 =

−(m+2)√
2

e
µ
2 ,

T00001110 =
−1√
2
e

µ
2 , T00001011 =

−1
2 , T01000100 = (m+ 2),

T00000001 = − (m+2)√
2
e−

µ
2 , T00001101 =

1√
2
e−

µ
2 , T00000111 =

−1
2 ,

T11001100 = 1, T00000110 =
1√
2
e

µ
2 , T00001001 =

1√
2
e−

µ
2 ,

T00000011 =
−1
2 , T00101000 =

−(m+2)√
2

e
µ
2 , T00000010 = −(m+ 2)eµ,

T00001110 =
−1
2 e

µ, T00001011 =
−1√
2
e

µ
2 , T10101010 =

−1
2 e

µ,

T01100000 =
(m+2)√

2
e

µ
2 , T00001100 =

1√
2
e

µ
2 , T00000110 =

1
2e
µ,

T00001001 = 1, T00000011 = − 1√
2
e

µ
2 , T11101000 =

1√
2
e

µ
2 ,

T00000010 =
1
2e
µ, T00010100 =

−(m+2)√
2

e−
µ
2 , T00000001 = (m+ 2)e−µ,

T00001101 =
−1
2 e

−µ, T00000111 =
1√
2
e−

µ
2 , T10010000 = − (m+2)√

2
e−

µ
2 ,

T00001100 =
1√
2
e−

µ
2 , T00000110 = 1, T00001001 =

1
2e

−µ,

T00000011 = − 1√
2
e−

µ
2 , T01010101 =

−1
2 e

−µ, T11010100 =
−1√
2
e−

µ
2 ,

T00000001 =
1
2e

−µ, T00111100 =
−1
2 , T00000110 = − 1√

2
e

µ
2 ,

T00001001 = − 1√
2
e−

µ
2 , T00000011 = 1, T10111000 =

1
2 ,

T00000010 =
1√
2
e

µ
2 , T01110100 =

1
2 , T00000001 =

−1√
2
e−

µ
2 ,

T11110000 =
−1
2

ここに示さなかった成分は全て 0をとるため、 ここでは省略した。 このよう に成分が疎に
なるのは、 式 (3.43)の条件があることが理由の一つである。
4点相互作用のカップリ ング g2が最初の成分にのみ含まれることに注意すべきである。
この著しい性質は、 フレーバー数を 1に固定したことによる。 フレーバー数を増やせば、
ボソンテンソルの構造も複雑になり 、 他の成分にも g2が現れることが予想される。
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