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第1章 序論

本研究ではボール (中空の弾性体の殻 (shell))が平らな障害物に衝突し跳ね返る現象を
取り扱う. ボールは重力で自由落下し平面の障害物に局所的な反発係数 0で衝突する. 衝
突によりボールが変形することで弾性エネルギーが蓄えられ, これにより跳ね返る現象が
起きる. この種の問題について実験・理論ともに様々な研究が行われてきた. 殻 (shell)の
質量の中心の運動だけを扱う最も簡単なモデル ([17],[3])から始まり, [2](詳細は [18])のよ
うな, 精巧な有限要素モデルにまで多岐に渡っている.

本論文の目的は, 厳密な数学的解析への発展性があり, 衝突の局所的現象にとどまらず,

体積保存など (ボールの中に非圧縮性流体が入っている場合など)大域的情報を含むモデ
ルの構築にある. 既存の研究として局所的な情報を取り扱ったものとして, [2],[12],[10]な
どが見受けられる. これらは一部の簡略化された問題で数学的に厳密な結果は存在するが,

一般の場合では数学的結果は得られていない. このような先行研究の中で, 本研究は局所
的情報 (運動方程式)と大域的情報 (体積保存 ·位置エネルギー)などを同時にモデリング
したという意味で全く新しい問題であると考えている.

弾性体の振動は数学的には難問であり, 一般のモデルでは厳密な結果は得られていない.

そこで殻の厚さを仮想的に 0にする方法で数値解析の次元を下げるモデルを構築した. 殻
が十分薄い場合には現象解析に通用するモデルである. 次に衝突現象の取り扱いである
が, 数学では難問とされている. 先行研究として, 1次元のストリング (スカラー関数のグ
ラフで書かれている場合)が, 障害物と完全弾性衝突する問題について [15]で扱われてい
る. しかしながら完全弾性衝突では障害物の無い方程式の解を障害物に当たった時に, 折
り返せば記述できるので, 問題の焦点は “折り返す部分の測度論的取り扱い”に特化して
いる. 従って現象論的なおもしろさは追求できない. そこで現実の問題に近づけるために
本論文では殻と平面が局所的には完全非弾性衝突の場合を取り扱うこととした. 完全非弾
性衝突の場合は, [14],[6],[19]において, (スカラー関数のグラフで書くことが出来ると仮定
した)ゴムひもが障害物に衝突する現象を取り扱っており, 一部の問題ではエネルギー評
価と解の存在が証明されている. これらの論文では, 退化した双曲型方程式が現れ通常の
方法論では解法が構築できず, 変分法に基づく双曲型 (波動型)離散勾配流を用いて近似解
の構成, エネルギー評価, 一次元の場合の解の存在証明などを行っている. 離散勾配流は
本論文でも主要な方法論として採用しているが, 単純化して説明すると, Lagrangean によ
る action の停留点を求める問題を, 時間方向を離散化することにより, 近似最小化問題と
したものが離散勾配流である. 最小化法を使うことが出来れば, 退化作用素の取り扱いや
大域的取り扱いは大変楽になる場合が多い.

本研究で考慮する殻は, もはやスカラー関数のグラフで書くことは出来ず, ベクトル値
関数として殻を表現した. これを用いて, 殻 (shell)のエネルギーは, 弾性エネルギー (曲
げ, 伸縮), 殻内部の気体エネルギー, 位置エネルギー, 運動エネルギーである. さらに殻の
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囲う体積 (面積)保存条件を課すこともできる. 衝突は障害物の形状に強制的に変形され
るものとした. これらから Lagrangianを導出し, 作用積分 (action integral)を定義し停留
点を計算することで運動方程式を得ることが出来る. 実際の計算は前出の離散勾配流を用
いて行っている. 弾性エネルギーを考慮していることから荒く言うと空間変数の 4階微分
が出現し加速度の時間 2階微分との組み合わせでは双曲型に分類されないが前出の双曲型
(波動型)離散勾配流はほぼそのまま使うことが出来る. しかしながら, 解の存在などにつ
いては結果を得ることが出来なかった. 本研究全体を俯瞰すると, 衝突を伴う弾性体の運
動を破綻無く取り扱うことに成功し, 離散 Lagrangean など呼ぶべき方法論の構築も出来
た. また, 3次元への拡張もそのまま出来るモデルでありこの先の発展も期待できると信
じている.
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第2章 弾性体リング(shell)システムの
モデリング

本章では弾性体の殻 (shell)が障害物にぶつかって跳ね返る現象についてのモデリング
を行う. ここでは 2次元の問題で障害物が水平な直線 (x軸)である場合を考える. 殻は厚
さのない弾性体として扱う. 厚さがないと “曲げ”のエネルギーがなくなってしまうので,

仮にリングの厚さを考え, 曲げのエネルギーをカウントしてから厚さのないリングへの縮
約を行うものとする. 殻の厚さは非常に薄いという仮定をして中心線で近似する. また,

殻は常に閉曲線で表されることとする. 時刻 t ≥ 0 における殻の形 (もっと正確には中心
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図 2.1: ボール (殻)のパラメータ表示

線の形) は θ ∈ [0, 2π]をパラメータとする閉曲線 p(t) = (p1(t), p2(t)) を用いて書くこと
にする. これにより, p の外向き単位法ベクトルは

ν(θ) =
1

|pθ(θ)|
(p2θ(θ),−p1θ(θ))

と書くことができる. これは p で囲われた領域の外を常に向いている. ここで

pθ(t, θ) = (p1θ(t, θ), p
2
θ(t, θ)) =

(∂p1
∂θ

(t, θ),
∂p2

∂θ
(t, θ)

)
,

という記号を用いる. 接ベクトルは τ (θ) = pθ(θ)/|pθ(θ)| で与えられ, 弧長パラメータは

s(t, θ) =

∫ θ

0

|pθ(t, ϑ)| dϑ

で与えられる. 平衡状態で障害物に接していないときは q(θ)で形状が与えられるものと
する.
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2.1 Shell の弾性エネルギー
本モデルでは shellは 1次元であるが “曲げ”のエネルギーを考慮するために仮想的に “厚
み”を考えよう. 下図のように bending と stretching が行われた場合についてエネルギー
の計算をする. 原点を不動点として,点 (x, y)が (x′, y′)へ変位したとする. ξ ∈ (−h/2, h/2)
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図 2.2: 殻 (shell)の極小部分の曲りと伸縮

を半径方向の “場所”をあらわすパラメータとする. また µ = r0
r
µ̃とおく. すると元の点

(x, y)と変位した点 (x′, y′)は次のように表現できる.

(x, y) =
(
− (r0 + ξ) sin θ,−r0 + (r0 + ξ) cos θ

)
, θ ∈ (−dθ/2, dθ/2),

(x′, y′) =
(
− (r + ξ) sinµθ,−r + (r + ξ) cosµθ

)
, θ ∈ (−dθ/2, dθ/2).

伸縮による幅の変化は無視できるものとする. このとき,

∂ξ

∂x
= − sin θ,

∂θ

∂x
= − cos θ

r0 + ξ
,

∂ξ

∂y
= cos θ,

∂θ

∂y
= − sin θ

r0 + ξ
,

なので変位テンソルは

ε =

(
∂(x′−x)

∂x
1
2

(
∂(x′−x)

∂y
+ ∂(y′−y)

∂x

)
sym. ∂(y′−y)

∂y

)

=

(
sin θ sinµθ + µ r+ξ

r0+ξ
cos θ cosµθ − 1 1

2

(
− sin(1 + µ)θ + µ r+ξ

r0+ξ
sin(1 + µ)θ

)
sym. cos θ cosµθ + µ r+ξ

r0+ξ
sin θ sinµθ − 1

)

=

(
µ
r + ξ

r0 + ξ
− 1

)(
1 θ

θ θ2

)
+ h.o.t.

となる. ε12と ε22は ε11より低い次数なので, 弾性エネルギーを計算するとき, ε11からの
影響だけを考慮すると,

dEe =
1

2

∫ h/2

−h/2

∫ dθ/2

−dθ/2

kε211r0 dθ dξ =
1

2
kr0 dθ

∫ h/2

−h/2

(
µ̃
r0
r

r + ξ

r0 + ξ
− 1

)2

dξ.
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ここで, kは弾性率とする. さらに,

α =
1

h

∫ h/2

−h/2

r20
r2

(r + ξ)2

(r0 + ξ)2
dξ =

r20
r2

(
1 +

2(r − r0)

h
log

r0 + h/2

r0 − h/2
+

(r − r0)
2

r20 − h2/4

)
β =

1

h

∫ h/2

−h/2

r0
r

r + ξ

r0 + ξ
dξ =

r0
r

(
1 +

r − r0
h

log
r0 + h/2

r0 − h/2

)
,

とおけば,

dEe =
1

2
khr0 dθ(αµ̃

2 − 2βµ̃+ 1)

=
1

2
khr0 dθ

{
(α− 1 + 1)(µ̃− 1)2 + 2(α− β)(µ̃− 1) + α− 1− 2(β − 1)

}
,

と書ける. 対数をテイラー展開の 3次まで近似すると

log
r0 + h/2

r0 − h/2
=

h(6r20 − 9r0h+ 5h2)

6(r0 − h/2)3
+ h.o.t.,

となる. よって

α− 1 =
h2r20(r − r0)(3r − r0)

12r2(r0 − h
2
)3(r0 +

h
2
)
+ h.o.t., β − 1 =

h2r0(r − r0)

12r(r0 − h
2
)3

+ h.o.t.,

を得る. さらに計算をすることによって次の式を得る:

dEe =
1

2
khr0 dθ

{
(µ̃− 1)2 +

1

6
h2(µ̃− 1)

(r0 − r)(2r − r0)

r20r
2

+
1

12
h2 (r0 − r)2

r20r
2

}
+ h.o.t..

簡単な考察により, µ̃− 1 ≈ h
2
(1/r − 1/r0)を得る. 上式の右辺の第 1項と第 3項は同じ次

数であり, 第 2項は十分小さい h > 0では無視することができる. よって, 弾性エネルギー
の総量は,

Ee(p) =

∫ 2π

0

1

2
kh
{ 1

12
h2 (r0 − r)2

r20r
2

+ (µ̃− 1)2
}
r0 dθ

=
1

2
kh

∫ 2π

0

{ 1

12
h2(κ− κ0)

2 +
( |pθ|
|qθ|

− 1
)2}

|qθ| dθ,

となる. 最後の等式は, µ̃が局所拡張率 |pθ|/|qθ|であることと 1/rが局所曲率 κであるこ
とを用いている. また, κ(0)は殻の自然な形での平均曲率である.

κ(θ) = −∂2p

∂s2
(θ) · ν(θ) = −pθθ(θ) · Apθ(θ)

|pθ(θ)|3
,

となる. ただし,

A =

(
0 1

−1 0

)
であり,

ν(θ) =
Apθ(θ)

|pθ(θ)|
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はpの θにおける外向き単位法線ベクトルとなる. 上記の弾性エネルギーの積分において,

|qθ| dθを |pθ|dθに変形することができる. 実際, |pθ| = |qθ|+ (µ̃− 1)|qθ|であり, 考慮して
いる近似オーダーの範囲内で, この変形は積分に影響を与えない. したがって弾性エネル
ギーは

Ee(p) =
1

24
kh3

∫ 2π

0

(κ− κ0)
2|pθ| dθ +

1

2
kh

∫ 2π

0

( |pθ|
|qθ|

− 1
)2
|qθ| dθ (2.1)

と書くことができる.

2.2 Shell の運動エネルギー
さて次に shell の運動エネルギーを見てみよう. 殻の定常状態の平均質量密度を σ で表
すこととし, 殻のある時刻の局所的な密度 p は σ|qθ|/|pθ| と表すことができる. また, 力
学的エネルギーは

Ek(p) =
1

2
h

∫ 2π

0

σ|qθ| |pt|2χp2>0 dθ (2.2)

で与えられる. ここで特性関数 χp2>0 は集合

{p2 > 0} = {(t, θ) ∈ (0, T )× (0, 2π); p2(t, θ) > 0}

に対するものである. これは, 殻の一部が障害物に接触したときに運動エネルギーが消え
るということを意味している. すなわち局所的な反発係数が 0で, 衝突直後殻が障害物に
密着した状態になる.

ただ, 力学的エネルギーは消滅するが, 弾性エネルギーなどはこの限りでは無いが, すべ
てのエネルギーが 0となるのは一番易しい近似 (第一近似)であり, これを採用する.

2.3 内部ガスのエネルギー
さらに内部のガスの圧縮によるエネルギーも考慮する. 圧縮が十分小さく, 断熱変化と
すると, 圧力変化 P − P0は

P − P0 ≈ c2(ρ− ρ0),

と近似できる. ただし, P0と ρ0はそれぞれ殻の外形が自然な場合の「空気圧」と「密度」
とする. 音速を cとする. 内部ガスの体積は V であるとする. 圧力がマイナスに仕事す
るとすると

Eg(p) = −
∫ V

V0

P dV = −
∫ V

V0

{
P0+cg

( 1
V
− 1

V0

)}
dV = −P0(V −V0)−cg

(
1− V

V0

+ln
V

V0

)
.

(2.3)

となる. ここで, 定数 cg はガスの質量と
√
cをかけたものである. 定常状態での体積は V0

とする.
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2.4 重力ポテンシャル
殻が重力で下に落ちて平面と衝突すると仮定すると重力ポテンシャルも考慮する必要が
ある. 殻の重力ポテンシャルは次の形のものを導入する:

Ep(p) = gh

∫ 2π

0

σ|qθ|p2χp2>0 dθ. (2.4)

2.5 Shell の体積について
また, 殻の体積は

V =
1

2

∫ 2π

0

(p · Apθ)χp2>0 dθ

で与えられる.

2.6 Action Integralと第一変分
以上考慮すると action integral は,

S(p) =

∫ T

0

(
Ee(p) + Eg(p) + Ep(p)− Ek(p)

)
dt (2.5)

と表現することができる.

さて, Hamilton の原理を使うと, 殻の自由に動ける部分の支配方程式は次の第一変分

d

dϵ
S(p+ ϵϕ)

∣∣
ϵ=0

= 0 ∀ϕ ∈
[
C∞

0

(
(0, 2π)× (0, T ) ∩ {p2 > 0}

)]2
, (2.6)

より計算することができる.

局所的な (定常時との相対)密度を次の ρ(θ) = |pθ(θ)|/|qθ(θ)| を用いて表現することと
する. 実際に第一変分を計算してみよう. 弾性エネルギーの第一変分を計算するために

Ee(p) =
kh3

24

∫ 2π

0

(κ2 − 2κκ0 + κ2
0)|pθ| dθ +

kh

2

∫ 2π

0

(
|pθ|
|qθ|

− 1

)2

|qθ| dθ

=:
kh3

24

{
Eb1(p)− 2κ0Eb2(p) + κ2

0Eb3(p)
}
+

kh

2
Es(p)

とおく. まずはEb1の第一変分を計算する.

dEb1

dϵ
(p+ ϵϕ)

=

∫ 2π

0

d

dϵ

{(pθθ + ϵϕθθ) · A(pθ + ϵϕθ)}2

|pθ + ϵϕθ|5
dθ

= 2

∫ 2π

0

(pθθ + ϵϕθθ) · A(pθ + ϵϕθ)

|pθ + ϵϕθ|5
{ϕθθ · A(pθ + ϵϕθ) + (pθθ + ϵϕθθ) · Aϕθ} dθ

−5

∫ 2π

0

{(pθθ + ϵϕθθ) · A(pθ + ϵϕθ)}2

|pθ + ϵϕθ|7
(pθ + ϵϕθ) · ϕθ dθ

7



したがって,

dEb1

dϵ
(p+ ϵϕ)|ϵ=0

= 2

∫ 2π

0

pθθ · Apθ

|pθ|5
{ϕθθ · Apθ + pθθ · Aϕθ} dθ − 5

∫ 2π

0

(pθθ · Apθ)
2

|pθ|7
pθ · ϕθ dθ

= −2

∫ 2π

0

κ

|pθ|2
Apθ · ϕθθ dθ − 2

∫ 2π

0

κ

|pθ|2
pθθ · Aϕθ dθ − 5

∫ 2π

0

κ2τ · ϕθ dθ

=: I + II + III.

となる. 次の等式変形の第 1式は部分積分と a · Ab = −b · Aaを用いて得られる.

I + II = 2

∫ 2π

0

(
κ

|pθ|2
Apθ

)
θ

· ϕθ dθ + 2

∫ 2π

0

κ

|pθ|2
Apθθ · ϕθ dθ

= 2

∫ 2π

0

{(
κ

|pθ|2

)
θ

Apθ + 2
κ

|pθ|2
Apθθ

}
· ϕθ dθ

= 2

∫ 2π

0

{
κθApθ

|pθ|2
− 2κ(pθθ · pθ)Apθ

|pθ|4
+ 2

κ

|pθ|2
Apθθ

}
· ϕθ dθ

ここで,

Apθθ =
(pθθ · pθ)Apθ − (pθθ · Apθ)pθ

|pθ|2
=

(pθθ · pθ)Apθ

|pθ|2
+ κτ |pθ|2 (2.7)

であることに注意して上式を等式変形すれば,

dEb1

dϵ
(p+ ϵϕ)|ϵ=0 = 2

∫ 2π

0

(κsν + 2κ2τ ) · ϕθ dθ + III

=

∫ 2π

0

(2κsν − κ2τ ) · ϕθ dθ

= −
∫ 2π

0

(2κsν − κ2τ )θ · ϕ dθ

=

∫ 2π

0

(2κss|pθ|ν + 2κs|pθ|νs − 2κκs|pθ|τ − κ2|pθ|τs) · ϕ dθ

さらにここで,

νs = κτ , τs = −κν

であることに注意して上式を再度変形すれば, 結局

dEb1

dϵ
(p+ ϵϕ)|ϵ=0 =

∫ 2π

0

(2κss|pθ|ν + κ3|pθ|ν) · ϕ dθ

=

∫
p

(2κss + κ3)(ϕ · ν) ds

8



が得られる. 次にEb2の第一変分を計算する.

dEb2

dϵ
(p+ ϵϕ)

= −
∫ 2π

0

d

dϵ

(pθθ + ϵϕθθ) · A(pθ + ϵϕθ)

|pθ + ϵϕθ|2
dθ

= −
∫ 2π

0

ϕθθ · A(pθ + ϵϕθ) + (pθθ + ϵϕθθ) · Aϕθ

|pθ + ϵϕθ|2
dθ

+2

∫ 2π

0

(pθθ + ϵϕθθ) · A(pθ + ϵϕθ)

|pθ + ϵϕθ|4
(pθ + ϵϕθ) · ϕθ dθ

したがって,

dEb2

dϵ
(p+ ϵϕ)|ϵ=0

= −
∫ 2π

0

ϕθθ · Apθ + pθθ · Aϕθ

|pθ|2
dθ + 2

∫ 2π

0

pθθ · Apθ

|pθ|4
pθ · ϕθ dθ

=

∫ 2π

0

(
Apθ

|pθ|2

)
θ

· ϕθ dθ +

∫ 2π

0

Apθθ

|pθ|2
· ϕθ dθ + 2

∫ 2π

0

pθθ · Apθ

|pθ|4
pθ · ϕθ dθ

= 2

∫ 2π

0

(
Apθθ

|pθ|2
− (pθθ · pθ)Apθ

|pθ|4
+

(pθθ · Apθ)pθ

|pθ|4

)
· ϕθ dθ = 0

となる. 最後の等号は (2.7)を用いている. 次にEb3の第一変分を計算する.

dEb3

dϵ
(p+ ϵϕ)|ϵ=0 =

∫ 2π

0

d

dϵ
|pθ + ϵϕθ| dθ|ϵ=0

=

∫ 2π

0

(pθ + ϵϕθ) · ϕθ

|pθ + ϵϕθ|
dθ|ϵ=0

=

∫ 2π

0

pθ · ϕθ

|pθ|
dθ

= −
∫ 2π

0

(
pθ

|pθ|

)
θ

· ϕ dθ

= −
∫ 2π

0

κ|pθ|(ϕ · ν) dθ

= −
∫ 2π

0

κ(ϕ · ν) ds

9



最後にEsの第一変分を計算する.

dEs

dϵ
(p+ ϵϕ)|ϵ=0 =

∫ 2π

0

d

dϵ

(
|pθ + ϵϕθ|

|qθ|
− 1

)2

|qθ| dθ|ϵ=0

= 2

∫ 2π

0

(
|pθ + ϵϕθ|

|qθ|
− 1

)
(pθ + ϵϕθ) · ϕθ

|pθ + ϵϕθ|
dθ|ϵ=0

= 2

∫ 2π

0

(ρ− 1)
pθ · ϕθ

|pθ|
dθ

= 2

∫ 2π

0

(
(1− ρ)

pθ

|pθ|

)
θ

· ϕ dθ

= 2

∫ 2π

0

((1− ρ)κ|pθ|ν − ρs|pθ|τ ) · ϕ dθ

= 2

∫ 2π

0

{(1− ρ)κ(ϕ · ν)− ρs(ϕ · τ )} ds

したがって弾性エネルギーの第一変分は以下のようになる.

d

dϵ
Ee(p+ ϵϕ)

∣∣
ϵ=0

(2.8)

=
1

24
kh3

∫
p

(2κss + κ3 − κ2
0κ)(ϕ · ν) ds+ kh

∫
p

[
(1− ρ)κ(ϕ · ν)− ρs(ϕ · τ )

]
ds

次には内部ガスのエネルギーの第一変分を計算する. 十分に小さい ϵに対して {p2+ ϵϕ2 >

0} = {p2 > 0}であることに注意して,

1

ϵ
{Eg(p+ ϵϕ) dt− Eg(p)}

=
1

ϵ

[
−P0

{
1

2

∫ 2π

0

(p+ ϵϕ) · A(pθ + ϵϕθ)χp2+ϵϕ2>0 dθ − V0

}
−cg

{
1− 1

2V0

∫ 2π

0

(p+ ϵϕ) · A(pθ + ϵϕθ)χp2+ϵϕ2>0 dθ

+In

(
1

2V0

∫ 2π

0

(p+ ϵϕ) · A(pθ + ϵϕθ)χp2+ϵϕ2>0 dθ

)}
+P0

(
1

2

∫ 2π

0

p · Apθχp2>0 dθ − V0

)
+cg

{
1− 1

2V0

∫ 2π

0

p · Apθχp2>0 dθ + In

(
1

2V0

∫ 2π

0

p · Apθχp2>0 dθ

)}]
=

(
−P0

2
+

cg
2V0

)∫ 2π

0

(p+ ϵϕ) · A(pθ + ϵϕθ)χp2+ϵϕ2>0 − p · Apθχp2>0

ϵ
dθ

−cg
ϵ
In

(
1 +

ϵ

2V

∫ 2π

0

(ϕ · Apθ + p · Aϕθ)χp2+ϵϕ2>0 +
ϵ2

2V

∫ 2π

0

ϕ · Aϕθχp2>0

)
→
(
−P0

2
+

cg
2V0

− cg
2V

)∫ 2π

0

(ϕ · Apθ + p · Aϕθ) dθ.
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上式の積分の第 2項は次のように変形できる.∫ 2π

0

p · Aϕθ dθ = −
∫ 2π

0

ϕθ · Ap dθ

=

∫ 2π

0

ϕ · Apθ dθ.

したがって, 内部ガスのエネルギーの第一変分は,

d

dϵ
Eg(p+ ϵϕ)|ϵ=0 =

{
−P0 + cg

(
1

V0

− 1

V

)}∫
p

ϕ · ν ds (2.9)

となる. 次に重力ポテンシャルの第一変分計算すると,

1

ϵ
{Ep(p+ ϵϕ)− Ep(p)}

= ghσ

∫ 2π

0

|qθ|
(p2 + ϵϕ2)χp2+ϵϕ2>0 − p2χp2>0

ϵ
dθ

→ ghσ

∫ 2π

0

|qθ|ϕ2 dθ

= ghσ

∫ 2π

0

1

ρ
ϕ2 ds

となる. したがって重力ポテンシャルの第一変分は,

d

dϵ
Ep(p+ ϵϕ)|ϵ=0 = ghσ

∫ 2π

0

1

ρ
ϕ2 ds (2.10)

となる. 最後に運動エネルギーの第一変分を計算する. 先ほどと同様に十分に小さい ϵに
対して {p2 + ϵϕ2 > 0} = {p2 > 0}であることに注意する.

1

ϵ
{Ek(p+ ϵϕ) dt− Ek(p)}

=
hσ

2

∫ 2π

0

|qθ|
|pt + ϵϕt|2χp2+ϵϕ2>0 − |pt|2χp2>0

ϵ
dθ

→ hσ

∫ 2π

0

|qθ|pt · ϕt dθ

= hσ

∫ 2π

0

1

ρ
pt · ϕt ds.

したがって運動エネルギーの第一変分は,

d

dϵ
Ek(p+ ϵϕ)|ϵ=0 = hσ

∫ 2π

0

1

ρ
pt · ϕt ds (2.11)

となる. 以上の第一変分の結果より, 殻の自由に動ける部分の支配方程式

σptt =
{
− 1

12
kh2ρ(κss +

1
2
κ(κ2 − κ2

0))− kρ(ρ− 1)κ+
ρ

h

(
P0 + cg(

1
V
− 1

V0
)
)}

ν

+kρρsτ + gσe2, (t, θ) ∈ (0, T )× [0, 2π] ∩ {p2 > 0}, (2.12)

κ = 0, in (0, T )× [0, 2π] ∩ {p2 ≤ 0}, (2.13)
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を得る. ただし, e2 = (0, 1)T は y軸における距離の基底ベクトルとする. 以上のエネル
ギーと障害物を考慮すると殻の変形を表す (一番易しい近似)方程式は

σχp2>0ptt =
{
− 1

12
kh2ρ(κss +

1

2
κ3)χp2>0 +

1

24
kh2κ2

0ρκ− kρ(ρ− 1)κχp2>0

}
ν (2.14)

+
ρ

h

(
P0 + cg(

1

V
− 1

V0

)
)
χp2>0ν + kρρsχp2>0τ + gσχp2>0e2, in (0, T )× [0, 2π]

となる. よって {p2 ≤ 0}上で,
1

24
kh2κ2

0ρκν = 0

となっている.

2.7 体積保存問題
本章では shell の囲う体積 (今, 2次元の問題なので面積)が一定であるという制約条件
をつけた問題を考えることとする. これは殻が非圧縮正の流体を囲い込んでいる場合など
が当てはまる. 体積保存条件は

d

dt

∫ 2π

0

(p(t, θ) · Apθ(t, θ))χp2>0(t, θ) dθ = 0 ∀t ∈ (0, T )

とかくことができる ([12]). 体積 (面積)保存条件を課した方程式を導出する場合はテスト
関数に体積保存制約条件を与えてなければならない. ここでは一般のテスト関数 p + ϵϕ,

ϕ ∈
[
C∞

0

(
(0, 2π)× (0, T ) ∩ {p2 > 0}

)]2 に対して, 摂動パラメータの第一次近似まで体積
保存する摂動を pϵ =

√
1/(1 + ϵω) (p+ ϵϕ)で与えることとする. ここで, ω は

ω =
1

2V

∫ 2π

0

[
(Apθ) · ϕ+ p · (Aϕθ)

]
dθ =

1

V

∫ 2π

0

(Apθ) · ϕ dθ =
1

V

∫
p

ϕ · ν ds

となり, ϕによる体積変化率と呼ぶべき量である. pϵは ϵ = 0の近傍で ϵの 1次より大き
な次数で体積保存を近似したことになっている. さらに今

lim
ϵ→0

1

ϵ

{√ 1

1 + ϵω
− 1
}
= −1

2
ω,

に注意すると, この摂動は十分小さな ϵ に対して障害物 {p2 = 0}を超えない. ここで, 制
約条件に沿った第一変分を計算をすると

d

dϵ
Ee(p

ϵ)
∣∣
ϵ=0

=
d

dϵ
Ee(p+ ϵϕ)

∣∣
ϵ=0

+
kh3

48
ω

∫
p

(κ2 − κ2
0) ds−

kh

2
ω

∫
p

(ρ− 1) ds

d

dϵ
Ep(p

ϵ)
∣∣
ϵ=0

=
d

dϵ
Ep(p+ ϵϕ)

∣∣
ϵ=0

− 1

2
ghσω

∫
p

1

ρ
p2 ds

d

dϵ
Ek(p

ϵ)
∣∣
ϵ=0

=
d

dϵ
Ek(p+ ϵϕ)

∣∣
ϵ=0

− 1

2
hσ

∫
p

1

ρ
(ωp)t · pt ds

を得る.
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よって, 殻が自由に動く部分では強い方程式は

σptt =
{
− 1

12
kh2ρ(κss +

1

2
κ(κ2 − κ2

0))− kρ(ρ− 1)κ+ ρλ
}
ν

+kρρsτ + gσe2, (t, θ) ∈ (0, T )× [0, 2π] ∩ {p2 > 0}, (2.15)

κ = 0 in (0, T )× [0, 2π] ∩ {p2 ≤ 0} (2.16)

となる. ここで,

λ =
1

2V

∫
p

{σ
ρ
(p · ptt)−

1

24
kh2(κ2 − κ2

0) + k(ρ− 1) +
σ

ρ
gp2
}
ds

であり, これは体積保存条件から来る Lagrange multiplier と考えることができる. する
と, 障害物を考慮した方程式は

σχp2>0ptt =
{
− 1

12
kh2ρ(κss +

1

2
κ3)χp2>0 +

1

24
kh2κ2

0ρκ− kρ(ρ− 1)κχp2>0 + ρλχp2>0

}
ν

+kρρsχp2>0τ + gσχp2>0e2, in (0, T )× [0, 2π] ∩ {p2 > 0}
(2.17)

となる.
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第3章 数値計算

3.1 数値計算法-双曲型離散勾配流法
問題 (2.15)と (2.17)は偏微分方程式の形で解くのは困難である. そこで, 数値解法とし
て変分法に基づく手法を導入する. ここでは, 方程式 (2.17)のみを取り扱う. 体積制約の
ない方程式 (2.15)も同様の方法で取り扱うことができる. さらに, 簡単のため平衡状態を
半径 r0の円形とする.

有限時刻 T > 0とし, ∆t = T/N , t = n∆t (n = 0, 1, · · · , N)とする. p0 を初期
データとし, p1を初期速度 ptを用いて p1(θ) = p0(θ) + pt(0, θ)∆t と近似する. 残りの
pn, n = 2, 3, · · · , N は, 汎関数

Jn(p) =
1

2
hσr0

∫ 2π

0

p · (1
2
p− 2pn−1 + pn−2)

(∆t)2
χp2>0 dθ + Ee(p) + Ep(p) (3.1)

を帰納的に最小化関数列をとして決定する. 体積制約条件下で最小化する場合の許容関数
集合は

K =
{
p ∈

[
H2

per((0, 2π))
]2
; p2 ≥ 0,

1

2

∫ 2π

0

p · Apθ dθ = V
}
.

となる. すなわち, p2 は J2 の minimizer として定め, 以下 pn は K 上の汎関数 Jn の
minimizer として帰納的に定めていく. 今,

Jn(p) ≥ −1

2
hσr0

∫ 2π

0

| − 2pn−1 + pn−2|2

2(∆t)2
dθ = const, (3.2)

なので, 下限は有限値であり, 最小化問題として well-defined である. 今のところ 上記の
汎関数の minimizer の存在と一意性定理は確立されていない. 有力な仕事として, [16]は
制約条件のないケースで κ0 = 0の場合は存在定理を示している. また最近の仕事として,

[1]は (3.1)のよく似た汎関数を制約条件付きで取り扱っているが, 軸対称の場合に限られ
ている.

Jnの minimizer pが以下の式を {p2 > 0}上で満たすことを簡単に確かめることがで
きる.

σ
p− 2pn−1 + pn−2

(∆t)2
=

{
− 1

12
kh2ρ(κss +

1
2
κ(κ2 − κ2

0))− kρ(ρ− 1)κ+ ρλ
}
ν

+kρρsτ + gσe2,

ただし,

λ =
1

2V

∫
p

{σ
ρ
(p · p− 2pn−1 + pn−2

(∆t)2
)− 1

24
kh2(κ2 − κ2

0) + k(ρ− 1) +
σ

ρ
gp2
}
ds.
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また,

κ = 0 in (0, T )× [0, 2π] ∩ {p2 ≤ 0}

とする. 上式は方程式 (2.15)の時間と差分化したものである. 以上の方法により, 与えら
れた汎関数の minimizer によって差分方程式の解が求められる. (しばしば, 離散勾配流
法または, Rotheの方法と呼ばれる.) 最小化問題の解は, 2分法などの導入による最急降下
探索法で得ることができる. その探索アルブリズムは [5],[20]に示されている.

3.2 数値シミュレーション
本節では, 平均状態が半径 r0の円形リングを高さHから初期速度 (0,−v0)で落とし, 水
平な面に衝突し, 跳ね返る現象の数値シミュレーションを行った結果を紹介する. 初期圧
力をP0 = 0とする. p0(θ) = q(θ) = (r0 cos θ, r0 sin θ+H), p1(θ) = (r0 cos θ, r0 sin θ+H−
v0∆t), θ ∈ (0, 2π)である. 時間スケールを

τ =
r20
h

√
12σ

k

とし, 空間スケールを平衡状態の半径 r0とすると方程式 (2.15)は

χp2>0ptt =
{
− |pθ|(κss +

1
2
κ3)χp2>0 +

1
2
|pθ|κ− a1|pθ|(|pθ| − 1)κχp2>0

}
ν

+a2|pθ|
(
1
V
− 1

π

)
χp2>0ν + a1|pθ| |pθ|sχp2>0τ + a3χp2>0e2, (3.3)

ν = 0 (0, T )× [0, 2π] ∩ {p2 ≤ 0} (3.4)

と表させる. ここで, a1, a2, a3はそれぞれ

a1 = 12
r20
h2

, a2 = 12
r0cg
kh3

, a3 = 12
gσr30
kh2

で与えられる. a1 = 15000, a2 = a3 = 0, H = 1, v0 = 2として, 曲線上のN = 256の
ノードで実行した結果を示す. 図 3.1は重心が一時的に動かなくなり, 最も大きく歪む時
刻 t = 1.0までの数値結果を示している. 二つ目の図は跳ね返りの過程を示している.

 0

 1

 2

-3 -2 -1  0  1  2  3

t = 0

t = 0.5

t = 1.0

 0

 1

 2

-3 -2 -1  0  1  2  3

t = 1.25

t = 1.75

t = 2.25

図 3.1: バウンスする現象 (歪みと反発)に対する数値結果

図 3.2は, 薄い弾性リングのバウンス実験の時刻 0.0, 0.5, 1.0, 1.4, 1.8, 2.25における写
真である. これらの時刻は, 最も大きな変形をする時刻 t = 1.0として, 相対的に計算して
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図 3.2: 簡単な実験結果から得られた弾性リングの形状

決めている. 上の数値計算結果と非常によくに似ていることが見て取れる. ここでは, 係
数は近似的に実験的設定に合うように選んでいる.

なお, 比較のために, 同じパラメータで体積保存制条件を考慮した方程式 (2.17) の数値
シミュレーション結果を図 3.3に示す. リバウンドに必要とされる時間は図 3.1よりはっ
きりと短くなっていることがわかる. 実験データによる比較は 3次元モデルの実践を必要
とするので, 今後の研究課題とする.
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t = 0.072
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t = 0.144
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t = 0.216
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-3 -2 -1  0  1  2  3

t = 0.288

 0

 1

 2

-3 -2 -1  0  1  2  3

t = 0.432

図 3.3: 体積制約のある弾むリングに対する数値結果
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バウンスする shell の囲まれた体積の影響を解析するために, a2 = 0, a2 = 384, a2 =

98304を選び数値実験をした. ここで, v0 = 16としている.
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-3 -2 -1  0  1  2  3

t = 0

t = 0.06

t = 0.114
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t = 0.30

t = 0.48
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t = 0

t = 0.12

t = 0.06

 0

 1
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-3 -2 -1  0  1  2  3

t = 0.180

t = 0.24

t = 0.30

 0

 1
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-3 -2 -1  0  1  2  3

t = 0.054

t = 0.027

t = 0

 0

 1

 2

-3 -2 -1  0  1  2  3

t = 0.081

t = 0.108

t = 0.135

図 3.4: パラメータ a2 (a2 = 0, 384, 98304)に対する弾性リングの歪みと跳ね返り (反発)

次に, p0 = q(θ) = (r0 cos θ, r0 sin θ + H), p1(θ) = (r0 cos θ, r0 sin+H − 1
2
g(∆t)2)とし,

ここでは r0 = 0.1, H = 3.5r0を選ぶ.
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図 3.5: (ks, kb) = (500, 0.01)

図 3.5の厚さと弾性係数を有効数字 2桁で計算すると, h = 1.5× 10−2, k = 3.2× 104と
なる. 先にも述べたように, 現実に二次元で体積を保存する物体を考えるのは難しいので,

この解が妥当であるのか検討することは困難である. モデルの妥当性の検討は三次元モデ
ルの開発を待つとして, 以下ではパラメータ ks, kbを変化させたときどのような傾向があ
るかをみてみよう.
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図 3.6: (ks, kb) = (500, 0.1)

このときの暑さと弾性係数は h = 0.5× 10−2, k = 1.0× 104である.
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図 3.7: (ks, kb) = (100, 0.05)

次に ksを 500から 100に換えて実験を行った. このとき, h = 0.7× 10−2, k = 1.3× 103

である. ks = 500のときと時間スケールを変更していることに注意してほしい.
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図 3.8: (ks, kb) = (100, 0.08)

このとき, h = 0.9× 10−2, k = 1.0× 103である.
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図 3.9: 回転を伴う shell の衝突

このモデルでは, shell に回転を加えてることもできる. 図 3.9がその数値結果である.
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3.3 数値シミュレーション 2

この節では, κ = pssを用いて弾性エネルギーを新しく次のように 2つ定義し, 体積保存
問題のシミュレーションを行った数値結果について述べる.

Ee1(p) =
kb
2

∫ 2π

0

|κ− κ0|2|pθ| dθ +
ks
2

∫ 2π

0

(
|pθ|
|qθ|

− 1

)2

|qθ| dθ (3.5)

Ee2(p) =
kb
2

∫ 2π

0

|κ− κ0|2|pθ| dθ +
ks
2

∫ 2π

0

(
|pθ|
|qθ|

− 1

)2

|pθ| dθ (3.6)

ただし, kb := kh, ks := kh3/12とする. すなわち, 次の汎関数

J1
n(p) =

1

2
hσr0

∫ 2π

0

|p− 2pn−1 + pn−2|2

(∆t)2
χp2>0 dθ + Ee1(p) + Ep(p),

J2
n(p) =

1

2
hσr0

∫ 2π

0

|p− 2pn−1 + pn−2|2

(∆t)2
χp2>0 dθ + Ee2(p) + Ep(p),

を集合

K =
{
p ∈

[
H2

per((0, 2π))
]2
; p2 ≥ 0,

1

2

∫ 2π

0

p · Apθ dθ = V
}
.

上で帰納的に最小化することによって得られた minimizer 列を数値解とする. 以下では前
節と同様の設定のもと kbと ksを変化させ, 汎関数 J1

nで得られた数値解と J2
nで得られた

数値解を比較する.

23



図 3.10: (ks, kb) = (100, 0.05)左が J1
n, 右が J2

nを用いた結果 1
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図 3.11: (ks, kb) = (100, 0.05)左が J1
n, 右が J2

nを用いた結果 2
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図 3.12: (ks, kb) = (100, 0.08)左が J1
n, 右が J2

nを用いた結果 1
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図 3.13: (ks, kb) = (100, 0.08)左が J1
n, 右が J2

nを用いた結果 2

27



図 3.14: (ks, kb) = (1000, 0.2)左が J1
n, 右が J2

nを用いた結果 1
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図 3.15: (ks, kb) = (1000, 0.2)左が J1
n, 右が J2

nを用いた結果 2
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図 3.16: J1
nの場合:(ks, kb) = (1000, 0.5)
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図 3.17: J1
nの場合:(ks, kb) = (1000, 1)
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第4章 まとめ

本研究では, 弾性体のリング (shell)が落下し, 障害物に衝突し, 跳ね返るという一連の
物理現象の運動について考えている. まず, 物理的考察により, これまでに提案されてい
た平衡形の積分を使用する総合弾性エネルギーの式を “曲げ”部分のエネルギーの計算を
変動形の積分を使用して近似的に修正できることを示した. その式を導入してエネルギー
保存系の Lagrangian から作用積分 (action integral)を定義し, その第一変分を計算する
ことによって, 連続時間系の運動方程式 (支配方程式)を導いた. 次に, 作用積分 (action

integral)の第一変分を計算する際, この弾性体リング (shell)の性質から体積保存条件を課
した第一変分を計算して連続時間系の運動方程式 (支配方程式)を導いた. この方程式には
Lagrange multiplier と呼ばれる式が出現することに特徴がある. 導出された運動方程式
の近似解を数値計算で求める方法として, ある差分化された汎関数を定義することによっ
て, その最小化関数が運動方程式の近似解になるということを利用した双曲型離散勾配流
法 (または, Rothe の方法と呼ばれている)を適用した. すなわち, その差分化された汎関
数を最小にする解を探索することによって得た. まず, 最初の数値シミュレーションでは,

平面に弾性体リングを打ちつける例題に対して, 内部のガスの圧縮によるエネルギーを考
慮した場合と体積保存条件が課されている場合を扱った. 数値計算の結果より, 内部ガス
の圧縮のエネルギーに影響する係数を非常に大きくしていくと体積保存条件付の数値計
算結果に近づいていくような傾向が得られた. 体積保存条件付の数値計算結果はリングの
変形が少なく, 跳ね返りが生じている. そこで, 次に, 体積保存条件を課した場合に対して,

弾性体リングの自由落下の数値シミュレーションを行なった. パラメーターの選択によっ
て, 弾性体リングの変形をともなった種々の落下・衝突・跳ね返り現象の模擬ができるこ
とが数値計算結果より知れた. したがって, ボールのバウンス問題 (落下・衝突・反発を
含む)に十分に応用できるものと確信できた. この問題の応用, 拡張性 (三次元空間への拡
張, プログラミングの効率化など)を考慮した場合, 行列計算による展開が有用であるとの
観点から, 体積保存条件を課した解析を行い, 数値シミュレーションを行った結果を示し,

弾性体リングのバウンシングが模擬できることを示した. なお, 数値計算結果は, 2章の方
法での結果と数値的に比較し遜色ないことも示している.
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第5章 付録

A 離散勾配流法(双曲型)

波動方程式を例に挙げて詳細を説明する. なめらかな境界 ∂Ωをもつ有界領域Ω ⊂ Rm

で考える. 境界上, 同時Dirichlet 境界条件が与えられているとする. 初期条件を正値関数
u0 ∈ H1

0 (Ω), 初期速度 v0 ∈ H1
0 (Ω)とする. すると, 以下の問題を解くことになる:

utt(t, x) = ∆u(t, x) in (0, T )× Ω =: ΩT , (5.1)

u(t, x) = 0 on (0, T )× ∂Ω, (5.2)

u(0, x) = u0(x) in Ω, (5.3)

ut(0, x) = v0(x) in Ω. (5.4)

まず, 自然数N > 0を止め, 時間幅を h = T/N と決める. u−1(x) = u0(x) − hv0(x)とお
く. 関数 u0は時刻 t = 0での近似解に対応し, 関数 u−1は時刻 t = −hでの近似解に対応
する. 時刻 t = nh (n = 1, 2, · · · , N)での近似解 unを次の汎関数のH1

0 (Ω)での minimizer

と定義する.

Jn(u) =

∫
Ω

|u− 2un−1 + un−2|2

2h2
dx+

1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx. (5.5)

この汎関数の第 2項はH1(Ω)での弱収束に対して下半連続であり, 第 1項はL2(Ω)で連
続である. したがって, 汎関数が下に有界であることから minimizer の存在がいえる.

次に, {un}Nn=−1のminimizer の時間補間として, 近似解 ūhと uhを定義する (図 5.1参
照 ):

図 5.1: Minimizersの補間

ūh(t, x) = un(x), t ∈ ((n− 1)h, nh], n = 0, . . . , N, (5.6)

uh(t, x) =
t− (n− 1)h

h
un(x) +

nh− t

h
un−1(x), t ∈ ((n− 1)h, nh], n = 0, . . . , N.
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unは Jnの minimizer なので, unでの Jnの第一変分が 0になる. したがって, 任意の
φ ∈ H1

0 (Ω)に対して,

0 =
d

dε
Jn(un + εφ)|ε=0 = lim

ε→0

Jn(un + εφ)− Jn(un)

ε

= lim
ε→0

1

ε

∫
Ω

|un + εφ− 2un−1 + un−2|2 − |un − 2un−1 + un−2|2

2h2
dx

+ lim
ε→0

1

2ε

∫
Ω

(
|∇un + ε∇φ|2 − |∇un|2

)
dx

= lim
ε→0

∫
Ω

(2un + εφ− 4un−1 + 2un−2)φ

2h2
dx+ lim

ε→0

1

2

∫
Ω

(
2∇un · ∇φ+ ε|∇φ|2

)
dx

=

∫
Ω

un − 2un−1 + un−2

h2
φdx+

∫
Ω

∇un · ∇φdx. (5.7)

ūhと uhの定義 (5.6)を使うと, 次のように書き換えることができる.∫
Ω

[uh
t (t)− uh

t (t− h)

h
φ+∇ūh(t) · ∇φ

]
dx = 0 for a.e. t ∈ (0, T ) ∀φ ∈ H1

0 (Ω).

任意の φ̃ ∈ C0([0, T ])を掛けたとき, 上式の関係が成立することに注意する. したがって,

(0, T )で積分すると (φφ̃を改めて φ(x, t)とおく),∫ T

0

∫
Ω

[uh
t (t)− uh

t (t− h)

h
φ+∇ūh · ∇φ

]
dx dt = 0 ∀φ ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) (5.8)

が得られる. 時間幅 hを 0にとばすためには, 近似解に対するいくつかの評価が必要であ
る. 以下の補題でそれについて述べる.

補題 1 Ωをなめらかな境界をもつ有界領域とする. Jn, n = 1, 2, . . . , N は (5.5)で定義
した汎関数で, unはその汎関数のH1

0 (Ω)における minimizer だとする. 関数 ūhと uhを
(5.6)で定義する. さらに, h ≤ 1と仮定する. このとき, 以下の評価が成り立つ:

∥uh
t (t)∥L2(Ω) + ∥∇ūh(t)∥L2(Ω) ≤ CE for a.e. t ∈ (0, T ). (5.9)

ただし, 定数CEは初期関数のH1ノルムには依るが, hには依存らない.

Proof. この種の評価は普通, 方程式の解の時間微分でテストすることによって示される.

離散の場合は, これが (5.7)で φ := un − un−1 ∈ H1
0 (Ω)とおくことに相当する.∫

Ω

un − 2un−1 + un−2

h2
(un − un−1) dx+

∫
Ω

(∇un −∇un−1)∇un dx = 0

が分かる. ここで, 次の不等式

a2

2
− b2

2
≤ (a− b)a ∀a, b ∈ R (5.10)

を応用して, n = 1, 2, . . . , N に対し次が成り立つことが確認される.∫
Ω

[(un − un−1

h

)2
−
(un−1 − un−2

h

)2
+ |∇un|2 − |∇un−1|2

]
dx ≤ 0∫

Ω

[(un − un−1

h

)2
+ |∇un|2

]
dx ≤

∫
Ω

[(un−1 − un−2

h

)2
+ |∇un−1|2

]
dx.
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この不等式の n = 1から任意の自然数 k ≤ N までの和をとると,∫
Ω

[(uk − uk−1

h

)2
+ |∇uk|2

]
dx ≤

∫
Ω

[(u0 − u−1

h

)2
+ |∇u0|2

]
dx

=

∫
Ω

[
(v0)

2 + |∇u0|2
]
dx

≤ ∥u0∥2H1(Ω) + ∥v0∥2L2(Ω)

となる.

uh
t (t) =

uk − uk−1

h
for t ∈ ((k − 1)h, kh), k = 0, 1, . . . , N.

であるから, (5.9)が示された. 2

補題 2 ūhと uhを (5.6)で定義する. このとき次の関係が成立する:

∥ūh(t)− uh(t)∥L2(Ω) ≤ h∥uh
t (t)∥L2(Ω) for a.e. t ∈ (0, T ), (5.11)

∥uh∥2L2(ΩT ) ≤ ∥ūh∥2L2(ΩT ) +
h

2
∥u0∥2L2(Ω), (5.12)

∥∇uh∥2L2(ΩT ) ≤ ∥∇ūh∥2L2(ΩT ) +
h

2
∥∇u0∥2L2(Ω). (5.13)

Proof. (5.9)の評価のおかげで, L2(ΩT )においてある関数vに弱収束する部分列{∇ūhk}k∈N
があることが分かる. この部分列からさらに部分列を選び, {uhkl

t }l∈Nが L2(ΩT )において
ある関数Uに収束することがいえる. 表記を簡単にするため, 次のように書くことにする.

∇ūh ⇀ v in (L2(ΩT ))
m, (5.14)

uh
t ⇀ U in L2(ΩT ). (5.15)

我々は今, L2(ΩT )の意味で v = ∇uとU = utをみたす u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω))が存在すると

いうことを証明しなければならない. そのためには, もう少し詳しく評価することが必要
である. まず, t ∈ ((n− 1)h, nh)とすると,

∥ūh(t)− uh(t)∥2L2(Ω) =

∫
Ω

(ūh − uh)2 dx

=

∫
Ω

(
un −

t− (n− 1)h

h
un −

nh− t

h
un−1

)2
dx

=

∫
Ω

(nh− t

h

)2
(un − un−1)

2 dx

≤
∫
Ω

(un − un−1)
2 dx = h2

∫
Ω

(uh
t )

2 dx

≤ C2
Eh

2

が得られる. つまり,

∥ūh(t)− uh(t)∥L2(Ω) ≤ CEh for a.e. t ∈ (0, T ).
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次に,

∥uh∥2L2(ΩT ) − ∥ūh∥2L2(ΩT )

=

∫ T

0

∫
Ω

(
(uh)2 − (ūh)2

)
dx dt

=
N∑

n=1

∫ nh

(n−1)h

∫
Ω

[(
t− (n− 1)h

h
un −

nh− t

h
un−1

)2

− u2
n

]
dx dt

=
N∑

n=1

∫ nh

(n−1)h

∫
Ω

[
(t− (n− 1)h)2 − h2

h2
u2
n

+2
(t− (n− 1)h)(nh− t)

h2
unun−1 +

(nh− t)2

h2
u2
n−1

]
dx dt

=
N∑

n=1

∫
Ω

[
−2h

3
u2
n +

h

3
unun−1 +

h

3
u2
n−1

]
dx

≤ h

6

N∑
n=1

∫
Ω

[
−4u2

n + u2
n + u2

n−1 + 2u2
n−1

]
dx

=
h

2

N∑
n=1

∫
Ω

(−u2
n + u2

n−1) dx =
h

2

∫
Ω

(u2
0 − u2

N) dx

≤ h

2
∥u0∥2L2(Ω)

と計算できる. 同様に,

∥∇uh∥2L2(ΩT ) − ∥∇ūh∥2L2(ΩT ) ≤
h

2
∥∇u0∥2L2(Ω)

が分かる. そして Poincaré の不等式より

∥uh∥L2(ΩT ) ≤ CP∥∇uh∥L2(ΩT ) for all h ∈ (0, 1) (5.16)

をみたすような定数CP が存在する. 2

補題 3 次の関係をみたす関数 u ∈ H1(Ω)が存在する:

∇ūh ⇀ ∇u in (L2(ΩT ))
m, (5.17)

uh
t ⇀ ut in L2(ΩT ). (5.18)

Proof. (5.9), (5.13)と (5.16)より, uhがH1(ΩT )で一様有界である. ゆえに, H1(ΩT )で
弱収束し, L2(ΩT )で強収束する部分列がある. 収束先を uと書く:

uh ⇀ u in H1(ΩT ). (5.19)

(5.15)より, U = ut がほとんどいたるところで成り立つ. さらに, (5.14)より, 任意の
φ ∈ C∞

0 (ΩT )に対して∫ T

0

∫
Ω

(∂ūh

∂xi

− ∂uh

∂xi

)
φdx dt →

∫ T

0

∫
Ω

(
vi −

∂u

∂xi

)
φdx dt as h → 0+,
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が成立し, (5.11)より∫ T

0

∫
Ω

(∂ūh

∂xi

− ∂uh

∂xi

)
φdx dt = −

∫ T

0

∫
Ω

(ūh − uh)
∂φ

∂xi

dx dt → 0 as h → 0+

がいえる. すなわち, ΩT のほとんどいたるところで v = ∇uが得られた. 2

今, (5.8)において h → 0+という極限がとれるようになった. ここで, φをC∞
0 ([0, T )×Ω)

に制限する. ∫ T

h

∫
Ω

∇ūh∇φdx dt =

∫ T

0

∫
Ω

∇ūh∇φdx dt−
∫ h

0

∫
Ω

∇ūh∇φdx dt

→
∫ T

0

∫
Ω

∇u∇φdx dt as h → 0 + . (5.20)

ここで (5.9)より, ∇ūhの有界性を用いている. さらに,∫ T

0

∫
Ω

uh
t (t)− uh

t (t− h)

h
φdx dt

=

∫ T

0

∫
Ω

uh
t (t)

h
φ(t) dx dt−

∫ T−h

−h

∫
Ω

uh
t (t)

h
φ(t+ h) dx dt

= −
∫ T

0

∫
Ω

uh
t (t)

φ(t+ h)− φ(t)

h
dx dt−

∫ 0

−h

∫
Ω

uh
t (t)

h
φ(t+ h) dx dt

+

∫ T

T−h

∫
Ω

uh
t (t)

h
φ(t+ h) dx dt (5.21)

→ −
∫ T

0

∫
Ω

utφt dx dt−
∫
Ω

v0φ(0) dx as h → 0+

が得られる. (5.21)において次の事実を用いて収束が議論できる:

(i) 最初の項は, uh
nが弱収束し, (φ(t)− φ(t+ h))/hが L2(ΩT )で強収束する;

(ii) 第 2項では, uh
t = (u0 − u−1)/h = v0 (∀t ∈ (−h, 0))が成立する;

(iii) 第 3項では, φ(t+ h) = 0 (∀t ∈ (T − h, T ))が成立する.

以上のことより以下の式が導かれた:∫ T

0

∫
Ω

(−utφt +∇u∇φ) dx dt−
∫
Ω

v0φ(0, x) dx = 0 ∀φ ∈ C∞
0 ([0, T )× Ω). (5.22)

({0} × Ω) ∪ ([0, T ] × ∂Ω) 上のトレースが 0というH1(ΩT )の関数がH1(ΩT )の閉線形部
分空間であり, Mazur の定理より弱閉集合であるので, (5.19)より u ∈ H1(ΩT )であるこ
とに注意する. 結果的に uが境界条件 (5.2)と初期条件 (5.3)をトレースの意味でみたすこ
とが言える. トレースの極限はトレース operater T : H1(Ω) → L2(∂Ω)のコンパクト性よ
り得られる. さらに, H1(0, T ;L2(Ω))における関数 uはC([0, T ];L2(Ω))に属する. すなわ
ち, uは初期条件 (5.3)を強い意味でもみたすことが言える.

要約すれば我々は, 離散勾配流法を用い, トレースの意味で境界条件と初期条件 (5.2),

(5.3) をみたしていて, (5.22)の意味での問題 (5.1) – (5.4) の弱解 u ∈ H1(ΩT )が存在する
ことを示した.
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B 第一変分の計算

数値シミュレーション 2で導入した弾性エネルギーの体積保存を課した第一変分を計算
する. ここではベクトルを縦ベクトルして考える. すなわち、p(t, θ) = (p1(t, θ), p2(t, θ))T

である.

Eb(p) :=

∫ 2π

0

|κ− κ0|2|pθ| dθ

Es1(p) :=

∫ 2π

0

(
|pθ|
|qθ|

− 1

)2

|qθ| dθ

Es2(p) :=

∫ 2π

0

(
|pθ|
|qθ|

− 1

)2

|pθ| dθ

とおく. 摂動パラメータを δとする. 一般のテスト関数p+ δϕ, ϕ ∈
[
C∞

0

(
(0, 2π)× (0, T )∩

{p2 > 0}
)]2に対して, 体積保存する摂動を pδ = F δ(p+ δϕ), F δ =

√
V0/(V0 − δΦ)で与え

る. ここで, Φは

Φ =

∫
p

ϕ · ν ds

である. さらに, γ = |pθ|/|qθ|とする. Es1の第一変分は

d

dδ
Es1(p

δ)dt|δ=0 =

∫ 2π

0

d

dδ

(
F δ|pθ + δϕθ|

|qθ|
− 1

)2

|qθ||δ=0 dθ

=

∫ 2π

0

2(γ − 1)

(
Φ

2V0

|pθ|+
ϕT

θ pθ

|pθ|

)
dθ

=

∫ 2π

0

Φ

V0

(γ − 1)|pθ| dθ − 2

∫ 2π

0

{
(γ − 1)

pT
θ

|pθ|

}
θ

ϕ dθ

=

∫
p

Φ

V0

(γ − 1) ds− 2

∫
p

{
γsτ

T − (γ − 1)κT
}
ϕ ds

となる. Es2の第一変分は

d

dδ

∫ T

0

Es2(p
δ) dt|δ=0

= T

∫ 2π

0

d

dδ

{(
F δ|pθ + δϕθ|

|qθ|
− 1

)2

F δ|pθ + δϕθ|

}
|δ=0 dθ

=

∫ 2π

0

{
2(γ − 1)

(
Φ

2V0

γ +
ϕT

θ pθ

|qθ||pθ|

)
|pθ|+ (γ − 1)2

(
Φ

2V0

|pθ|+
ϕT

θ pθ

|pθ|

)}
dθ

=

∫ 2π

0

Φ

2V0

(γ − 1)(3γ − 1)|pθ| dθ −
∫ 2π

0

{
(γ − 1)(3γ − 1)τ T

}
θ
ϕ dθ

=

∫
p

Φ

2V0

(γ − 1)(3γ − 1) ds−
∫
p

{
(6γ − 4)γsτ

T + (γ − 1)(3γ − 1)κT
}
ϕ ds
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となる. 次にEbを 3分割して第一変分を計算する. つまり

Eb(p) =

∫ 2π

0

(
|κ|2 − 2κTκ0 + |κ0|2

)
|pθ| dθ

= {W1(p)− 2W2(p) +W3(p)}

とおく. まず, W1の第一変分を考える.

W1(p) =

∫ 2π

0

(
pθθ

|pθ|2
− pθp

T
θ pθθ

|pθ|4

)T (
pθθ

|pθ|2
− pθp

T
θ pθθ

|pθ|4

)
|pθ| dθ

=

∫ 2π

0

(
pT
θθpθθ

|pθ|4
− pT

θθpθp
T
θ pθθ

|pθ|6

)
|pθ| dθ

=

∫ 2π

0

(
|pθθ|2

|pθ|3
− |pT

θ pθθ|2

|pθ|5

)
dθ

であるので,

dW1(p
δ)

dδ
|δ=0

=

∫ 2π

0

d

dδ

{
|pθθ + δϕθθ|2

F δ|pθ + δϕθ|3
− |(pθ + δϕθ)

T (pθθ + δϕθθ)|2

F δ|pθ + δϕθ|5

}
|δ=0 dθ

=

∫ 2π

0

{
− Φ

2V0

|pθθ|2

|pθ|3
+

2pT
θθϕθθ

|pθ|3
− 3|pθθ|2pT

θ ϕθ

|pθ|5
+

Φ

2V0

|pT
θ pθθ|2

|pθ|5

−2pT
θ pθθ(ϕ

T
θ pθθ + pT

θ ϕθθ)

|pθ|5
+

5|pT
θ pθθ|2pT

θ ϕθ

|pθ|7

}
dθ

=

∫ 2π

0

− Φ

2V0

(
|pθθ|2

|pθ|3
− |pT

θ pθθ|2

|pθ|5

)
+ 2

(
pT
θθϕθθ

|pθ|3
− pT

θ pθθp
T
θ ϕθθ

|pθ|5

)
−3

{
|pθθ|2pT

θ ϕθ

|pθ|5
− |pT

θ pθθ|2pT
θ ϕθ

|pθ|7

}
− 2

{
pT
θ pθθp

T
θθϕθ

|pθ|5
− |pT

θ pθθ|2pT
θ ϕθ

|pθ|7

}
dθ

= −
∫ 2π

0

Φ

2V0

|κ|2|pθ| dθ +
∫ 2π

0

{
2
κT

|pθ|
ϕθθ − 3|κ|2τ Tϕθ − 2

pT
θθ

|pθ|2
τκTϕθ

}
dθ

となる. さらに上式の 2番目の積分に部分積分を 2回用いて∫ 2π

0

{
−
(
2
κT

|pθ|

)
θ

ϕθ − 3κTκτ Tϕθ − 2
pT
θθ

|pθ|2
τκTϕθ

}
dθ

=

∫ 2π

0

{
2
pT
θθ

|pθ|
τκT − 2κT

s − 3κTκτ T − 2
pT
θθ

|pθ|2
τκT

}
ϕθ dθ

=

∫ 2π

0

(
2κT

s + 3κTκτ T
)
θ
ϕ dθ

=

∫ 2π

0

(2κT
ss + 6κT

s κτ
T + 3κTκκT )|pθ|ϕ dθ

を得る. したがってW1の第一変分は以下のようになる.

dW1(p
δ)

dδ
|δ=0 = −

∫
p

Φ

2V0

|κ|2 ds+
∫
p

{
2κT

ss + 6κT
s κτ

T + 3|κ|2κT
}
ϕ ds
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次にW2の第一変分を計算する. qT
θ qθθ = 0, qθ = −qθθθであることに注意して

W2(p) =

∫ 2π

0

τ T
θ

|pθ|
qθθ

|qθ|2
|pθ| dθ

= −
∫ 2π

0

τ T

(
qθθ

|qθ|2

)
θ

dθ

=

∫ 2π

0

pT
θ

|pθ|
qθ

|qθ|2
dθ

となる. したがって,

dW2(p
δ)

dδ
|δ=0 =

∫ 2π

0

d

dδ

{
(pθ + δϕθ)

T

|pθ + δϕθ|

}
qθ

|qθ|2
|δ=0 dθ

=

∫ 2π

0

{
ϕT

θ

|pθ|
− pT

θ

pT
θ ϕθ

|pθ|3

}
qθ

|qθ|2
dθ

=

∫ 2π

0

ϕT
θ

{
I − pθp

T
θ

|pθ|2

}
qθ

|pθ||qθ|2
dθ

と計算でき,

dW2(p
δ)

dδ
|δ=0 =

∫ 2π

0

ϕT
θ

(I − ττ T )

|pθ|
qθ

|qθ|2
dθ

= −
∫ 2π

0

ϕT
θ

(I − ττ T )

|pθ|
κ0θ dθ

=

∫ 2π

0

{
(I − ττ T )

|pθ|
κ0θ

}T

θ

ϕ dθ

を得る. さらに,{
(I − ττ T )

|pθ|
τ0
|qθ|

}
θ

=
−τθτ

T − ττ T
θ

|pθ|
τ0
|qθ|

− (I − ττ T )
pT
θθpθ

|pθ|3
τ0
|qθ|

+
(I − ττ T )

|pθ|
τ0θ
|qθ|

= −|pθ|κτ T + τ |pθ|κT

|pθ|
τ0
|qθ|

− (I − ττ T )
pT
θθpθ

|pθ|3
τ0
|qθ|

+
(I − ττ T )

|pθ|
|qθ|κ0

|qθ|

=
(
κτ T + τκT

)
κ0θ + (I − ττ T )

pT
θθpθ

|pθ|3
κ0θ +

(I − ττ T )

|pθ|
κ0,

であり,
(pT

θθpθ)

|pθ|3
=

(pT
θ pθθ)

|pθ|
=

(pT
θ pθθ)

|qθ||pθ|2
|qθ|
|pθ|

= (I − ττ T )
γs
γ

となる.
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最後に, W3の第一変分を計算する.

W3(p) = |κ0|2
∫
p

ds = |κ0|2
∫ 2π

0

|pθ| dθ,

であるから,

dW3(p
δ)

dδ
|δ=0 = |κ0|2

∫ 2π

0

d

dδ

(
F δ|pθ + δϕθ|

)
|δ=0 dθ

= |κ0|2
{∫ 2π

0

Φ

2V0

|pθ| dθ +
∫ 2π

0

pT
θ ϕθ

|pθ|
dθ

}
= |κ0|2

{∫ 2π

0

Φ

2V0

|pθ| dθ −
∫ 2π

0

(
pT
θ

|pθ|

)
θ

ϕ dθ

}
= |κ0|2

{∫ 2π

0

Φ

2V0

|pθ| dθ −
∫ 2π

0

κT |pθ|ϕ dθ

}
= |κ0|2

{∫
p

Φ

2V0

ds−
∫
p

κTϕ ds

}
を得る.
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