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学位論文要旨
　
　

有限密度グロス-ヌーボー模型の
グラスマンテンソルく りこみ群

金沢大学大学院自然科学研究科数物科学専攻

　吉村友佑



Abstract

We apply the Grassmann tensor renormalization group (GTRG) to the one-flavor

lattice Gross-Neveu model in the presence of chemical potential with the Wilson fermion

lattice formulation. The tensor renormlization group (TRG) is one of the numerical

renormalization methods. The GTRG is a generalization of the TRG to fermion system.

The Gross-Neveu model is a simple fermion system containing four-fermion interaction.

However, this model is known to share important properties, asymptotically free and

spontaneous symmetry breaking, with QCD and considered to be its toy model.

We compute the fermion number density and its susceptibility for some non-trivial sets

of parameters. As a result, We observe that the fermion density saturates to physically

expected value for larger chemical potential and that the approximation for TRG gets

worse near a critical point even for cross-over case. We confirm the validity of GTRG

for the finite density system　 from the result of the fermion density saturation. We

introduce a method analogous to the reweighting method for Monte Carlo method and

test it for some parameters. As a result, the errors increase as the distance from original

parameters and the lattice size.
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本論文では、 Wilson フェルミ オンで定式化した化学ポテンシャルを持つ 1 フレーバー
格子Gross-Neveuモデルに Grasmannテンソルく り こみ群 (GrasmannTRG,GTRG)を適
用した。 このモデルの分配関数は

Z =

∫

DψDψ̄ exp

(

−
∑

n

LGN
Lat

)

(1)

LGN
Lat =

∑

n′

ψ̄nDn,n′ψn′ +
g2

2N

[

(

ψ̄nψn

)2
+
(

ψ̄niγ5ψn

)2
]

(2)

Dn,n′ = (m+ 2)δn,n′ − 1

2
(1 + γ1)δn,n′+1̂ −

1

2
(1− γ1)δn,n′−1̂

− 1

2
e−µ(1 + γ2)δn,n′+2̂ −

1

2
eµ(1− γ2)δn,n′−2̂ (3)

である。 ここで ψ = (ψ1, ψ2)
T は 2成分のスピノ ル場、 mは質量、 gは結合定数、 µは化学

ポテンシャル、 nは格子点の座標、 1̂(2̂)は第 1(2)次元方向の単位ベクト ルを表す。 γ1, γ2
として Pauli行列 σ1, σ3 を選ぶ。
GTRGを行う には分配関数をテンソルネッ ト ワークで表さねばならない。 分配関数を

Z =
∑

{s,x,t=0,1}

∫

DψDψ̄
∏

n

·
[

−(m+ 2)ψ̄n,1ψn,1

]sn,1
[

−(m+ 2)ψ̄n,2ψn,2

]sn,2
(

2g2ψ̄n,1ψn,1ψ̄n,2ψn,2

)sn,3

·
(

χ̄n+1̂,1χn,1

)xn,1
(

χ̄n,2χn+1̂,2

)xn,2
(

e−µψ̄n+2̂,1ψn,1

)tn,1
(

eµψ̄n,2ψn+2̂,2

)tn,2

(4)

と展開する。 ここで

χn,1 =
1√
2
(ψn,1 + ψn,2), χn,2 =

1√
2
(ψn,1 − ψn,2), (5)

χ̄n,1 =
1√
2

(

ψ̄n,1 + ψ̄n,2

)

, χ̄n,2 =
1√
2

(

ψ̄n,1 − ψ̄n,2

)

, (6)

である。 反交換関係からく る符号が現れないように新たな変数 {ξ, ξ̄, η, η̄}を挿入しながら、
べき指数 {x, t}を残して ψ, ψ̄ を積分すると 、 テンソルネッ ト ワーク表示として

Z =
∑

{x,t}

∫

∏

n

Txntnxn−1̂
tn−2̂

, xn = (xn,1, xn,2), tn = (tn,1, tn,2) (7)

Txntnxn−1̂
tn−2̂

= Txntnxn−1̂
tn−2̂

dη̄
xn,2

n,2 dη
xn,1

n,1 dξ̄
tn,2

n,2 dξ
tn,1

n,1 dη
xn−1̂,2

n,2 dη̄
xn−1̂,1

n,1 dξ
tn−2̂,2

n,2 dξ̄
tn−2̂,1

n,1

·
(

η̄n+1̂,1ηn,1

)xn,1
(

η̄n,2ηn+1̂,2

)xn,2
(

ξ̄n+2̂,1ξn,1

)tn,1
(

ξ̄n,2ξn+2̂,2

)tn,2

(8)

とできる。 T は積分の結果の値を成分として持つテンソルで、 各成分の値は m, g, µに依
る。 xnは格子点 nにつながる第 1次元方向のリ ンク変数、 tnは同じく 第 2次元方向のリ
ンク変数とみなす。
GTRGはテンソルの分解と自由度の縮約からなる。 まず T を特異値分解 (SVD)によっ
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て分解する。

M13
xntn,xn−1̂

tn−2̂
= Txntnxn−1̂

tn−2̂

≃
Dcut
∑

xn∗
−1̂∗,b=1

U1
xntn,xn∗

−1̂∗,b
σ13xn∗

−1̂∗,b
U3∗
xn−1̂

tn−2̂
,xn∗

−1̂∗,b
(9)

Txntnxn−1̂
tn−2̂

≃
Dcut
∑

xn∗
−1∗,b=1

S1
xntnxn∗

−1̂∗,b
S3
xn−1̂

tn−2̂
xn∗

−1̂∗,b
(10)

S1
xntnxn∗

−1̂∗,b
= U1

xntnxn∗
−1̂∗,b

√

σ13xn∗
−1̂∗,b

(11)

S3
xn−1̂

tn−2̂
xn∗

−1̂∗,b
= U3∗

xn−1̂
tn−2̂

xn∗
−1̂∗,b

√

σ13xn∗
−1̂∗,b

(12)

ここで U1, U3はユニタリ ー行列、 σ13は特異値である。 xn∗−1̂∗,b を粗視化された格子の第
1次元方向のリ ンク変数とみなす。 Dcutは、 粗視化された自由度のうちきり 数である。 ま
た、 η̄n∗ , ηn∗−1̂∗ を挿入することで、

dη̄
xn,2

n,2 dη
xn,1

n,1 dξ̄
tn,2

n,2 dξ
tn,1

n,1 dη
xn−1̂,2

n,2 dη̄
xn−1̂,1

n,1 dξ
tn−2̂,2

n,2 dξ̄
tn−2̂,1

n,1

·
(

η̄n+1̂,1ηn,1

)xn,1
(

η̄n,2ηn+1̂,2

)xn,2
(

ξ̄n+2̂,1ξn,1

)tn,1
(

ξ̄n,2ξn+2̂,2

)tn,2

=
(

D1
xntn

dη̄
xn∗

−1̂∗,f

n∗

)(

D3
xn−1̂

tn−2̂
dη

xn∗
−1̂∗,f

n∗−1̂∗

)

(

η̄n∗ηn∗−1̂∗

)xn∗
−1̂∗,f (13)

D1
xntn

= dη̄
xn,2

n,2 dη
xn,1

n,1 dξ̄
tn,2

n,2 dξ
tn,1

n,1

·
(

η̄n+1̂,1ηn,1

)xn,1
(

η̄n,2ηn+1̂,2

)xn,2
(

ξ̄n+2̂,1ξn,1

)tn,1
(

ξ̄n,2ξn+2̂,2

)tn,2

(14)

D3
xn−1̂

tn−2̂
= dη

xn−1̂,2

n,2 dη̄
xn−1̂,1

n,1 dξ
tn−2̂,2

n,2 dξ̄
tn−2̂,1

n,1 (15)

xn∗−1̂∗,f =

[

2
∑

i=1

(xn,i + tn,i)

]

mod 2 =

[

2
∑

i=1

(

xn−1̂,i + tn−2̂,i

)

]

mod 2 (16)

とする。 式 (13)の括弧内には必ず偶数個の変数がある。 これらによって T は

Txntnxn−1̂
tn−2̂

≃
Dcut
∑

xn∗
−1̂∗,b=1

1
∑

xn∗
−1̂∗,f=0

∫

S1
xntnxn∗

−1̂∗
S3
xn−1̂

tn−2̂
xn∗

−1̂∗

(

η̄n∗ηn∗−1̂∗

)xn∗
−1̂∗,f

· δ∑
i(xn,i+tn,i) mod 2,xn∗

−1̂∗,f
δ∑

i(xn−1̂,i+tn−2̂,i) mod 2,xn∗
−1̂∗,f

(17)

S1
xntnxn∗

−1̂∗
= S1

xntnxn∗
−1̂∗,b

D1
xntn

dη̄
xn∗

−1̂∗,f

n∗ (18)

S3
xn−1̂

tn−2̂
xn∗

−1̂∗
= S3

xn−1̂
tn−2̂

xn∗
−1̂∗,b

D3
xn−1̂

tn−2̂
dη

xn∗
−1̂∗,f

n∗−1̂∗
(19)

xn∗−1̂∗ = (xn∗−1̂∗,b, xn∗−1̂∗,f ) (20)

と分解される。 同様に、 ξn∗ , ξ̄n∗ , tn∗ を導入することで、 粗視化された格子の第 2次元方向
の分解が

Txn+2̂
tn+2̂

xn−1̂+2̂
tn ≃

Dcut
∑

tn∗
−2̂∗,b=1

1
∑

tn∗
−2̂∗,f=0

∫

S2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗

S4
tn+2̂

xn−1̂+2̂
tn∗

−2̂∗

(

ξ̄n∗ξn∗−2̂∗

)tn∗
−2̂∗,f

· δ∑
i(tn,i+xn+2̂,i) mod 2,tn∗

−2̂∗,f
δ∑

i(tn+2̂,i+xn−1̂+2̂,i) mod 2,tn∗
−2̂∗,f

(21)
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図 1: Dcut = 64に固定した場合の µに対する δの変化。

とできる。
分解した S1,S2,S3,S4 を集めて元の格子上の自由度を縮約すると 、 粗視化されたテン
ソルが

Txn∗ tn∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

=
∑

xn,tn,xn+2̂
,tn+1̂

∫

S1
xntnxn∗

−1̂∗
S2
tnxn+2̂

tn∗
−2̂∗

S3
xn+2̂

tn+1̂
xn∗

S4
tn+1̂

xntn∗

·
(

η̄n∗+1̂∗ηn∗

)xn∗,f
(

ξ̄n∗+2̂∗ξn∗

)tn∗,f

· δ∑
i(xn,i+tn,i) mod 2,xn∗

−1̂∗,f
δ∑

i(tn,i+xn+2̂,i) mod 2,tn∗
−2̂∗,f

· δ∑
i(xn+2̂,i+tn+1̂,i) mod 2,xn∗,f

δ∑
i(tn+1̂,i+xn,i) mod 2,tn∗,f

(22)

= Txn∗ tn∗xn∗
−1̂∗

tn∗
−2̂∗

dηxn∗,fdξtn∗ ,fdη̄xn∗
−1̂∗,fdξ̄tn∗

−2̂∗,f

·
(

η̄n∗+1̂∗ηn∗

)xn∗,f
(

ξ̄n∗+2̂∗ξn∗

)tn∗,f (23)

と得られる。
1 度 GTRG を行う と格子点数が半分になるので、 格子点数が十分に小さく なるまで

GTRGを繰り かえして、 最後に自由度を直接たしあげることで分配関数が計算できる。 そ
のよう にして計算した分配関数から自由エネルギー lnZ、 フェルミ オン密度 n、 その感受
率 χを計算した。 自由エネルギーは lnZexact との相対誤差

δ =
lnZ − lnZexact

lnZexact
, (24)

その結果を図 1に示す。 µ = 0.3, 1の付近で相対誤差が大きく なった。 フェルミ オン密度
を計算した結果を図 2に示す。 2次元系でフレーバー数が 1なので飽和密度は 1になるこ
とが期待されるが、 結果はいずれのパラメータでも 1で飽和しており 、 物理的に妥当な結
果が得られた。 感受率を計算した結果を図 3に示す。 ピークは見られるがいずれも体積依
存性はなく 、 クロスオーバーであることが分かる。 また、 g = 0の場合をみると 、 ピーク
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は自由エネルギーの大きく なる µ = 0.3, 1の近く でみられる。 相転移点で TRGの精度が
落ちることは知られていたが、 クロスオーバーでも落ちることが分かった。
MonteCarlo法の再重み付け法のアナロジーとなる手法を導入し 、 計算を試みた。 これ
は元となるパラメータのテンソル T の SVDの結果である U1, U3によって、 別のパラメー
タの分解を

T ′
xntnxn−1̂

tn−2̂
≃

Dcut
∑

xn∗
−1̂∗,b,x

′

n∗
−1̂∗

,b=1

U1
xntn,xn∗

−1̂∗,b
Σ′13
xn∗

−1̂∗,b,x
′

n∗
−1̂∗,b

U3∗
xn−1̂

tn−2̂
,x′

n∗
−1̂∗,b

(25)

Σ′13
xn∗

−1̂∗,b,x
′

n∗
−1̂∗,b

=
∑

x,t,x′,t′

U1∗
xt,xn∗

−1̂∗,b
T ′
xtx′t′U

3
x′t′,x′

n∗
−1̂∗,b

(26)

で定義するものである。 この手法によって自由エネルギーを計算し、 厳密値との相対誤差
を調べた。 その結果を図 4に示す。 元のパラメータから離れるほど、 体積が大きく なるほ
ど相対誤差が大きく なる傾向がみられた。 また、 元のパラメータがピークの近く である
µ = 1の場合は、 他の場合より 相対誤差がすみやかに大きく なった。
この研究は、 初めて GTRGを有限密度系に適用したものである。 飽和密度の領域でも
定性的に正しい結果が得られたことは、 GTRGの有限密度系での有効性を示すものと考
える。
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図 4: Dcut = 64に固定した再重み付け法による計算結果と厳密値との相対誤差の µに対
する変化を示す。 元にしたパラメータは上から µ = 0, 1, 2である。
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