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凸多目的最適化問題とその逆問題について

前 隆田

１．はじめに

数理計画法では，数理計画問題が与えられたとき，これに付随する問題と

して双対問題がよく知られているが，本論文では，与えられた問題の目的関

数と制約関数を交換し，そしてminimize（maximize)をmaximize（minL

mize)で置き換えた問題を考察する。このような問題は逆問題とよばれ,Cas

sidy,Field,ａｎｄSutherland[1］によって，これら２つの問題の最適解と最

適値の関係が示された。その後，Mangasarian[4］は，線形ベクトル値最小

化問題に対して逆問題を定義し，２つの問題が共通のパレート最適解をもつ

ための条件を与えた。

このような逆問題は，経済分析において双対アプローチとよばれている。

例えば，家計は与えられた予算制約の下で，自己の効用が最大となるように

消費計画を決定すると仮定されている(効用最大化問題)。これに対して，双

対アプローチでは，家計は一定水準以上の効用を保証する消費計画の中で，

支出額が最も少ないものを選択すると仮定されている(支出最小化問題)。こ

の場合，効用最大化問題の最適解は費用最小化問題の最適解であることが知

られている。

本論文の目的は，与えられた非線形のベクトル値最小化問題に対して，逆

問題であるベクトル値最大化問題を定義し，これら２つの問題の(弱)パレー

ト最適解集合と(弱)パレート最適値写像の間に成立する関係を調べることで

ある。さらに，これらの問題に共通するシンメトリックラグランジュ関数と

その鞍点を定義し，鞍点の存在性とこれらの問題の(弱)パレート最適解およ

び(弱)パレート最適値写像との関係を考察する。このため，第２節では，以
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下の分析で必要とされる定義と基本的な結果を与える。第３節では，２つの

問題の間に成立する関係が示される。第４節では，シンメトリックラグラン

ジュ関数を定義し，鞍点と逆問題の関係が調べられる。第５節では，線形多

目的計画問題に対し，逆問題が定義される。

２．問題の定式化と基本的結果

ここでは，以下の分析に用いられる記号，定義および基本的な結果を与え

る。

Ｒ〃を〃次元ユークリッド空間とし,ｚ＝(zMD2,…,jU")ＴＥＲ〃とする。ただ

し，ｊＵｉＥＲ,ノー1,2,…,〃であり，Ｔはベクトルの転置を表す。Ｒ〃の非負象限

を凡"＝{ｒＥＲ躯|鉦i≧0,ノー1,2,…,")によって表す｡任意のベクトル`ＭＥＲ〃
〃

に対し,内積をくＭ>=菖川によって表す｡1MﾉＥＲ風に対し，

ｚ≦ｙｉｆｆｊＵｺﾞ≦zﾉｺﾞ，ノー１，２，…，〃

ｚニンｉｆｆｊビゴ≦z/ｆ，ノー１，２，…，〃，ｚ≠z/

ｊＵ＜ｙｉｆｆｊＵｆ＜〃ｉ，ノー１，２，…，〃

とかく。

空でない部分集合Ｓ二尺認に対し,Ｓ*＝{ｙＥＲ"|<z,Z/>≦0,ＷＥＳ}をＳの

極錐という。定義から明らかなように，極錐は空でない閉凸錐である。

Ｓ=Ｒ〃を空でない任意の部分集合とし，ｊＵｏＥＳとする。ベクトルａＥＲ〃

はゼロに収束する正の実数列{ん}および‘に収束する点列{α")が存在して，

すべての自然数〃に対し,jUo＋Ｍ'２ＥＳが成立するとき，ＳのＺｏにおける接

ベクトルといわれる。ｓの苑。における接ベクトルの全体からなる集合を接

錐といい，Ｔ(Ｓ;Ｚ。）とかく。ＳのjUoにおける接錐の極錐Ｔ(Ｓ;jUO)＊をＳの

juoにおけるnormalconeといい，ＭＳ;Ｚ。)かく。

／：尺烈→ＲをjUoER〃において連続微分可能な実数値関数とする。このと

き，／の虹｡における勾配ベクトルをｗ(jU｡)によって表す。ただし,ｗ("｡）

は横ベクトルとする。

ベクトル値関数ノー(/i血,…,力)T:Ｒ"→Ｒ`は,各成分八:Ｒ"→Ｒが凸関数

(凹関数)であるとき，凸関数(凹関数)であるといわれる。
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ｃｚＥＲ`およびｂｅｊＷを与えられたパラメータとし，ＱｂＥＲ〃を空でない任

意の凹集合とし，灸:尺冗→Ｒ,ノー1,2,…,′を連続微分可能な凸関数とし，功：

Ｒ"→Ｒ,ノー1,2,…〃を連続微分可能な凹関数とする。このとき，つぎのベク

トル値最適化問題を考えよう。

(P,)|畷毘蝋鰯(獣阯助月川柳，
ｇ(z)＝(91(jU),９２(jr),…仇(妬))ｒ

ｚＥＱ(／;α)＝QDn{ｚＥＲ"|／(z)≦α）(B)|鯛W：

ベクトル値最大化問題(P2)は，（P,)の逆問題とよばれる。このとき，問題

(日)は(P2)の逆問題である。

問題(P,)および(P2)に対し，最適解を以下のように定義する。

定義2.1．砥｡ＥＱ(g;６)は／(､U)二八jU｡)を満たす虹ＥＱ(g;６)が存在しな

いとき，問題(P,)のパレート最小解といわれる。ｚｏＥＱ(たα)はg(虹｡)≦

g(jr)を満たすｚＥＱ(たα)が存在しないとき,問題(P2)のパレート最大解と

いわれる。

定義2.2．ｊＵｏＥＱ(g;６)は/(工)＜/(工｡)を満たす〃ＥＱ(g;６)が存在しな

いとき，問題(P,)の弱パレート最小解といわれる。ＤＵｏＥＱ(たα)はｇ(r･)＜

g(工)を満たすｊｒＥＱ(八α)が存在しないとき,問題(P2)の弱パレート最大解

といわれる。

問題(P,)および(日)に対し，

の(6)＝{/(z)ＥＲ`|ｊＵＥＱ(g;６)は問題(P,)のパレート最小解）

の｡(6)＝{/(")ＥＲ`|ｚＥＱ(g;６)は問題(P,)の弱パレート最小解｝

ｐ(α)＝{g(勿)Ｅ尺瀧ｌｚＥＱ(たα)は問題(P2)のパレート最大解｝

ｗ(α)＝(g(z)Ｅ尺漉ｌｚＥＱ(たα)は問題(P2)の弱パレート最大解｝

とおき，それぞれ，パレート最小値写像，弱パレート最小値写像，パレート

最大値写像および弱パレート最大値写像とよぶ。

-１３７－
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ｊＵｏＥＱ(g;６)を任意にとろう。このとき，

Ｊ(Ｚ｡)＝{/Ｅ(1,2,…〃}|功(Ｚ｡)＝ム｝

とおく。同様に，ｊｒｏＥＱ(／;α)に対し，

Ｉ(Ｚ｡)＝{ｊＥ{1,2,…,′}Ｍ("｡)＝αf｝

とおく。

問題(P,)および(P2)に対し,以下の補題が成立する｡各補題の証明につい

ては，前田［3］を参照されたい。

補題2.1．ｒｏＥＱ(g;６)が問題(P,)の弱パレート最小解であれば，

Ｗ(ｚＭ＜Ｏ

<▽gj(〃｡),ロノ>＞０，ノＥノ(工｡）

１
１

１
２
１
！

を満たすＱｌＥＴ(Qo;Ｚ｡)は存在しない。ただし，Ｗ(jUo)は第ｊ行がWXjUo）

である’行〃列行列である。

補題2.2．ＺｏＥＱ(g;６)が問題(p,)の弱パレート最小解であれば，

’ 〃

〈囚/Ｍ(Ｚ｡)-昌｣(ｗｇｊ(砥｡Ｍ>≧０，ｗＥＭＱ｡;鰯｡）（３）ｉ＝１

角(９，(〃｡)－６j)＝０，ノー1,2,…〃 （４）

バー(/1,,/12,…,ル)T≧０，Ｆ(似Ｍ２,…,Ｊａｍ)7≧Ｏ （５）

を満たす同時にはゼロではないベクトルノｌＥＲ`,ﾉ〔ＬＥＲ噸が存在する。

補題2.3．ｊｒｏＥＱ(g;6)を問題(P,)の実行可能解とし，＜▽功(jU。),α＞＞０，

/Ｅ／(Z。),ロノＥＴ(Ｑｏ;工。)を満たすａＥＲ"が存在するものとする。このとき，

"･が問題(日)の弱パレート最小解であるための必要十分条件は，(3),(4)お

よび

」＝(ノリ2,…,入`)『二0,｣α＝(｣(Ｍ２,…,似腕)丁≧0 (6)

を満たす入ＥＲ`ＭＺＥＲ”が存在することである。

補題2.4．ＺｏＥＱ(g;６)を問題(P,)の実行可能解とし，各ノー1,2,…,′に

対し，
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<▽た(jUo),α‘>＜０１ルー1121…'′'ん≠/

<▽g(ｊ(Zo),QF〉＞０，バノ(Z｡）

１
１

７
８

１
１

を満たすq'`ＥＴ(Qo;Ｚ｡)が存在するものとする。このとき，ｒ･が問題(P'）

のパレート最小解であるための必要十分条件は，

’ れ

くﾖﾉＭ(廼・)_国,LWgG(虹｡),｡'>≧０，ＷｑＶ(Qo;必.）（９）ゴー１

ノ〔zj(９，(砥。)－ﾑｶﾞ)＝０，ノー1,2,…〃 （１０

入＝(ノリ2,…ん)T＞０，ノα＝(ハノ(22,…,｣α")r≧０ m

を満たす/ｌＥＲ',似ＥＲ”が存在することである。

補題2.5．ｊＵｏＥＱ(たα)が問題(P2)の弱パレート最大解であれば，

<WXjco),Ｑｒ>＜0,ｊＥＩ(〃。）

▽g(Ｚ｡)α＞０

(12）

03）

を満たすａＥＴ(Ｑｏ;Ｚ｡)は存在しない。

補題2.6．ｚｏＥＱ(／;α)が問題(日)の弱パレート最大解であれば,

’ 加

〈ヨル▽た("｡)＿Ｚ！(Ｗ功(jUo),ロノ>≧０，Ｗ/ｑＶ(Qb;jr｡）（14）
ゴー１ ノー１

ハゼ(た(虹｡)－α`)＝０，ノー1,2,…,’ 05）

入＝(/1,,入2,…,ル)T≧0,ﾉu＝(｣(』Ｍ２,…,胸)T≧０06）

を満たす同時にはゼロではないベクトルノ1ＥＲ`,似Ｅ尺掘が存在する。

補題2.7．〃･ＥＣ(/;α)を問題(P2)の実行可能解とし，＜WXz｡)，α＞＜

0,ｊＥＩ(Ｚ｡),αＥＴ(Qo;工｡)を満たすＱｌＥＲ"が存在するものとする。このと

き，jUoが問題(P2)の弱パレート最大解であるための必要十分条件は，

２ｍ

〈ヨルＷｉ(jUo)＿囚｣`Ｗ功(jU｡),Q/>≧0,Ｗ'EjV(Qo;妬｡）
ゴー１ガー１

入‘(た(Duo)－α`)==０，ノー=1,2,...'’

バー(/Ｍ２,…ん)T≧0,浬＝(ﾉ【`1．山，…，ＭＴ二０

⑰

⑱
Ⅲ

を満たす入ＥＲ',ﾉﾋｚＥＲ”が存在することである。
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３．主要な結果

ここでは，問題(Ｐ,）と(P2)の間に成立する関係を与えよう。

定理3.1．ｒｏＥＱ(g;６)を問題(日)の弱パレート最小解とする。このと

き,Ｗ(jUo)グ＜０を満たすグＥＴ(Qo:〃｡)が存在すれば,jUoはα＝/(Z｡)に対

する問題(P2)の弱パレート最大解である。すなわち，／(Z。)Ｅの｡(6)であれ

ば，ｇ(工｡)ＥＷ(/(jU｡))である。

証明ｇ(Ｚ｡)（切幽(/(Ｚ｡)）と仮定しよう。このとき／(Z)≦/(〃｡),ｇ(Z)＞

g(jU｡)を満たすＺＥＱｏが存在する。仮定から，／は凸関数であり，ｇは凹関

数なので，

Ｗ(jF｡)(ｚ－"｡)≦/(毎)－/(工｡)≦０

▽g(jU｡)(r-jr｡)≧g(z)－９(Ｚ｡)＞０

(２０

(2，

が成立する。さらに,Ｑｏは凸集合なので,Ｚ－ｊＵｏＥＴ(Qb:Ｚ｡)である。α＝Ｚ

－ｊｒｏとおこう。このとき，十分小さな実数/＞０に対し，

Ｗ(〃｡)(α＋〃)＜０

▽g(Ｚ｡)(α＋が)＞０

α＋虚ＥＴ(QO;Ｚ｡）

(22）

(23）

⑭

が成立するが，これはｚｏが問題(P,)の弱パレート最小解であることに反す

る。□

注3.1．定理3.1において，ｇ(Ｚ｡)＞６は成立しない。したがって，ノ(jU｡)≠

Clである。さらに,′(〃｡)Ｅの"(6)であれば,／(釘｡)Ｅの"(g(jUo))である。した

がって／(Ｚ。)Ｅの"(ｐ"(/(jUo))),g(妬｡)Ｅｐ`｡(g(Ｚ｡))が成立する。ただし，

の②〃｡(/(工｡)))＝Ｕ夏-砂山(,(正｡))の｡(ご)である。特に，ｇ(工｡)＝６であれば，ｂＥ

ｐ⑪(の⑪(6))である。

定理3.2．ｒｏＥＱ(たα)を問題(P2)の弱パレート最大解とする。このと

き,▽g(ju｡)グ＞Ｏを満たすグＥＴ(Q･;Ｚ。)が存在すれば,ｚ･は６＝g(juo)に対

する問題(P,)の弱パレート最小解である。すなわち，ｇ(jr｡)ＥⅥ｡(α)であれ

ば，／(工。)Ｅの`U(g(Ｚ｡))である。
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注3.2．定理3.2において，／(Z｡)＜αは成立しない。したがって，Ｉ(Z｡)≠

0である。さらに，ｇ(z･)Ｅｐ"(α)であれば,ｇ(工｡)Ｅｐ②(/(〃｡))である。した

がって，／(工｡)Ｅの④仰"(/(ＤＵＯ))),g(Ｚ｡)Ｅｐ②(の｡(g(jUo)))が成立する。特に，

/(Ｚ｡)＝αであれば，αＥの"(Ｗ(α))である。

定理3.3．ｊＵｏＥＱ(ｇ;６)ｎＱ(たα)において，

▽/(〃。)α'＜０

▽g(Ｚ。)α2＞０

(２１

(2０

を満たすα1,ａ２ＥＴ(Qo;〃｡)が存在するものとする｡ｒ・が問題(P')の弱パレ

ート最小解ならば，ｊＵｏはα＝/(〃｡)に対する問題(P2)の弱パレート最大解で

ある。逆に，Ｚ｡が問題(p2)の弱パレート最大解ならば，jUoは6＝g(工｡)に対

する問題(P,)の弱パレート最小解である｡すなわち,／(jU｡)Ｅの四(g(Z｡))であ

るための必要十分条件は，ｇ(Ｚ｡)Ｅｐの(/(〃｡))が成立することである。

定理3.1,3.2および３．３から，問題(Ｐ１),(P2)において，／(Z｡)Ｅ

の｡(g(Ｚ｡))であるための必要十分条件は，ｇ(Ｚ｡)Ｅｐ｡(/(工｡))が成立するこ

とである。

定理3.4.groEQ(g;６)ｎＱ(／;α)において,定理３．３の仮定はすべて満た

されているものとする。さらに,／(jcI)≦α,g(DFI)＝６および/(､U2)＝α,g(jU2)≧

６を満たすjU1,ｚ２ＥＱｏが存在するものとする。このとき，αＥの｡(6)であるた

めの必要十分条件は，ｂＥｐ②(α)が成立することである。

証明αＥの｡(6)とする。このとき,jro,jr1は問題(P,)の弱パレート最小解

である。ゆえに定理３．３から，ｇ(Z。)ＥＷ(/(Z。))が成立する。さらに，この

ときｇ(工｡)ＥＵ②(α)が成立する。実際,ｇ(Ｚ)＞g(〃｡),／(Ｚ)≦αを満たすｊｚＥＱｂ

が存在すると仮定しよう。任意の実数入Ｅ(0,1)に対し,jUA＝入孟＋(１－/{)jroと

おくと，ｊｒにＱ0,9(jUA)＞g(Ｚ｡)≧6,／(jUA)≦αである。ゆえに，jUAは問題(P,）

の弱パレート最小解である。さらに，／は連続微分可能なので，十分小さな

/l＞０に対し，▽/(zA)ロノ'＜0,ロノｌＥＴ(QMUA)が成立するが，これはエハが問題

(日)の弱パレート最小解であることに反する。

６＄ｐ`｡(α)であれば，ｇ(Ｚ)＞6,／(毎)≦αを満たすＺＥＱｏが存在する。この

一
勺■■■（

“幻如一一
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とき，任意の実数入Ｅ(0,1)に対し，jUJ＝肱十(1－ハル。とおくと，ｚＡは問題

(P,)の弱パレート最小解であり，かつ十分小さな実数心０に対し,Ｗ(zA)ロノ’

＜0,Ｃｌ/ｌＥＴ(Qb;jUA)が成立するが，これはjrAが問題(P,)の弱パレート最小

解であることに反する。ゆえに，ｂＥＷ(α)が成立する。

逆の証明についても同様である。□

４．鞍点問題と逆問題

問題(P,)および(P2)に関連して，シンメトリックラグランジユ関数(Sym‐

metricLagrangianfunction）Ｌ：Ｒ'×Ｑｂ×尺獅→Ｒを

’ １７９

Ｌ(小Ｍ)=三/Ｍ鯵)-α:)-ＺＭｇＧ(z)-ん）（27）ｊ＝１

１こよって定義しよう。

定義4.1．（/1゜,Ｚ。,｣【Z。)ＥＲ４×Ｑｏ×Rl1Pは，

Ｌい,jro,ﾉα)≦Ｌ(入｡,虹｡,｣ａ｡)≦Ｌ(/1゜,`“。)，ＷＥＱＭＥＲ４,/ｕＥＲｌＷ（２０

が成立するとき，Ｌの鞍点といわれる。

定理4.1．（/ＩＣ,勿｡,似｡)ＥＲ４×Ｑｏ×尺學がシンメトリックラグランジユ関数

Ｌの鞍点であれば，

(ｉ）

(ii）

(iii）

(iv）

/(Ｚ。)≦α,ｇ(Ｚ｡)≧６

入?(た(勿｡)－α`)＝0,ノー1,2,…,′

似?(９，(工｡)－ん)＝0,ノー1,2,…川

L(入｡,．U゜,ﾉａ｡)＝０

が成立する。

証明い｡,jUo,ﾉα･)をＬの鞍点とする。（28)にハース｡,ノリ＝四゜＋ej,ノー1,2,…，

机を代入すると,ｇ’(Z。)＿ん≧0,ノー1,2,…〃がえられる。ただし,ｅｊＥＲ流は

第ノ成分が１であり，その他の成分がすべてゼロであるベクトルである。再
れ

ぴ，（28)に/l＝/Ｗｚ＝Ｏを代入すると，図ﾉａ?(ｇｊ(r･)￣6L，)≦０がえられる。｣ｕ１
ｊ＝１
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≧0川(〃｡)－６j≧０なので，似?(功(jz｡)－ん)＝0,ノー1,2,…,籾である。同様に

して，／(ro)≦α,入?(た(妬。)－αi)＝0,ノー1,2,…,′であることが示される。（iv）

が成立することは，（ii),(iii)から明らかである。□

定理4.2．（/ＩＣ,jUo,似｡)ＥＲ４×Ｑｏ×ＲＴをシンメトリックラグランジユ関数

Ｌの鞍点とする。入。之0,浬｡之０であれば,ｚ・は問題(P,)の弱パレート最小解

であり，かつ(P2)の弱パレート最大解である。すなわち，／(Z｡)Ｅの｡(6)，

g(〃｡)Ｅｐ⑳(α)である。

証明（入｡,Z｡,似｡)がＬの鞍点であれば，定理４．１の(i)から，jUoは問題

(P,),（P2)の実行可能解である｡さらに(iii)から,任意の虹ＥＱ(g;６)に対し，

’ ２ 沈 ’

昌酬工｡)≦ｚＭｒ)一別(g('(錘)-ｂ)≦菖馴`r）ゴー１ Ｊ＝１

が成立する。入ｏＺ０なので，このとき，/(z)＜/(工｡)を満たすｚＥＱ(g;６)は

存在しない。ゆえに，jUoは問題(P,)の弱パレート最小解である。

同様に，任意のｊＵＥＱ(／;α)に対し，

加 ’ ７７２ 〃２

－昌lulgi(砥｡)≦昌/ＭＺ)-αf)-昌蜘(虹)≦－MgG(砥）ノー１

が成立する。似｡之０なので，ｇ(z)＞g(､U･)を満たすｚＥＱ(／;α)は存在しな

い。ゆえに，jUoは問題(P2)の弱パレート最大解である。

定理４．２において，／(Z)＝α,９１(毎)≧６を満たすＺＥＱｏが存在すれば，ｃｚＥ

のの(6)であり，／(Z)≦α,g(Z)＝６を満たすＺＥＱｂが存在すれば，ｂＥｐ⑭(α）

である。特に，八゜＞0,浬｡＞０であれば，／(jr｡)＝α,９１(jU｡)＝ｂである。ゆえに，

αＥの②(6),be1phj(α)が成立する。□

定理4.3．（」。,鉦｡,Ｊｕ｡)ＥＲ４×Ｑｂ×RIFをシンメトリックラグランジュ関数

Ｌの鞍点とする。入｡＞0,浬.＞０であれば,ｚ・は問題(P')のパレート最小解で

あり，（p2)のパレート最大解である。すなわち，／(砥｡)Ｅの(6),ｇ(Z。)Ｅｐ(α）

である。

証明い｡,勿。,ﾉａ｡)がＬの鞍点であれば，定理４．１の(i)から，砥oは問題

(p,),(p2)の実行可能解である。仮定から，入。＞0,ﾉ(`。＞０なので，／(虹｡)＝α，

g(〃｡)＝６である。
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さて鞍点の定義から，任意のｊＵＥＱ(ｇ;６)に対し，

‘ ’ 加 ２

国Ｍｚ.)≦言Ｍｚ)-Ｍ(９１，(砥)-ん)≦ｚＭ"）ガー１ ノーｌ ｉ＝１

が成立する。入。＞０なので，このとき，／(jr)ニノ(jUo)を満たすｊＵＥＱ(g;６)は

存在しない。ゆえに，ｚ･は問題(P,)のパレート最小解である。

同様に，任意のｒＥＱ(／;α)に対し，

腕 ’ 腕 ７'２

－昌蜘(虹.)≦ｚ/Ｍ工)-α`)-昌似?ｗ)≦－ｚ胸(釘）ｉ＝１ Ｊ＝１

が成立する。似｡＞ｏなので，ｇ(jU)三g(Ｚ｡)を満たすｚＥＱ(／;α)は存在しな

い。ゆえに，虹・は問題(P2)のパレート最大解である。□

系4.1．（ﾊﾟ,Ｚ｡,似｡)ＥＲ４×Ｑｏ×尺嚥をシンメトリックラグランジュ関数Ｌ

の鞍点とする。入｡＞0,ﾉL`｡＞０であれば，ｂＥｐ.(の(6)),αＥの(ｐ(α))が成立す

る。

定理4.4.jUoEQ(g;６)を問題(P')の弱パレート最小解とし,/(jU｡)＝αと

する。さらに,▽/(jU。)q/,＜0,ロノ,ＥＴ(Q･;Ｚ｡)および▽g(苑｡)α2＞0,Ｃｌ/2ＥＴ(Qo；

jUo)を満たすQ'1,ａ２ＥＲ"が存在するものとする。このとき，ある/１.三01入｡Ｅ

Ｒ`,ﾉUo三0,ﾉＵｏＥＲ醜が存在し，（/1°,jro,似｡)はＬの鞍点となる｡

証明ｚｏが問題(P,)の弱パレート最小解であれば，

’ 腕

〈三入Ｍ(鑓｡)-皇,`ＷｇＭ,α>≧0,WEZV(Qb;Ｚ｡）（29リゴー１

ノα池(jr｡)－ﾑﾉ)＝0,ノー1,2,…,加 川

入｡＝(入m８，…,/Ｗ二0,浬｡＝(班,“,…,蝋)T之0（３Ｄ

′ 加

を満たす入・E1woeR鰄が存在する｡菖入弘一貝似ygM"→Ｒは凸関数な
’ ｍ

ので,ｚ･はヨノ'弘一菖蜘の最小解である。ゆえに，

Ｌ(』｡,jUoMu｡)≦Ｌ(八°,ＤＭＣ)，ｖｒＥＱｏ

が成立する。さらに仮定から，／(Ｚ｡)＝αなので，
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Ｌ(入,Z。,ﾉα)≦Ｌ(」｡’工｡,JUo)，▽/ｌＥＲ４，ＷｑＷ

が成立する。ゆえに，（ﾊﾟ,砥｡,似。)はＬの鞍点である。□

定理4.5．ＺｏＥＱ(ｇ;６)ｎＱ(ハα)を問題(P,)のパレート最小解とし，

/(jU｡)＝αとする。さらに，各ノー1,2,･･･,’に対し，

<▽ん(工｡),ﾛﾉｵ>＜0,Ａ?＝1,2,…,′ﾉｾ≠ｊ，

<▽功(jU｡),ﾛﾉｶﾞ>＞０，/Ｅ／(工｡）

(32）

(33）

を満たす。`ＥＴ(Qb;工｡)が存在するものとする。このとき，ある入｡＞０，１゜Ｅ

R`,ｊＵ○之0,/ｕｏＥＲ椀が存在し，（/{。'jrol似｡)はＬの鞍点となる｡さらに，各ノー

1,2,…,籾に対し，

<▽たCU。),αj>＜0,ノー''２'…'′

<▽９，m(Ｚ。)，Ｃｌ/'>＞0,ルー1,2,…〃ルキノ

(3０

０１

を満たすｄｊＥＴ(QO;虹｡)が存在すれば，似｡＞０である。

証明ｒｏが問題(日)のパレート最小解であれば，このとき，

’ れ

くZAM(工．)_菖似WgG(露｡Ｍ>≧0,WEZV(ＱＭ｡）（29）ゴー１

ノａ?(gj(JUo)＿ﾑﾉ)＝0,ノー1,2,…,加 川

/１｡＝(入m８，…,/Ｗ＞0,浬｡＝(ﾉ(４F,嘘,…,ﾉU;)7三０（３０

′ 祝

を満たすハR`,".E尺緬が存在する｡菖脳-菖似ygM"→Ｒは凸関数な
２ ｍ

ので，ｊｒｏはヨノＷ>一三ﾉα幼の最小解である。ゆえに，
ゴー１ｊ＝１

Ｌ(几。,Z。,ﾉａ｡)≦Ｌ(入｡,jMo)，ＶＤＵＥＱｂ

が成立する。さらに仮定から，／(砥｡)＝αなので，

Ｌ(入,jUo,似)≦Ｌ(入｡,Z。,juo),Ｖ入ＥＲ４，ＷＥＲＦ

が成立する。ゆえに，（ﾊﾟ,jro,似｡)はＬの鞍点である。□
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５．線形のケース

つぎの線形ベクトル値最適化問題を考えよう。

(LB)|珊雛Q(A胴妖…`｝
,LB)|鯛if:二:Q(Ｍ…'…）
(LB)|騏雛Q(M１ｎＱ１Ｍ

ただし，ＣＥＲ`×",ＡＥＲ…,ＤＴ＝(Ｃ7,-Ａ『)ＥＲ"x(`+腕)，ｃｚＥＲ''６ＥＲ鯛で

ある。

問題(LP,),（LP2)および(LP3)の間には，つぎの関係が成立する。

定理5.1．ｊＵｏＥＱ(Ａ;６)ｎＱ(Ｃ;α)が問題(LP')のパレート最小解であ

り，かつ（Lp2)のパレート最大解であれば,jroは問題(LP3)のパレート最小

解である。逆に，jroが問題(Lp3)のパレート最小解であり，かつCbUo＝α，

Ａｕ｡＝６であれば,juoは問題(Lp,)のパレート最小解であり，かつ(LP2)の

パレート最大解である。

証明Ｚ･が問題(Lp,)のパレート最小解であり，かつ問題(LP2)のパレ

ート最大解であるとしよう。jroが問題(LP3)のパレート最小解でなければ，

ＤＪ5≦Droを満たすｚＥＲ"が存在する。このとき，ＣでこＣｕ。あるいは￣Ａ毎

二一Ａz･のいずれかが成立するが，これはz・が問題(LP,)のパレート最小

解であり，かつ問題(LP2)のパレート最大解であることに反する｡

逆に，ｚｏを問題(Lp3)のパレート最小解とし，Ｃｒ｡＝α'Ａｒ｡＝６とする。

Z･が問題(Lp,)のパレート最小解でなければ，α≦Ｃｒｏ,Ａｒ≧6＝ＡｊＵｏを

満たすｚＥＲ"が存在するが，これはz･が問題(LP3)のパレート最小解であ

ることに反する。同様にして，jUoが問題(LP2)のパレート最大解であること

が示される。

定理３．１，３．２と同様にして，以下の定理がえられる｡
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定理5.2．ｊＵｏＥＱ(Ａ；６)を問題(LP')のパレート最小解とする。このと

き，ｃｎＥＯを満たすＱ/ＥＲｎが存在すれば，ｚ・はα＝ｃｒｏに対する問題

(LP2)のパレート最大解である。

定理5.3．〃ｏｅＱ(Ａ；６)を問題(LP2)のパレート最大解とする。このと

き，Ａα之０を満たすロノＥＲ"が存在すれば，ｚ･は６＝Ａｚｏに対する問題

(LP,)のパレート最小解である。

定理5.4．ｒｏＥＱ(Ａ；６)ｎＱ(Ｃ;α)が問題(LP3)のパレート最小解であれ

ば，

/ｌＴＣ－ﾉｆ４＝０

/{＝い,&,…ん)T＞0,｣α＝(｣[Ｍ２,…州)Ｔ＞０

(3９

００

を満たすｌＥＲ`，ﾉｕＥＲ加が存在する。

証明jUoが問題(LP3)のパレート最小解であれば，ＤＱＥＯを満たすロノＥ

Ｒ"は存在しない。このとき，Galeの二者択一の定理からＱＴ,ﾉｕＴ)Ｄ＝/ＩＴＣ

－ﾉｆ４＝０を満たすル0,入ＥＲ',ﾉα＞0,ﾉ〔`Ｅ尺痂が存在する。□

定理5.5．ｚｏＥＲ"を問題(LP3)の実行可能解とする。（39)，（40）を満た

す/ｌＥＲ',ＪｕＥＲ椀が存在すれば，ｊＵｏは問題(LP3)のパレート最小解である。

証明jroを問題(LP3)の実行可能解とし，ノ{＞0,｣u＞０を(39)および(40）

を満たす任意のベクトルとする｡、万二、proを満たす毎ＥＱ(Ａ；６)ｎｏ(Ｃ;α）

が存在すると仮定しよう。このとき，

０＝(/ｌＴｃ－｣WDz＜ＱＴｃ－ｌＷｌ)ju｡＝０

が成立するが，これは矛盾である。□

定理5.6．ＺｏＥＲ〃を問題(LP3)の実行可能解とする。

/ＩＴＣ－ﾉｆ４＝０（ＩＤ

八丁α－匹T6＝002）

/{＝(/11,/12,…川)T＞0,浬＝(仇似2,…，胸)了＞０M3）

を満たす入ＥＲ`,似ＥＲ”が存在すれば，jroは問題(LP,)のパレート最小解
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であり，問題(LP2)のパレート最大解である。

証明定理５．１，５．５から,Ajr｡＝６，Cbr｡＝αが成立することを示せば十

分である。〃｡を問題(LP3)の実行可能解とし，ノＩＥＲ',似Ｅ尺嗣を(41)，（42）

および(43)を満たす任意のベクトルとする。このとき，Ajro≧６，ｏｒ｡≦αな

ので，

Ｏ≧ｽｧ(Ｃｒｏ－α)－匹T(AZo-6)＝ｑＴＣ－ﾉｆ４)Zo-(几Ｔａ－ｊｕＴ６)＝Ｏ

である。」＞０，ﾉﾋZ＞０なので，AZo＝６，Cro＝αである。□
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