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標本調査に関するノー炉

平館道子

1.有限母集団の推測問題に対するベイジアンの観点からの一つの接近法に関

して，その基本的な考え方と定式化については別掲ノートにおいて述べた*o

要約すれば，大きさ〃の要素からなる有限母集団において，Ⅳ次元の変量

Y=(Yi,……，跣）を考え，このうちある調査設計に基づいて標本鴎

=(Yi,……,Y3")をとり調査した場合．これらの値が〃s=(ys,,……,ys")

であり，測定誤差の様な非標本誤差を含まないとすれば，母集団の調査されな

い部分玲一（塒,，……,Yき"_“）の事後分布は，調査設計に依らず，鴎

＝伽となるすべてのYに対して

f(")
/(WI"s)= (1）

/("s)

によって求められるdここに八"）はYの事前分布を示し,/("s)は鴎
Ⅳ

の周辺分布を示す。（1）の事後分布を用いて，母集団の総計T=Z鴎ある
‘＝1．

いは平均M=舟などに関する推測を行なうことができる。
もしYが一つの共通な偶然機構／（。｜のに従って相互に独立にその値を

定めると判断されるならば，／(g）の付与については，これを直接行なうので

はなく，パラメーターβの事前分布の付与を通じて行なうことができる。す

なわち，βの事前分布を／(β）とすれば，

/(")＝I
Ⅳ

n/(yil")/(8)"
f＝1

であるから，これから畷の事後分布は

(2）

＊平館道子：衝有限母集団の推測について：ノート(I)"金沢大学法文学部論集経済学篇23.

なお，同ノートの参照文献も参照されたいb
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/(")
(3）/("31"s)=

Ir(")吻冒

として求めることができる。（2）はⅣ次元変量Yの要素を任意に置換し

ても変らない分布であり,この様な性格をもつ分布はexChangeableであると

いわれる。exchangeableな事前分布を付与することは事前の判断において各

要素を無作為化することであると云うこともできよう。

調査しようとする変量が近似的に正規分布に従ってその値を定めると判断さ

れる場合はしばしばある。以下では正規分布の場合に関するいくつかの結果を

まとめよう。

II．有限母集団の要素Yは互いに独立に同一の正規分布Ⅳ(8，〃）に従って

いると判断されるとしよう。この場合，まず分散りについてはある値をとる

ことができるが，βは未知で，事前分布を付与しなければならないとしよう。

正規分布の平均の事前分布については，知識を持たない状態を表現すると考え

られる一様分布がとられることがあるが，ここでは正規分布Ⅳ("@,〃'）が付

与されると仮定する。（2）によってYの事前分布はⅣ次元正規分布として

求められ，平均，分散はすべてのZについて等しく，それぞれ〃2,"+"′

であり，共分散も等しく〃′である。従って任意の蕗と吟とを置き換えて

も分布は変わらずex曲angeableである。また共分散がOでないことが，標本

を観測した場合，その観測値から，観測されていない他の変量の値に関する情

報が与えられることを保証している。

サイズ〃の標本の観測値〃sが与えられる時，母集団の残りの部分聡の

事後分布は鰈（3）からⅣ－〃次元正規分布であり，共通の平均，分散，共分

散をもち，それらはそれぞれ，

加夕s+""@"[("+1)〃'＋"］ 〃〃'

〃〃'＋〃
， 〃"ﾉ＋〃”〃'＋ひ

，

であることが導ぴかれる。ここにysは標本の平均を示す。従って母集団の総

和Tおよび平均〃についてみれば，その事後分布はそれぞれ正規分布で，

平均と分散は次の様になる。

E(TI"s)=
"(M）'+")Js+(Ⅳ－")""、

〃〃'＋〃

－2－

，



V(TI"s)=

E(MI"s)=

V(MI"s)=

(Ⅳー"）（Ⅳ"'＋")〃
〃〃′＋〃．,

（” ）('‘+舟)，愈十‘-丁''”〃

"2ﾉ'＋〃

Ⅳ"'＋〃(〃－")〃．－
Ⅳ‐

-Mz‐Ⅳ"'＋了『〃
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，

Mの事後平均は，観測されたデータys(これはMの伝統的な点推定である）

と事前の判断”との荷重平均になっている。TあるいはMに関する推測

はこれらの事後分布を用いて様々に行なうことができる。例えば，母集団平均

がその中に入る事後確率が0．95であるような最短区間を求めたければ，それ

はE(MI"s)±1.961/V(MI"s)である。

ここではβの事前分布を正規分布としたが，情報を含まないこと,あるい

は知識のないことを示す分布としてしばしば使用される一様分布をとるとする

と,Yの事前分布は真正な分布とならずタしかも確率分布として解釈するこ

とが困難な関数になってしまう。これは極めて不自然なことであり，推測とい

う目的にとって不整合な事態というべきであろう。この事は慎重な考慮なしに

一様分布やこれに類する，情報を含まない状態を示す分布を用いることに対す

る一つの警告ともなっており，結局ベイジアンの立場で推測問題を扱おうとす

れば，事前に何の判断もないということでは済まされないことを示していると

も云えよう。

1I1.次にβと共に〃も未知の場合について,9とりの同時事前分布が次

の様な正規一逆ガンマ分布でよく表現できると仮定しよう。

畑,,)-γ蒜‘-些殼》｡.(号)-P(:)~',-(音÷りg-命■
・：（4）

．1

との分布のパラメーターは(",〃'，，，α）である。この時(Z",")の同

時分布／("，8，〃）はその核が

･一・3－．
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Ⅳ＋p＋1

+')exp[一方{皇(，‘-′)'+"('一"｡+α}］〃－（ 2

となる。Yの周辺事前分布を求めるために，まずこれを〃で積分すると

",')-I:",',')!i"

･c{z(y'-の2+"'('-'"%+'}--璽土;世

となる。これを更にβで積分するために，上式を

J{Q÷(Ⅳ+"')('-旦織禦/}-

と書き改める。ここにQは

Ⅳ＋p＋1
2 (5）

（y一m)'H(〃一恥)+@

であり,na-はすべての要素が〃＠であるⅣ次元ベクトル,Hは対角要素が

巫譜矛』，その他の要素がすべて-Ⅳ華"である正値定符号Ⅳ×Ⅳ対
称行列である。（5）をげについて積分するとYの分布バリ）が得られ，

その核は次のようになる。

〃)｡c{'+("-'")'H("~'")g-等込● (6）

この分布は一般化されたⅣ次元＃分布であり，自由度は，,それぞれのY

の平均は獅,分散共分散行列は万三訂H~ﾕである。この様なオ分布を以下

では簡単のため単に＃分布とよぶことにする｡Zの分散は詞茎百('+"/
α

逓と必の共分散は（,－2)"，である。これはりが既知の場合と同様
exchangeabieな事前分布である。

次に標本〃sが与えられた時の鴫の事後分布を求める。

－4－
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レー般に自由度｡のK次元オ分布においてK2個の変量f2の値が与え

られた時の残りの変量（このK-K2=Kユ個の変量をf1とあらわす）の条

件つき分布は次の様に求められる。K次元オ分布において，その核が

’＋K

""{'+('-")'H｡('-")}- (7）2

で与えられる時，変量の順序を変えて

をこれに従って並べ換え

(堂堂:）

f=(t',f2),"=("',"2)とし,Hb

と分割しておく。ここにHbはK×Kの正値定符号対称行列である。f1の

条件つき分布は

／(‘』''魁)=舟
で求められるが,M2)は八t)をtユで積分して次の量に比例する。

#+X2

{'+(f,-,,')'G('"--',)}- 2
(8）

ここにGは，

G=HE2-Hi2'Hi,－1Hi2 （9）

であり，脇×K2正値定符号対称行列である。従って求める条件つき分布に

ついては，（7）を（8）で除して，

{'+*諜読詮三鍔}-｣雑禁‘
が分布の核となる。これは自由度'+K2のK1次元オ分布である。Miは

加一Hi1－1Hi2(f2-ﾘ2)

であり，変量オュの平均は"1,分散共分散行列は

－5－
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‘＋(f2－〃2)'G(f2－櫛Hiｴーｭ
'+K2-2

である。~ぐ

以上の結果を我々の問題に適用すると，時の事後分布の核は，

｛'+舞鶚署譜云鶚}-"夢

となる｡ここに鵬はすべての要素が鶚簔”である(Ⅳ-")次元ベク
トルで,H誌は(6)のHを分割した部分行列であり,GSは(9)によっ

て得られる。具体的には，次の様になる。

Ⅳ＋〃'－1 1

IH誌＝ 1１
邪一
十
グ
ー

Ⅳ
棚Ⅳ、

、
『

、
、
、

、
、

〃
〃

〃
口
１

－
州

(Ⅳ－")×(Ⅳ一"）

Ⅳ＋〃’ Ⅳ＋”′／，

９

１
Ｊ
８
且

〃
《
一
｜
』

１
＋
〃
州

一
〃
畔
〃

、
、

、

」
。

、

、
、

１

ノ
〃

一
〃
１
＋

〃
＋

〃

＋
〃

〃

IGs=夕

〃×〃

従って，吟の事後分布はⅣ一〃次元＃分布であり，自由度はp+",平均

はすべて等しく雲圭多竺,分散共分散行列は口

，+;-2{α+(肱一"')'Gs("s-'")}H誌戸ユ

で与えられる｡,+=_2{"+(!'9-"I)'Gs("鰯=nm)}をQとおけば,賑

の分散は塑去籍LQ,共分散は”圭",Qである。
以上の結果から母集団の和Tの事後分布が得られるo#分布は再生性をも

つから,Tの分布もやはり自由度，＋〃の1次元オ分布であり，その平均，

分散はそれぞれ，

－6－



E(rl"s)=

V(TI"s)=

"(Ⅳ＋〃')ys+(Ⅳ－")"'"
〃＋〃′

(Ⅳ＋"'）（Ⅳ－"）
〃＋〃'

Q
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，

Ⅳ

更及

である｡母集団平均M=-=すの事後分布は同様に自由度力+"の＃分布
であり，その平均,分散はそれぞれ

E(MIgs)=

V(MI"s)=

('+-f)'s+('v-")帯獅〃

"+〃

(Ⅳ－"） Ⅳ＋〃′
Ⅳ2 〃＋〃'

Q

9

である。

（"，〃）の事前分布として正規一逆ガンマ分布（4）をとったが，これは正

規分布において，6，〃が共に未知である場合の自然共役(naturalconjUgate)

な分布とよばれている。II．で既に述べた通り，推測に際して事前の判断を

真正な分布に表現することが必要であるが，しかし，事前分布は常にすべての

点において厳密に定めることが可能だという訳ではないから，この暖昧さ，あ

るいはゆとりを利用して，可能ならば解析的に都合のよい分布でこれを表現す

ることを考えるとよいであろう。もとの分布が正規分布である場合，最も都合

のよい事前分布は正規分布と逆ガンマ分布から構成される正規一逆ガンマ分布

である。あるいは分散の逆数をパラメーターとして，正規一ガンマ分布を事前

分布としてもよい。これらの事前分布は事後分布を尤度関数と同じかあるいは

関連する分布に導くという性格を持っており，それらの分布は性格もよく知ら

れ，解析的な取扱いにも都合がよい。事前の判断をこれらの分布によって表現

しようという場合，要はパラメーターの付与が問題になるわけであるが，その

分布の性格や，結果として得られる事後分布に与える影響をよく考慮する必要

がある。

正規一逆ガンマ分布の場合，〃が与えられた時の@の分布は正規分布で，

その平均は”,分散は÷である｡また'の周辺分布抑)は

／(の＝(，+等('一〃)-÷(州
－7－
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a

となり，自由度，，平均"，分散は，＞2の時

る･〃の周辺分布八"）は

"'('－2）
の＃分布であ

八")｡c"-(="+')e-*

2α2

で逆ガﾝﾏ分布であり,平均,分散はそれぞれ,万里~Z'(p-2)2(p-4)
である。従ってもしりについて有限な分散を想定するならば，，＞4でなけ

ればならない。pは結果として生じるオ分布の自由度に関連するものであり，

事前および事後の分散は，の減少関数になっている。’は4より大でなけれ

ばならないが，標本数が小さい時にはその影響も大きく，′を大きくとる事は

タイトな事後分布を得ることになるであろう。αも分散に関連する量である

が，これは，とは逆に分散を大きくする要素であり，′とαは8，〃それ

ぞれの周辺分布の性格を考慮することによって同時に付与すべきものであろ

う。パラメーター〃′は変量Yが従っていると考えられる偶然機構M8，〃）

の平均に関してどれだけ精密な判断が下せるかを表現するものであり，鴫の

事後の平均が雲鵠”であることから見てもわかる通り,事前の判断に
対するウエイトとなっているから，事前に標本いくつ分に見合うだけの情報を

持っているかを示すものと考えられよう。従って付与に際しては,I.J・Good

のimaginarysampleの様な考え方に従えば目安が与えられ，付与という困

難な作業の助けになるであろう。

鴫の事後分布を求める際，（3）から

火脈Igs)=
In_/(yz|のfES

n/CﾉflのXβ)〃
fES．

I■■■■■■

－ I

/(Js)

n-fOﾉilの八βlys)"
汪S

とすれば，これはβの事後分布によるⅡ_/(y518)
淀S

になる。因みにII．の問題の場合，〃の事後平均は

の平均を求めていること

〃〃夕s+2ﾉ”であり，
〃〃'＋〃

U2ﾉノ
Y万の事後平均に等しい。また〃の事後の分散は

〃"'＋〃
であり，鴎の事

－8－
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後共分散に等しい。同様な点をIII．の場合についてみれば,6，〃の事後平均

は'それぞれ，雲主樂,”+:-2〔｡+(Us-"z)'Gs("s-"z)]である。

後者をE("IUs)とあらわせば,8,〃の事後の分散はそれぞれ‘梨等L,
2

"+;-4(E("'"s)]'であるOこの事から，時の事後平均はβのそれと

等しく，事後の分散共分散行列はE("|"s)Hh5-1となっていることがわか

る。ここでも鴎の事後共分散はβの事後分散と等しい。

1V･変量に関する推測を関係のある他の変量を用いて行なうことがある。例

えば田の収量を耕地面積から推測するとか，米の消費量を世帯人員数から推測

するなどである。この様な場合で，規模の経済性が一定であることが想定され

る時，これまでの結果が直ちに応用できる。

いま(X',Y'),……,(X",Yiv)という大きさⅣの母集団があり,X1,

……,X〃は既知であるとしよう。これは例えば，ある地域にある田全体につ

いて，各々その面積が知られている時，米の全収量の推測が問題となったり，

同じくあるⅣ世帯からなる地域において，各世帯の人数が知られている時米

の全消費量を知りたい場合などである。

問題となっている変量Yは，もう一つの量Xと

……，Ⅳ昭＝β鶏+ez j=1,

という関係をもっていると想定されるとしよう。更に鴎は互いに独立に

Ⅳ（β逓，〃‘）に従っていると判断されるものとする。〃’については，一定と

考えられる場合，あるいは各々異るが例えば逓2に比例すると考えられる場

合などがあろうが,もし後者の場合ならば,墨~器はⅣ(β,")に従う。
〃はり’＝鶏2〃をみたす正の定数である。島は単位面積当り収量，1人当り

消費量などであり，これは規模の経済性が一定で，βを平均として変動し，そ

の変動の仕方も規模に依存しないことを意味する。これまでと同様に，標本を

I'h=(YS,,……,YS"),残りの部分を吟=(時1，……，聡Ⅳ-〃）とし，鴎

に対応するXを鞠＝(堀1，……，鮒")，鴎に対応するそれを嫁＝（庵,，

……，海Ⅳ-"）とする。また鴎の観測値をこれまでと同様Usとすると，

－．9’一
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〃の値が知られている場合βの事前分布がM",〃'）であれば，鴎の事後

分布は正規分布であり,吟，の平均,分散はそれぞれ，”祭:獅晦”

{("+')''+'}娠‘蜜であり,略‘と吟,の共分散は"篝,海‘堀で〃〃′＋〃

ある。この場合,Yの事前分布はeXdlangeableではないが,Zのそれは

exdlangeableである。従って総和Tの事後分布は，

９ｉ
ｓ
．ｙ

鰯
逗
画

十●
の
ユ
ッ

一
ｓ
妬
泌
寸
一

猴
逗
・
》（"需圭:”Ⅳ

{("＋1)"'＋"}〃 りりノ

）卑晦‘2＋2
3 努晦‘媚，〃"'＋〃 ""'十〃

である。

V、次に〃が未知の場合,III．と同様にして,(6,")の事前分布を(4)

とすれば，事後分布に関しては，

(p+")(賑一Mt)'IEF("s-Mf)
α＋(恥一M画)'G("s-"s)

が自由度，+"のⅣ-"次元'変量である｡鵬は州,鵬は"壽主篝簗斯

であり,H誌はその(j,/)要素が鶚茅LxW#2,(j,/)要素が

Ⅳ圭",堀媚,の(Ⅳ-")×(Ⅳ-")行列であり,GI*<j,j)要素が

"姜奎素L"si2,(/,j)要素が-"=",恥,蝿,の"×"行列であり,共に
正値定符号である。これから総和Tは同様にオ分布に従い，事後の平均と分

散はそれぞれ，

９．
３
聴
沌
利
一

喉
図
潅

泥

Zys+
i＝1

"Zs+〃'"

〃＋”’

,+%_2["+("s-州'G("S-".)][("+"'+J)逗堀2+2習埜｣]
1

〃＋〃“

－10－
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で ある。ご
VI．〃‘が一定である場合タこれを〃としよう。この場合には，単位規模当

りの生産性は，βを平均として変動するが，その変動の仕方は規模の2乗に逆

比例すると想定されることを意味する。この場合にはこれまでの結果を直ちに

応用することはできないが，同様に分析することができる。〃が知られている

場合,Yの事前分布は正規分布で平均が獅苑，分散共分散行列は，その(j,

/）要素が腕2"'+",(',j)要素が力約"′である。ここに死=("1，……，

伽）である。従ってこの分布はexdlangeableではない。玲の事後分布は

（籍馨寺芋Ⅳ ）死面,Z

である。zは(/,')要素がり［"'("=")+"],(',ノ）要素が
〃'璽妬s2+"

諾簔幾の(Ⅳ一")×(Ⅳ-")行列である｡従ってTは平均が

(Ⅳ一")(""@+zﾉ'逼妬sys)"
Zys+ ，

"'ZXs2+"

分散が

"(Ⅳ一"）［0'{函尤s2+(Ⅳ一卯)r52}+"]
2ﾉ'Z"s2+"

の正規分布である。以上において庵は媚の平均を,ZxS2,函妬sysはSに

ついての和をあらわす。

VII．ひが未知の場合,(6,")に対して(4)と同様な事前分布をとるとす

ると，胸の事後分布は自由度p+〃のオ分布でその平均は

"'"+ZxSys
璽茄s2+〃′

分散共分散行列は，

苑冒，

1

"＋’－2 ["+("s､)'Gs("s-'"""s)]Hw-｣('0)
‐-－11－．
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Z"s2+〃'一"Sf2
,(j,/)要素で与えられる。ここにGsは(/,j)要素が

Z"s2+"'

呈脆2+"'一堀’

が－鋳鶉,の"×"行列であり,H誌は(い)要素が‘-迦登霊z2+"'
f＝1

(‘,j)要素が－釜銭,の(Ⅳ-")×(Ⅳ-")行列である｡('0)の必ずユ

の乗数をQとすれば，脇の分散はZxS2+"Ff2+"′Z"S2+"′Q,y3@と堀の共

分散は暴袰"Qである｡以上の結果から,総和Tの事後分布は同様に
自由度’＋〃のオ分布で，平均，分散は次の様に与えられる。

Zjﾉs+鶚睾%雲(Ⅳ一")覇，

(Ⅳ一"){E"S2+"'+(Ⅳ－")"2}
Z"s2+〃'

－12－

Q，


