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はしがき

本研究課題は， B.Helffer (1994-5) のカッツの転送作用素に関する仕事と Rogava (1993) 

の作用素ノルムに関するリ ー・ トロッタ ー積公式に関する仕事がその研究の動機であった ．

研究代表者 ・ 分担者の思想の根底には「スペクトル」という共通の水脈があり，この2年

間シュレーディンガー 作用素論との関連に基づいて研究を進めてきた． 以下はその研究成

果報告書である．
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一瀬 孝 Takashi Ichinose 

1. (with Satoshi Takanobu and Hideo Tamura) Norm convergence of the Trotter product
formula for Schrodinger operators, The XII th International Congress of Mathematical
Physics, Brisbane/ Australia (1997 年 7 月 19日）

2. Estimate on the Kac transfer operator with applications, 第 2 2 回札幌偏微分方程式
論シンポジウム，北海道大学 (1997 年 8 月 1日）

3. Norm estimate for Kac's transfer operator with applications to the Lie-Trotter prod
uct formula, The Second Jagna Workshop "Mathematical Methods of Quantum
Physics" (In celebration of the 65th birthday of Professor Hiroshi Ezawa), Jagna/
Philippines (1998 年 1月5日）

4. Norm estimate for Kac's transfer operator with applications, The Fifth Korea-Japan
PDE Conference, 九州大学 (1998 年 2 月 4日）

5. Kac の転送作用素をめぐって， 加藤義夫先生退官•松沢忠人先生還暦記念研究集会，
名古屋大学多元数理科学研究科 (1998 年 6 月 6日）

6. Norm convergence for Kac's transfer operator with applications to the Lie-Trotter
product formula, Seminar at Department of Mathematics, Czech Technical Univer
sity, Prague/Czech (1998 年 7 月 21日）
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7. Error bound estimates for Kac's transfer operator and the Lie-Trotter product for
mula, 研究集会 "Spectral T heory and Stochastic Analysis", Mathematisches For
schungsinstitut Oberwolfach, Oberwolfach /Germany (1998 年 7 月 31 日）

8. Error bound estimates for Kac's transfer operator and the Lie-Trotter product for
mula, Seminar at CPT-CNRS-Luminy, Marseille/France (1998年8 月 5 日）

9. 作用素ノルムの Lie-Trotter-Kato 積公式とその周辺， Seminar 神戸大学理学部数学
教室 (1998 年 11 月 18 日）

10. (with 高信 敏） Norm estimates for Kac's transfer operator and the Lie-Trotter
product formula in norm, 研究集会 "Recent Progress in Stochastic Analysis", 金沢
大学理学部 (1999年 3 月 4 日）

高信 敏 Satoshi Takanobu 

1. Trotter product formula for Schrodinger operators, 研究集会 "Stochastic Analysis
and Geometry" , 九州大学 (1997 年 9 月 4 日）

2. 無限次元トー ラス上のワイル変換に関する従属性消滅定理，研究集会「確率論におけ
る極限定理に関する研究」， 統計数理研究所 (1999 年 1 月 26 日）

田村 博志 Hiroshi Tamura 

1. Trotter—加藤の積公式のノルム収束の早さについて， 研究集会 "Recent Progress in
Stochastic Analysis", 金沢大学理学部 (1999 年 3 月 4 日）

田村 英男 Hideo Tamura 

1. (with Akira Iwatsuka) Asymptotic distribution of negative eigenvalues for two-dimen
sional Pauli operators with nonconstant magnetic fields, 研究集会「スペクトル• 散
乱理論とその周辺」， 京都大学数理解析研究所 (19Q7 年 12 月）

2. 磁場による散乱について，研究集会「微分方程式の総合的研究」， 大阪大学 (1997 年
12 月）

3. 低エネルギー領域での 2 次元磁場散乱について， 研究集会「偏微分方程式の解の構造
の研究」， 京都大学数理解析研究所 (1998 年 4 月）

4. 指数積公式の作用素ノルム収束について，日本数学会中国四国支部会 特別講演， 香
川大学 (1999 年 1 月）

谷島 賢二 Kenji Yajima 

1. T he V》-continuity of wave operators for Schrodinger operators and its applications,
Fourth Korea-Japan Conference on Partial Differential Equations, Daejon/Korea
(1996 年 12 月）
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2. On the fundamental solution of the time dependent Schrodinger equations, Interna
tional Conference on Differential Equation and Mathematical Physics, Georgia Tech.,
Atlanta/USA (1997年3月）

3. On the fundamental solution of the time dependent Schrodinger equations, Interna
tional Work-shop "External Problems in Quantum Mechanics", Mathematical Re
search Center, Aarhus Univ., Aarhus/Denmark (1997年 8月）

4. シュレーディンガー方程式の基本解について， 「微分方程式の総合的研究」シンポジ
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5. シュレーディンガー方程式の基本解について，研究集会「偏微分方程式と調和解析」，
東北大学 (1998年1月）

・研 究成果

本研究課題「カッツの転送作用素とシュレーディンガー 半群との差のノルム評価に関す
る研究」は， 偏微分方程式論としてのシュレー ディンガー作用素論， 及ぴ統計力学の格子
模型との双方にかかわっている． 主に以下の4つのテー マを取り扱った．

(1) カッツ(Kac)の転送作用素に関する作用素ノルム評価
(2) 作用素ノルムでのLie-Trotter積公式
(3) 統計力学の格子模型
(4) その他の関連する研究

(l) H = H0 +·v 三 — }△ + V(x)を下に有界なポテンシャルV(x) (従って 一般性を
失うことなく，V(x)�l と仮定してよい）を持つSchrodinger作用素とする． このと
き，K(t) = e-tV/2e-tHoe—tV/2 をカッツの転送作用素と呼ぼう ． これは，MarkKac が 1966
Brandeis Lectureで扱った統計力学のある 格子模型の転送作用素とみなせる作用素である．

B. Helffer (1994-5)は， 擬微分作用素カルキュラスを用いて， 関数V(x)が c
oo 関数で

あって2階以上の沸関数が有界である とき， 小さい t > 0に対して， カッツの転送作用素
K(t)とシュレーディンガー 半群e-tHとの差の び作用素ノルム評価

IIK(t) -e-rn112 = O(t2 ), t↓0 

を証明した．
一瀬は， 高信敏との共著論文(Commun. Math. Phys. 1997)において，Feynman-Kac

公式を用いる確率論的方法により，V(x)がもっと 一般の関数のときに， 例えば， 国の正
数ベキpで増大する連続であれば余り滑らかでなくてもよい関数のときにも，この差の小
さいt > 0に対するl.J'作用素ノルム評価O(tl+0 ), a= 2/ P, を証明することができた． こ
の結果 はもちろんHelfferの結果(p = 2)を拡張している． また ， H。を有界な磁場を持つ

Schrodinger作用素Ho(A ) 三 ½(-i▽ -A(x))2 に置きかえても同様な評価を得た．
他方では， 一瀬は田村英男（岡山大） と共に (J. Math. Soc. Japan 1998, Asymptotic 

Analysis 1998), 一部， 百目鬼敦も加わり，作用素論的方法でび作用素ノルムでほぼ同様
の結果を証明した．
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更に， 一瀬は高信敏と共に (Nagoya Math. J. 1998), 恥が相対論的 Schrodinger 作用
素Ho 三 Jコゞ+1-1の場合にも，確率論的方法によりび作用素ノルム評価を証明した．
また， 高信敏と共に， H。が相対論的な場合を含む更に一般の Levy 過程に付随した作用
素である場合へ拡張する論文を準備中である．

(2)非有界作用素に関する Lie-Trotter 積公式はふつう Hilbert/Banach 空間の強位相で
収束するものであったが， 実はあるがあるかなり一般の状況で作用素ノルムでも収束する
ことが極く最近分かった．

先ず， Schrodinger 作用素に対する作用素ノルムでの Lie-Trotter 積公式に関して， (1)
の結果の応用の 1 つとして， 一瀬は高信敏との共著論文 (Commun. Math. Phys. 1997, 
Nagoya Math. J. 1998) において， 非相対論的・相対論的作用素 Schrodinger 作用素に
対して， 確率論的方法で， LP作用素ノルムでの Lie-Trotter 積公式を誤差評価も込めて
証明した． 他方では， 一瀬は田村英男（岡山大）と共に (J. Math. Soc. Japan 1998, 
Asymptotic Analysis 1998), 一部， 百目鬼敦も加わり， 作用素論的方法で， 非相対論的作
用素 Schrodinger 作用素に対して， 作用素ノルム及び更にトレー スノルムでの Lie-Trotter
積公式を同じく誤差評価も込めて証明した．

高信敏も， この結果に刺激されて，確率論的方法により (Osaka J. Math. 1998), トレー

スノルムでの Lie-Trotter 積公式を同じく誤差評価も込めて証明した．
次に， Hilbert 空間上の一般の2つの下に有界な自己共役作用素 A,B に対する作用素

ノルムでの Lie-Trotter 積公式に関しては， その最初の結果は次の Rogava (1993) による
ものである： A,Bが共に非負の自己共役作用素で， Aの定義域がBの定義域に含まれ，
C 三 A+B も自己共役であるとき，

ll(e
―tBfne―-tA/nr _ e―te ll = O(nー 112Iogn), n → oo, 

ll(e-tA/2ne―tBfne-tA/2nr _ e―te ll = O(n-1!2 Iog n), n → 00. 

一瀬は， 田村英男と共に，論文 (Integr. Equat. Op. Theory 1997) を経て， 論文 (Osaka
J. Math. 1998) において， A0 (0 < a < 1) の定義域がB の定義域に含まれるという
Rogava より強い条件のもとではあるが， 作用素ノルムでの Lie-Trotter 積公式に関して
Rogava より良い誤差評価 O(n-1 logn) を証明した．

最近 Neidhardt-Zagrebnov は我々の論文 (Integr. Equat. Op. T heory 1997) に刺激さ
れてその Preprint において， B が Aー有界でその相対上界が1 より小さいときに， 我々
と同じ評価を証明し， 競合している． ただ， 一瀬・田村英男の結果では， 作用素 A,B が
時間t依存でもよいという一般性の長所がある．

田村博志は， 最近の Preprint において， 最近の Neidhardt-Zagrebnov の作用素ノルム
での Lie-Trotter 積公式に関する結果の 1 つが最良の誤差評価を与えていることを注意し
た． これによって， 例えば， B が A に関して 2 次形式有界でその相対上界が1 より小さ
いときには， 作用素ノルムでの Lie-Trotter 積公式は必ずしも成立しないことを示したこ
とにもなる．

今後の問題として， 一般の2つの非有界自己共役作用素に対する作用素ノルムでの Lie
Trotter 積公式は， 一体どのような時まで一般に成り立つであろうかが残る． この問題は，
田村英男， H.Neidhardt( ドイツ）， V.Zagre bnov (フランス）とも討議中である．
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(3) 一瀬， 高信， 田村英男， 百目鬼敦による {1) で述べた結果のもう 1 つの応用として，
カッツの転送作用素 K(t) の第 1 固有値µ1(t) の漸近的縮退， または， 第2固有値 µ2(t) と
の比の評価として， µ2(t)/い(t)

= 
1 - (入2 ー ふ）t + O(tl+0), t ↓ 0, が得られる． ただし，

ふ，ふは Schrodinger 作用素Hの第 1' 第2固有値である． また， パラメ ータ t は， t-1

が1つのスピンと相互作用するスピン達の実効個数を意味している． カッツの転送作用素
K(t) の第 1 固有値µ1 (t) が漸近的縮退するかどうかは， 対応する統計力学のカッツ模型に
相転移があるかどうかにかかわっているのでこのような評価は大変重要なのである．

田村博志は， 伊東恵ーと共に (Commun. Math. Phys. 1997, Lett. Math. Phys. 1998, 
Commun. Math. Phys. 1999(to appear)), スピン系の古典統計力学における random walk 
やクラスタ ー展開等の方法を改良しつつ用いることによって，N-vector models の臨界温
度の上からの良い評価を得た. Frohlich, Spencer, Sokal 等の結果を大変良く拡張したも
のである．

(4) 谷島賢二（東大数理）は， 時間依存型 Schrodinger 方程式の基本解の滑らかさ• 特
異性と有界性に関する研究を行い， ポテンシャル V(x) が滑らかな場合は基本解の滑らか
さは V(x) の無限遠方での増大度に依存することを調べ，特に， IV(x)I = o(I叫りなら基
本解は滑らかで有界であり， また V(x)�Clxl2

十€'€ > 0, なら至る所滑らかでないこと，
更に， 基本解が有界連続となる滑らかでない V(x) のあるクラスを定めた． また， ここに
(1) の研究において，Schrodinger 作用素論に関して谷島氏との討議は大変有益であったこ
とを特記する．

小栗栖修は，廣川真男（岡山大）と共に，非有界領域上の量子力学の数学的問題として，
2次元磁場中のスピン1/2の荷電粒子の基底状態について研究し， 論文を投稿中である．

中尾慎太郎， 士谷正明， 藤曲哲郎は確率解析の観点から， {1) の研究をサポー トした ．

北原晴夫， 勘甚裕ーは， (1) の研究に，それぞれ， 幾何学的， 実解析的観点から討議に加
わった． 林田和也，後藤俊一，梅苓はそれぞれ個別的な非線形偏微分方程式を研究すると
共に， (1), (2) の問題の非線形版を目下検討中である．

以上のように，本研究は相当の成果を上げてきたとともに， 更に今後の新しい研究の萌
芽も得られたように思われる． 更に研究代表者は，本研究課題，並ぴに，今後の研究課題と
もかかわる経路積分とその関連する問題について共同研究のため，B.Jefferies 氏 (Univ. of 
New South Wales, Australia) を平成 9年3月に招聘した． また Schrodinger 作用素論に関
する情報収集と意見交換のために， 来日中だった P.Exner 氏 (Czech Academy of Science) 
を平成 9年8月と平成 1 1年3月に，P.Stovicek 氏 (Czech Technical Univ.) を平成 1 0年
1 1月に，金沢に招いて討議した． また，平成 1 0年 1 1月，研究分担者谷島賢二氏（東
大数理）の Schrodinger 方程式の研究のため，I.Herbst 氏 (Univ. of Virginia, USA) の招聘
を一部サポー トした． 平成 1 1 年3月， M.Demuth 氏（クラウスタ ールエ科大学，ドイツ）
をカッツの転送作用素に関する討議とレビューを受けるために金沢に招聘した ． また情報
収集， レビューを受けるためのみならず，それと併せて研究成果の発表などのために国の
内外の各地へでかけたが， 口頭発表にその記録がある． 特に， 平成9年7月第1 2回国
際数理物理学会議， 平成 1 0年 1月第2回 Jagna International Workshop'Mathematical 
Methods of Quantum Physics', 平成 1年6月レズーシュ物理学校 'Quantum Field Theory' 

，

 



(Les Houches, France; オー ガナイザー ： C.Dewitt-Morette, J.B.Zuber) へ， 本研究費から
一部サポー トを受けて出張した． ここに感謝の意を表したい ．

最後に， 本研究課題の成果の概要を記した The Second Jagna Workshop "Mathematical 

Methods of Quantum Physics", Jagna/Philippines, 1998 年 1 月 4 日 ー 6 日，での研究代表
者一瀬の講演原稿

【1 】 Norm estimate for Kac's transfer operator with applications to the Lie
Trotter product formula …… 11-20 頁

及ぴ， 本科学研究費によって研究代表者が金沢大学で開催した本研究課題に関連した話題
についての2つの研究集会：

【 2 ] Issues from Quantum Field Theory, Statistical Mechanics and Related 
Fields (平成 1 0 年 3月 5 日 ー 7 日） …… 21-90 頁

【 3】Issues from Mathematical Methods in Quantum Physics (平成 1 1 年 3月
1 0 日） …... 91-136 頁

における各プログラムと全講演アプストラクトを添付する．
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