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The aims of the multi-objective design optimization are to find the pareto optimal solutions, and are also to

analyze the trade-off between the objectives. The interactive multi-objective design optimization based on

the Satisficing Trade-Off Method (STOM) is used in this paper. Especially, the trade-off matrix to analyze

the trade-off between objectives quantitatively is introduced. Each element of trade-off matrix consists of

the projection matrix of active constraints and the gradient of objective functions. Additionally, it is pos-

sible to determine the new aspiration level by using the trade-off matrix. To obtain the new aspiration level,

the compromise point and solution are defined by using the trade-off ratio. To obtain the compromise

point, the designer input the trade-off ratio between objectives and can obtain the new aspiration level. It is

also possible to apply the trade-off matrix to the automatic trade-off method, which is a method to

determine the new aspiration level.  Through basic numerical examples, the validity is examined.
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1 1 1 1 緒言緒言緒言緒言

　単一目的関数下における最適設計の目的は，大域的

最適解を求めることであり，設計変数空間で考えるこ

とが多い．一方，多目的最適設計問題では，複数の競

合する目的関数が存在することが想定されるため，設

計変数空間ではパレート最適解を求め，同時にパレー

ト最適解を目的関数空間へ写像したパレート最適値か

ら成るパレートフロントを求めること，また目的関数

空間において競合する目的関数間のトレードオフ分析

を行うという二点に重点が置かれる．多目的最適設計

問題におけるパレート最適解の探索方法に関しては，

大きく次の三つの方法に分類できると思われる．
(1)

（１）スカラー化法 ：線形加重和法，制約法，Lpノ

ルム法など．
(1)

（２）対話型手法 ：STEp Method(STEM)，満足化ト

レードオフ法，基準点法など．
(2,3)

（３）進化的計算法 ：多目的遺伝的アルゴリズム*

(MOGA)，多目的Particle Swarm Optimization(MOPSO)な

どに代表される多点同時探索法．

　スカラー化法の中でも，特に線形加重和法は，考え

方が極めて容易であるため，実際の設計にもしばしば

用いられている方法であるが，目的関数と重みの間に

は，明確な相関関係が存在ないこと，またいくつかの
(4)

目的関数や制約条件に関する条件など から，必ずし

も多目的最適設計問題のすべてのパレート最適解を求
(5)

めることはできない ．

　進化的計算法によるパレート最適解の探索に関して

は，近年のコンピュータの飛躍的な進歩により，盛ん

に研究が行われている．進化的計算法によるパレート

最適解探索では，パレートフロントが非凸であったり

分離していても，一度の計算で多くのパレート最適解

が得られるという利点がある一方で，アルゴリズムに

内在するいくつかのパラメータを適切に設定しなけれ

ばならず，また，多くの計算コストを要するなどの問

題点を含む．

　一方，対話型手法の多くは，各目的関数の目標値で

ある希求水準をコンピュータに直接入力し，補助的最

適化問題を解くことによってパレート最適解およびパ

レート最適値を求め，設計者の満足のゆく解が得られ

るまでこの操作を繰り返すため，自然と設計者の価値

判断を含んだトレードオフ分析を行っていることにな

り，また設計問題の構造を暗に理解できるなど，設計

者とコンピュータの役割が上手く分担されており，あ



　

る意味で優れている方法であると思われる．特に，中
(6)

山が提唱した満足化トレードオフ法 (Satisficing Trade-

Off Method:STOM)は，希求水準を直接調整する方法で

あり，非常に多くの研究や実設計への適用の報告がな
(1),(7)

されている ．

　対話型手法の多くは，複数回，希求水準を入力し，

得られたパレート最適値から，各目的関数間のトレー
(8),(9)

ドオフ分析を行うことが一般に行われれているが ，

このような方法は必ずしも，定量的なトレードオフ分

析法とは言い難い．ここで言う定量的なトレードオフ

分析法とは，各目的関数のトレードオフ比を算出し，

この結果を利用して新しい希求水準を決めることを意

味しており，さらに言及すれば，妥協・満足するよう

な希求水準を決めることである．このようなトレード
(10),(11)

オフ分析法としては，自動トレードオフ法 が挙げら

れる．自動トレードオフ法は，改善する目的関数に対

して新しい希求水準を入力すれば，緩和する目的関数

の新しい希求水準が自動的に求まるというものである

が，必ずしも設計者が妥協・満足するような希求水準

を決める方法ではない．また後述するように，改善す

る目的関数と緩和する目的関数のラグランジュ乗数ベ

クトルの算出が必要となるが，設計者としては，ラグ

ランジュ乗数ベクトルの数学的な意味を理解して新し

い希求水準を決めるよりも，目的関数間のトレードオ

フ比が定量的かつ直接的に示されるほうが，新しい希

求水準を決め易いと思われる．

　そこで，本論文では，対話型手法を活用した定量的

なトレードオフ分析法を含む多目的最適設計法を示

す．対話型手法としては，満足化トレードオフ法を用

いる．また，ラグランジュ乗数ベクトルの算出を必要

としないトレードオフ分析法として，文献(12)がある

が，数学的な考察が全く行われていない．そこで，文

献(12)のトレードオフ分析法に対して，数学的な検討

を行い，その妥当性を示す．またこの方法を用いれ

ば，目的関数間のトレードオフ関係はマトリックス表

記でき，さらにマトリックスの非対角項を用いること

により，自動トレードオフ法への適用が可能であるこ

とを示す．さらに，提示する定量的なトレードオフ分

析法から得られる知見を基に，定量的に妥協点・妥協

解を定義し，それらを得るような希求水準の算出法を

新たに提案する．第2章において，多目的最適設計や

満足化トレードオフ法に関する簡単な記述をし，第3

章において，本論文で提示する定量的なトレードオフ

分析法，妥協点の定義や妥協点を得るような希求水準

の算出法について記述する．数値計算例を通じ，本論

文で提示する多目的最適設計法の有効性を検討する．

2  2  2  2  多目的最適設計多目的最適設計多目的最適設計多目的最適設計

　2 . 12 . 12 . 12 . 1　　　　定式化定式化定式化定式化　一般に， k 個の目的関数を同時に最

小化する多目的最適設計問題は，次のように定式化さ

れる．

1 2( ( ), ( ), , ( )) minkf f f →x x x⋯ (1)

L U

i i ix x x≤ ≤ 　 1, 2, ,i n= ⋯ (2)

( ) 0jg ≤x 　 1,2, ,j m= ⋯ (3)

　ここで ( )if x は i番目の目的関数，
1 2( , , , )Tnx x x=x ⋯ は

設計変数ベクトル， n は設計変数の数を表す.また L

ix

と U

ix は i 番目の設計変数ベクトルに直接的に課される

側面制約条件であり， ( )jg x は挙動制約条件，m はそ

の数を表す．いくつかの目的関数を最大化する場合等

は，最大化する目的関数にマイナス記号を付ければ，

最小化問題へ帰着される．

　　　　2.22.22.22.2　　　　パレートパレートパレートパレート最適解最適解最適解最適解　多目的最適設計問題では，

いくつかの目的関数間にトレードオフの関係があるた

め，すべての目的関数を同時に最適にする解（完全最

適解）は一般には存在せず，ある特定の目的関数を改

善するためには，少なくとも他の一つ以上の目的関数

を犠牲にしなければならない解の集合（パレート最適

解： p
x ）が導入される．また，パレート最適解を目的

関数空間へ写像した集合をパレートフロントとよび，

パレート最適解の中の点に対応するパレートフロント

上の各点をパレート最適値
1 2( , , , )p p p

kf f f⋯ と呼ぶ．

　2.32.32.32.3　　　　理想点理想点理想点理想点およびおよびおよびおよび最悪点最悪点最悪点最悪点　理想点とは，各目的関

数を単独で最小化したときの目的関数値で， I

if

( 1, 2, ,i k= ⋯ )と表記する．一方，最悪点とは，パレー

トフロントの上限値のことであり， N

if ( 1, 2, ,i k= ⋯ )
(13)

と表記する．最悪点はペイオフ行列 を用いて算出す

ることも可能である．

　2.42.42.42.4　　　　満足化満足化満足化満足化トレードオフトレードオフトレードオフトレードオフ法法法法　満足化トレードオフ

法(Satisficing Trade-Off Method)は，STEMとほぼ同じ考

え方であるが，その最大の特徴は，STEMが満足した

目的関数に対する緩和量を調整するのに対し，STOM

では希求水準を直接調整するというものである．ま

た，各目的関数の重みは，STEMでは理想点と最悪点

を設定すると固定されていたのに対し，STOMでは希

求水準に応じて変化するという特徴もある．STOMの

流れを以下に示す．

（S T E P 1 ) 各目的関数の理想点 I

if および最悪点 N

if

( 1, 2, ,i k= ⋯ ) を決める．なお，理想点および最悪点

は，設計者が任意に決めても良い．

（STEP2)各目的関数の希求水準 A

if （ 1, 2, ,i k= ⋯ ）を

決め，次式で重みを計算する．

1 ( )
A I

i i iw f f= − 　 1, 2, ,i k= ⋯ (4)



（STEP3)重み付きTchebyshevノルム問題(min-max問題)

を設定．

1,2, ,
min max { ( ( ) )}I

i i i
i k

w f f
=

−x
⋯

(5)

L U

i i ix x x≤ ≤ 　 1, 2, ,i n= ⋯ (6)

( ) 0jg ≤x 　 1,2, ,j m= ⋯ (7)

　これを次の等価な補助最適化問題へ変換し，最適解

を求める．

min z (8)

( ( ) )Ii i iw f f z− ≤x  1, 2, ,i k= ⋯ (9)

L U

i i ix x x≤ ≤ 　 1, 2, ,i n= ⋯ (10)

( ) 0jg ≤x 　 1,2, ,j m= ⋯ (11)

(STEP4)STEP3で得られた解における目的関数値に満

足であれば，終了．そうでなければ，STEP2へ戻る．

3  3  3  3  トレードオフトレードオフトレードオフトレードオフ分析法分析法分析法分析法

　本章では，はじめにトレードオフ比に関する簡単な

記述をし，その後，本論文で提示するトレードオフ分

析法について述べる．また，このトレードオフ分析法

を活用した自動トレードオフ法への適用，さらには，

妥協点を得るような希求水準の算出方法について記述

する．

　3.13.13.13.1　　　　トレードオフトレードオフトレードオフトレードオフ比比比比　式(1),(2)から成る事実上

の無制約多目的最適設計問題を考える．このとき，ラ

グランジュ関数は　

1
( , ) ( )

k

i ii
L fµ

=
=∑x µ x (12)

である．ここで
1 2( , , , )Tkµ µ µ=µ ⋯ はラグランジュ乗数

ベクトルである．式(12)の設計変数に対する停留条件

より，

1
( ) 0

k

i ii
fµ

=
∇ =∑ x (13)

が得られる．ここで ( )if∇ x の一次独立性，ラグラン

ジュ関数の二次の最適性および相補性が成立すると仮

定すると，式(13)は微小変動量 if∆ を用いて，次のよう
(11)

に表現することができる ．

1
0

k

i ii
fµ

=
∆ =∑ (14)

　ここでトレードオフ関係にある i番目と j番目の目的

関数を考え，他の目的関数は固定する．このとき， i

番目の目的関数が if∆ だけ増加（減少）したとき， j 番

目の目的関数は jf∆ だけ減少（増加）するため，

j i i jf f µ µ∆ ∆ = (15)

となる．式(15)は一般にトレードオフ比と呼ばれる．

また，重み付きTchebyshevノルムを用いた場合のト

レードオフ比は

j i i i j jf f w wµ µ∆ ∆ = (16)

となる．式(15),(16)からわかるようにトレードオフ比

の算出には，競合する目的関数間のラグランジュ乗数

ベクトルの算出が必要となる．

　3.23.23.23.2　　　　トレードオフトレードオフトレードオフトレードオフ行列行列行列行列　ある設計点 x において，

i番目の目的関数 ( )if x と j 番目の目的関数 ( )jf x の間に

はトレードオフの関係があるものとする．

　はじめに無制約多目的最適設計問題について考え

る．設計変数空間において ∆x の微小変動を与えたと

き， ( )if x の微小変動量 if∆ は，近似的に

( )T

i if f∆ ∇ ∆x x≃ (17)

で与えられる．また，トレードオフ比を表す量 ,i jt

,i j j it f f= −∆ ∆ (18)

を導入する．式(18)右辺において，マイナスは， ( )if x

と ( )jf x がトレードオフの関係にあることを意味して

いる．ここで，式( 1 7 )の両辺に左側から ( )if∇ x を掛

け， ∆xについて解けば，

,i j j it f f= −∆ ∆
1( )[ ( ) ( )] ( )T T

j i i if f f f−−∇ ∇ ∇ ∇x x x x≃ (19)

を得る．このように ( )if x と ( )jf x のトレードオフ比 ,i jt

は，式(19)より近似的に求めることができる．

　次に有制約多目的最適設計問題の場合を考える．こ

こで，ある設計点 x において q 個の制約条件がアク

ティブであるとする．またアクティブな制約条件を

( )a

ig x ( 1, 2, ,i q= ⋯ )と表記する．アクティブな制約条

件の感度から成る射影行列をPとすれば，

1( )T T−= −P I N N N N (20)

で与えられる．ただし，

1 2[ ( ), ( ), , ( )]a a a

qg g g= ∇ ∇ ∇N x x x⋯ (21)

1 2( ) ( , , , )a a a a T

i i i i ng g x g x g x∇ = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂x ⋯ (22)

である．設計変数空間において， ∆x の微小変動を与

えたとき， ( )if x の微小変動量 if∆ は，近似的に

( )
T

i if F∆ ∇ ∆x x≃ (23)

で与えられる．ただし，

( ) ( )i iF f∇ = ∇x P x (24)

である．射影行列Pを考えることにより，制約条件の

ある場合のトレードオフ比を求める問題を，事実上無

制約多目的最適設計問題におけるトレードオフ比を求

める問題へ変換する．式(23)の両辺に左側から ( )iF∇ x

を掛け，∆xについて解けば，

,i j j it f f= −∆ ∆
1( )[ ( ) ( )] ( )T T

j i i iF F F F−−∇ ∇ ∇ ∇x x x x≃ (25)

を得る．制約条件がある場合の ( )if x と ( )jf x のトレー

ドオフ比 ,i jt は，式(25)より近似的に求めることができ

る．さらに ,i jt を行列形式で表わせば次のようになる．

1,2 ,1

2,1 ,2

,1 ,2

1

1

1

k

k

k k

t t

t t

t t

− 
 − =
 
 

−  

T

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

(26)



上式Tをトレードオフ行列と呼ぶことにする．なお，

式(19),(25)の逆行列の計算において， [ ( ) ( )]
T

i if f∇ ∇x x

や [ ( ) ( )]T

i iF F∇ ∇x x は特異となることがあるので，逆行

列の計算には，一般化逆行列を用いる．トレードオフ

行列は，次の性質を持つ．

（T1）非対角項の値が競合する目的関数間のトレード

オフ比を与えている．

（T2）ある設計点 xにおいて，非対角項の値が正であ

れば，目的関数間にトレードオフの関係があることが

わかる．一方，非対角項の値が負のときは，目的関数

間にトレードオフの関係はなく，そのような場合，多

目的最適設計では目的関数と制約条件の入れ替えが可
(11)

能であることから ，どちらかの目的関数を制約条件

にしたり，目的関数を削減するなど，はじめに設定し

た設計問題を簡略化できる可能性を持っている．すな

わち，目的関数間の競合・従属関係を容易に把握でき

る．上記のことを例を用いて説明する．

　例えば図1に示すような三つの目的関数
1f ,

2f , 3f が

あるとする．このとき，
1f と 2f の間にはトレードオフ

の関係がなく，
1f と 3f および

2f と 3f の間にはトレード

オフの関係が存在する．このとき，トレードオフ行列

の
1f と 2f に対応する成分(1行2列および2行1列)は負と

なるので，トレードオフの関係がないことがわかる．

すなわち，従来のトレードオフ分析では，希求水準を

逐次代入することにより，目的関数間のトレードオフ

関係を把握していたのに対し，トレードオフ行列を用

いれば，目的関数のトレードオフ関係を瞬時に把握で

きるという利点を含んでいる．この結果より，
1f もし

くは
2f を制約条件にするなどして，目的関数を絞り，

実行可能領域を込むことが可能となる．このことは，

はじめに設定した複数存在する目的関数を削減するこ

とにより，設計問題をより簡素化できる可能性を含ん

でいる．

（T3）トレードオフ行列の非対角項成分が近似的にト

レードオフ比を表していることから，設計者はトレー

ドオフ行列の非対角項成分の値を考慮し，目的関数間

のバランスを考慮した希求水準を決めることも可能で

ある．

　3 . 33 . 33 . 33 . 3 　　　　自動自動自動自動トレードオフトレードオフトレードオフトレードオフ法法法法へのへのへのへの適用適用適用適用　改善する目

的関数の成分を I <，緩和する目的関数の成分を I >とす

る．また，改善する目的関数の希求水準を ,A new

if

( i I <∈ ) とし，緩和する目的関数の希求水準を ,A new

jf

( j I >∈ )と表記する．各目的関数のパレート最適値 P

if

( 1, 2, ,i k= ⋯ )からの微小変動量を if∆ と表記すれば，式

(14)より，

0i i j ji I j I
f fµ µ< >∈ ∈

∆ + ∆ =∑ ∑ (27)

が成立する．ここで，

,
0

A new P

i i if f f∆ = − < 　 i I <∈ (28)
, 0A new P

j j jf f f∆ = − > 　 j I >∈ (29)

である．自動トレードオフ法は，改善する目的関数の

希求水準 ,A new

if ( i I <∈ )を入力すれば，緩和する目的関

数の希求水準 ,A new

jf ( j I >∈ )の候補値が自動的に求まる

というものである．緩和する目的関数の数を N とする

とき， ,A new

jf ( j I >∈ )は，

,

,
( )

I

A new P

i i ii IA new P

j j

j

f f
f f

N

µ

µ
∈

−
= −

∑
(30)

として，自動的に決まる．重み付きTchebyshevノルム

を用いた場合は，

,

,
( )

I

A new P

i i i ii IA new P

j j

j j

w f f
f f

N w

µ

µ
∈

−
= −

∑
(31)

となる．式(30),(31)からわかるように，自動トレード

オフ法では，目的関数に対するラグランジュ乗数ベク

トルが必要となるが，式( 2 6 )を用いれば，ラグラン

ジュ乗数ベクトルを算出することなく，緩和する目的

関数の希求水準 ,A new

jf をトレードオフ行列の非対角項

の成分を用いて，容易に算出することができる．

　3.43.43.43.4　　　　妥協点妥協点妥協点妥協点のののの算出法算出法算出法算出法　文献(16)によれば，妥協点

及び妥協解は妥協計画法(Compromise Programming:CP)

を解くことによって得られるとされている．しかし，

CPによる解（妥協解）は，複数存在する目的関数をス

カラー化法によって単一目的に変換することによって

得られる解であり，競合する目的関数間のトレードオ

フ比を考慮して得られる解ではない．そこで，本研究

では3.2節の(T3)で記述した通り，トレードオフ行列

の非対角項成分に着目し，目的関数間の妥協点を得る

ような希求水準の算出する．そこで本論文では，妥協

点および妥協解を定量的に次のように定義する．

【　【　【　【　妥協点妥協点妥協点妥協点およびおよびおよびおよび妥協解妥協解妥協解妥協解のののの定義定義定義定義　】　】　】　】

　設計者の望む目的関数間のトレードオフ比を ,i ja と

する．このとき，トレードオフ行列の非対角項の成分

が， ,i ja となるような設計変数を妥協解と呼び，その

ときの目的関数値を妥協点とと定義する．

Fig.1 An illustrative example

x

( )f x
1f 2f 3f



　自動トレードオフ法は，必ずしも設計者が望む目的

関数間のトレードオフ比を得るような希求水準を算出

するものではない．そこで，上で定義した妥協点およ

び妥協解を得るような希求水準の決定法を考える．

　トレードオフ行列の非対角項の成分の中でも特に，

,i jt ( j i> , 1,2, , 1i k= −⋯ , 1j i= + ) の成分を対象とす

る．このとき，トレードオフ行列の非対角項成分を所

望の値 ,i ja に近づければ，妥協点に近づくため，以下

の問題を解けば，妥協点を得るための希求水準が得ら

れると考えた．
2

, ,( ) mini j i jt a− →

j i>  1, 2, , 1i k= −⋯  1j i= + (32)

( ) 0jg ≤x 　 1,2, ,j m= ⋯ (33)

　ここで式(33)は，実行可能領域内の妥協解を得るた

めの制約条件であるが，対話型手法では，新しい希求

水準を得た後，必ずmin-max問題を解いてパレート最適

解およびパレート最適値を求めるため，無視しても差

し支えない．

　式(32)は，二目的の場合は単一目的関数の最小化問

題となり，三目的以上となると，多目的関数の最小化

問題となる．そのため，三目的以上の場合は，補助変

数 zを導入し，次のmin-max問題を解けばよい．

minz→ (34)
2

, ,( )i j i jt a z− ≤

j i>  1, 2, , 1i k= −⋯  1j i= + (35)

( ) 0jg ≤x 　 1,2, ,j m= ⋯ (36)

　式(34 )～(36 )の最適解を cx と表記すれば， ( )cif x

( 1, 2, ,i k= ⋯ )が妥協点を得る希求水準となる．

　しかし，競合する目的関数が数多く存在する場合，

所望のトレードオフ比 ,i ja をすべて設定することは現

実的ではない．そこで本論文では，少なくとも二つの

目的関数間の妥協点を得るような希求水準を見つける

ことを目的とした次のような方法を用いる．

(a) トレードオフ行列の非対角項成分を見て，設計者

が満足でいない目的関数間に対し，所望のトレードオ

フ比 ,i ja を決める．

(b )  設計者が満足でいない目的関数間に対応するト

レードオフ行列の成分に対し，

, , maxi j i jt a− →

j i>  1, 2, , 1i k= −⋯  1j i= + (37)

となる非対角項の成分を一つ見つけ，それを *

,i jt とす

る．

(c) 下記の最適化問題を構築する．
* 2

, ,( ) ( ) mini j i jD t a= − →x (38)

　この問題の最適解 cx を見つけ， *( )cif x と *( )cjf x を新

しい希求水準とする．そして，2.4節STEP3のmin-max

問題を解き，妥協解および妥協点を求める．

　3 . 53 . 53 . 53 . 5 　　　　提示提示提示提示するするするする多目的最適設計法多目的最適設計法多目的最適設計法多目的最適設計法のののの流流流流れれれれ　本論文

では，対話型手法の一つであるSTOMを基調とした多

目的最適設計法である．特にトレードオフ行列を活用

し，所望の二つの目的関数間のトレードオフ比を設定

し，妥協点を得るような希求水準を求めるところに特

徴がある．自動トレードオフ法が，必ずしも所望のト

レードオフ比を得る方法でないことをに対し，本論文

で提示する希求水準の設定法では，設計者がパレート

最適値およびトレードオフ比を見て，所望のトレード

オフ比を入力することで，新しい希求水準を求め，妥

協解および妥協点を得ようとする方法である．本論文

で提示する多目的最適設計法は，いくつかのバリエー

ションが考えられるが，最も基本的なものとしては，

2.4節で記述したSTOMの流れの中で，特にSTEP4を以

下のように変更したものである．

(STEP4-1) トレードオフ行列を作成．

(STEP4-2) 自動トレードオフ法を用いて新しい希求水

準を決める場合は，改善する目的関数に対する希求水

準を入力する．緩和する目的関数の希求水準は，ト

レードオフ行列を利用して，式(32)から得られる．そ

してSTEP2へ戻る．自動トレードオフ法を用いない場

合は，STEP4-3へ．

(STEP4-3) 満足でいない目的関数間に対し所望のト

レードオフ比 ,i ja を決め，式(37),(38)を用いて，新し

い希求水準を決める．そしてSTEP2へ戻り，妥協解お

よび妥協点を求める．

　その他の方法としては，3. 2節（T2 )で記述した通

り，任意の設計点 x が与えられたとき，トレードオフ

行列の非対角項が負となるものがある場合は，どちら

かの目的関数を制約条件とし，トレードオフ行列の非

対角項が正値となるまで，目的関数を減らし，トレー

ドオフの関係があることを明確にしてから，所望のト

レードオフ比 ,i ja を決め，式(37),(38)から新しい希求

水準を求め，妥協解および妥協点を求める方法が考え

られる．また，特定の目的関数に対しは常に希求水準

を入れ，一方で他の目的関数間のトレードオフ比を考

慮して，それらの目的関数に対してはトレードオフ比

を代入する等の方法も考えられる．

4  4  4  4  数値計算例数値計算例数値計算例数値計算例

　本論文で提示する多目的最適設計法の有効性を，基

礎的な数値計算例を通じて検討する．特に，トレード

オフ行列および妥協点を得る希求水準の算出法に特徴

があるため，それらの点を重点的に取り扱う．min-max

問題および式(38)の最適解探索には，文献(14)を参考



Fig.3 The behavior of ( )D x
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とし，制約条件をペナルティ関数として取扱い，事実

上の無制約最適化問題へ変換し，PSOにより最適解を

求めた．

　4 . 14 . 14 . 14 . 1 　　　　所望所望所望所望ののののトレードオフトレードオフトレードオフトレードオフ比比比比をををを複数持複数持複数持複数持つつつつ問題問題問題問題　次
(15)

のような二目的最小化問題を考える ．

2

1 1 1( ) exp( ) 1.4exp( ) minf x x= − + − →x (39)

2

2 1 1( ) exp( ) 1.4exp( ) minf x x= + − →x (40)

2 2− ≤ ≤x (41)

　この問題のパレートフロントを図2に示す．

　ここで，基礎的な検討として，以下の二つの場合を

考える．

Case1：ある設計点が与えられた場合の方法．

Case2：STOMによる方法．

【　【　【　【　あるあるあるある設計点設計点設計点設計点がががが与与与与えられたえられたえられたえられた場合場合場合場合　】　】　】　】

　各目的関数の理想点を，
1 0If = ，

2 0If = とする．ト

レードオフ行列の非対角項成分 1,2t は，

2

1 1 1
1,2 2

1 1 1

exp( ) 2.8 exp( )

exp( ) 2.8 exp( )

x x x
t

x x x

− −
=

+ − (42)

となる．ここで，例えば
1 0.5x = とすると，

1 1.697f = ，

2 2.739f = となり，トレードオフ行列T は，

1 0.329

3.039 1

− 
=  − 

T (43)

となる．トレードオフ行列の非対角項成分が正である

ため，
1 0.5x = において，目的関数間にトレードオフの

関係があることがわかる．ここで，設計者が目的関数

間のバランスが取れていないと考え，トレードオフ比

を1にするような希求水準を求めることを考える．こ

のとき，式(38)は
2

1,2( ) ( 1) minD t= − →x (44)

2 2− ≤ ≤x (45)

となる．式(44)の様子を図3に示す．

　図3より，式(44)を満足する最適解は，図3中 • で示

すように，三つある．式(44)の最適解が三つあるとい

うことは，トレードオフ比を1とするような設計点が

三つあるということを意味している．PSOで最適解の

探索を行った結果，
1 0cx = が得られ，そのときの目的

関数値はそれぞれ，

1 1 2 1( ) ( ) 2.4c cf x f x= = (46)

となる．式( 4 6 )が妥協点を得るための希求水準とな

る．この点を希求水準とし，min-max問題を解けば，パ

レート最適解およびパレート最適値として，

1 0px = ，
1 2 2.4p pf f= = (47)

が得られる．ここで，
1

px が妥協解，
1

pf と
2

pf が妥協点

となる．また，
1 0px = におけるトレードオフ行列は，

1 1

1 1

− 
=  − 

T (48)

となり，所望のトレードオフ比が得られていることが

わかる．なお，式( 4 4 )の最小値を取る設計変数は，

1 0cx = のほかに，
1 0.941cx = ± であり，これらの点にお

いても，トレードオフ比は1となる．

【　【　【　【　STOMによるによるによるによる方法方法方法方法　】　】　】　】

　各目的関数の理想点は同じとし，希求水準を次のよ

うに設定する（図2中▲印）．

1 4Af = , 
2 2Af = (49)

　このときのパレート最適解
1

px およびパレート最適値

1

pf ，
2

pf は

1 0.66px = − , 
1 2.841pf = , 

2 1.421pf = (50)

となり，トレードオフ比は次のようになる．

1 2.309

0.433 1

− 
=  − 

T (51)

　ここで，設計者がトレードオフ比を0.5とするよう

な妥協解および妥協点を得たいとする．妥協解および

妥協点を得るための希求水準は式(38)より，

1 1.328Af = , 
2 2.884Af = (52)

となる．2.4節STEP3を解くことにより，妥協解，妥協

点およびトレードオフ行列はそれぞれ次のようにな

る．

1 0.716px = , 
1 1.328pf = , 

2 2.884pf = (53)

Fig.2 Pareto front and some points on the trade-off ratio
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1 0.5

2.0 1

− 
=  − 

T (54)

　4.24.24.24.2　　　　有制約多目的最適化問題有制約多目的最適化問題有制約多目的最適化問題有制約多目的最適化問題　次の有制約多目的

最適化問題を考える．

1 1( ) minf x= →x (55)

2 2( ) minf x= →x (56)

3 3( ) minf x= →x (57)

0 1≤ ≤x (58)

2 2 2

1 1 2 3( ) ( 1) ( 1) ( 1) 1 0g x x x= − + − + − − ≤x (59)

　この問題は，線形加重和法で重みを変更しても，設

計者の望む通りのパレート最適値が得られない問題で
(11)

あることが知られている ．

　理想点を
1 2 3( , , ) (0,0,0)I I If f f = とし，所望のトレード

オフ比を 1,2 1,3 2,3 1a a a= = = と指定した場合，対話過程お

ける新しい希求水準，パレート最適値，トレードオフ

行列を表1 に示す．なお，すべての目的関数間のト

レードオフ比を1にするということは，すべての目的

関数間で釣り合いが取れるようなパレート最適値を求

めるものとしており，トレードオフ行列の非対角項成

分が同じになった場合，釣り合いが取れていると解釈

した．事実，この問題では，トレードオフ行列の非対

角 項 成 分 が 同 じ に な る パ レ ー ト 最 適 値 は ，

1 2 3 0.423p p pf f f= = = であり，そのときのトレードオフ

行列の非対角項成分はすべて0.5となる．表1より，ト

レードオフ行列の非対角項成分は厳密には，0.5とは

ならなかったが，すべての目的関数間に十分釣り合い

が取れていると考えられるパレート最適値が得られて

いることがわかる．また，対話過程において，2行3列

が常に選ばれているが，この成分値も対話を繰り返す

うちに，0.5へ近づき，結果としては，すべての目的

関数間のトレードオフ比をほぼ同じ値に近づけている

ことがわかる．

　　　　5 5 5 5 結言結言結言結言

　本論文では，定量的なトレードオフ分析法を含む対

話型多目的最適設計法を提案した．定量的なトレード

オフ分析法では，目的関数間のトレードオフ比が，近

似的に目的関数とアクティブな制約条件の感度で表さ

れること示し，これらを行列形式で表現できることを

示した．またトレードオフ行列の各成分が意味するこ

とについて，考察を行い，自動トレードオフ法への適

用が可能であること，さらには，妥協点および妥協解

を定量的に定義し，それらを得るようなトレードオフ

比を考慮した希求水準の算出法を示した．簡単な数値

計算例を通じ，提示した方法の有効性を検討した．

　本論文で提示した手法は，多目的計画問題一般に適

用可能な汎用性ある方法である．また「妥協」という

言葉を定量的に定義し，妥協点おおび妥協解を得るよ

うな希求水準の算出方法に大きな特徴がある．さら

に，トレードオフ行列の性質の中でも，特に3 . 2 節

(T2)の内容は，実務レベルの多目的問題に対し，極め

て有効な方法であると考えている．

　本研究を遂行するにあたり，適切なご助言を頂いた

杉本博之先生（北海学園大学），中山弘隆先生（甲南

大学）には，特に感謝したい．

Table 1 Aspiration level using trade-off matrix and pareto optimal value

Iteration Obj. Aspiration Level Pareto optimal value

f 1(x ) 0.200 0.240 -1.000 0.917 0.706

f 2(x ) 0.400 0.479 0.536 -1.000 0.282

f 3(x ) 0.500 0.599 0.360 0.246 -1.000

f 1(x ) 0.240 0.283 -1.000 0.719 0.719

f 2(x ) 0.425 0.502 0.469 -1.000 0.326

f 3(x ) 0.425 0.502 0.469 0.326 -1.000

f 1(x ) 0.283 0.374 -1.000 0.563 0.563

f 2(x ) 0.336 0.444 0.496 -1.000 0.441

f 3(x ) 0.336 0.444 0.496 0.441 -1.000

f 1(x ) 0.374 0.385 -1.000 0.546 0.546

f 2(x ) 0.425 0.437 0.498 -1.000 0.456

f 3(x ) 0.425 0.437 0.498 0.456 -1.000

f 1(x ) 0.385 0.390 -1.000 0.539 0.539

f 2(x ) 0.429 0.435 0.498 -1.000 0.462

f 3(x ) 0.429 0.435 0.498 0.462 -1.000

f 1(x ) 0.390 0.421 -1.000 0.502 0.502

f 2(x ) 0.392 0.423 0.500 -1.000 0.498

f 3(x ) 0.392 0.423 0.500 0.498 -1.000

4th iteration

5th iteration

6th iteration

3rd iteration

Trade-off matrix

1st iteration

2nd iteration
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付録付録付録付録

　付録付録付録付録１１１１　式(19)の導出を以下に示す．式(17)の両辺

に左側から ( )if∇ x を掛け，∆xについて解けば，

1[ ( ) ( )] ( )T

i i i if f f f−∆ = ∇ ∇ ∇ ∆x x x x (A.1)

を得る．ここで j 番目の目的関数に対しても式(17)が

成立するため， j番目の目的関数の微小変動量 jf∆ に関

しては添字を i から j に変更すればよい．ここで jf∆ に

対して(A.1)を代入すれば，
1( )[ ( ) ( )] ( )T T

j j i i i if f f f f f−∆ =∇ ∇ ∇ ∇ ∆x x x x (A.2)

となり，式(18)を考慮すれば，

1

, ( )[ ( ) ( )] ( )
j T T

i j j i i i

i

f
t f f f f

f

−∆
= − −∇ ∇ ∇ ∇

∆
x x x x≃

を得る．ここで，マイナス記号の意味は， i番目と j番

目の目的関数間にトレードオフの関係が存在するとい

うことである．

　付録付録付録付録2222　Paritcle Swarm Optimization(PSO)は，多点同時

探索型の大域的最適化法の一つである．PSOでは各探

索点が「位置」と「速度」を持ち，集団で探索を行

い，各探索点の位置と速度を更新しながら，最適解を

探索する方法である． k 回目の探索において，探索点

d の位置 k
dx と速度 k

dv を用いて， 1k + 回目の位置 1k
d
+

x と

速度 1k
d
+

v は，次の式を用いて更新される．

1 1k k k
d d d
+ += +x x v (A.3)
1

1 1 2 2( ) ( )k k k k k k
d d d d g dw c r c r+ = + − + −v v p x p x (A.4)

式（A.4）において， 1r と 2r は[0,1)の乱数である．ま

た 1c と 2c はパラメータであり，一般には

1 2 4c c+ ≤ (A.5)

となるように， 1c と 2c は決められている(本論文では

1 2 2c c= = とした) ．また w は慣性項と呼ばれるパラ

メータであり，線形的に減少する． k
dp は，探索点 d が

k 回目までの探索において，今までで訪れた最良の解

(p-best)を表す．一方， k
gp は k 回目の探索における群

れ全体の中での最良の解(g-best)を表す．式（A.3）,

（A.4）を用いて探索点を更新するモデルは通常，g-

bestモデルと呼ばれる．また式（A.4）中の k
gp を， k回

目までの探索で目的関数値を最良にした探索点 gp で置

き換えたモデルは，最良値保存型モデルと呼ばれる．

PSO（g-bestモデル）の基本アルゴリズムは次のように

なる．

（STEP1)探索点数，最大探索回数を決める．また側面



制約条件を設定する．

（STEP2)各探索点に対して，ランダムに初期位置 k
dx と

初期速度 k
dv を決める． 1k = とする．

（STEP3)各探索点に対して，関数値を計算する．

（STEP4) k
dp と k

gp を求める．

（STEP5)各探索点の速度と位置を式（A.3）,（A.4）

に従い更新．また慣性項 wを以下の式に従い更新．

max max min max( )w w w w k k= − − × (A.5)

（STEP6)探索回数 k が最大探索回数以下なら 1k k= + と

してSTEP3へ戻る．そうでなければ，探索終了．

　本論文では，最良値保存型モデルを用い，式(A.5)

中の maxw と
minw については， max 0.9w = ,

min 0.4w = と

し，探索点数は20，最大探索回数は200とした．

　


