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論文 

経路独立 Ê積分による応力拡大係数の有限要素解析 
矢富盟祥＊ 上田拓哉＊＊ 高木慎太郎＊＊＊ 阿部孝弘＊＊＊＊ 

The Finite Element Method Analysis for the Stress Intensity Factors 

Using a Path Independent Ê -integral Formula 
by 

Chikayoshi YATOMI＊, Takuya UEDA＊＊, Shintaro TAKAGI＊＊＊ and Takahiro ABE＊＊＊＊ 
 

 We present a new numerical path independent Ê -integral for calculating the stress intensity factors using a known auxiliary 

solution. The integral is path independent in the similar manner to the well known domain independent M-integral for calculating the 

stress intensity factors. The Ê -integral is, however, path independent even if the path contains any number of crack-tip and the 

integral may obtain the stress intensity factors at the onset of crack kinking by the path independent integral; therefore, the integral 

path can be far from the crack-tip around which the numerical solution has noticeable error: The domain M-integral may not obtain 

the stress intensity factors at the onset of crack kinking and may be very difficult to obtain the stress intensity factors when there exist 

small cracks in the neighborhood of the crack-tip. For illustrative purposes, by using finite element method, numerical examples 

obtaining the stress intensity factors are presented for an extending straight crack and a kinking crack. 

Key Words: stress intensity factor, path Ê -integral, domain M-Integral, kinking crack 

 
1 緒     言 

 応力拡大係数 K 値は，特に線形破壊力学における亀裂

進展の破壊規準として，また，K 値を求める公式も破壊

に関する数値解析の精度検証において非常に有用である．

この K 値を数値解析的に求める積分公式として，経路独

立にエネルギ解放率が求まる J 積分 1)を基にし，K 値の理

論解が分かっている場合と， K 値を求めようとする実問

題において理論解と同一な亀裂を持つ線形弾性体を併用

した領域 M 積分が汎用されている（例えば文献 2)～6)参

照）．先に J.Yau, S.Wang and H.Corten2)は，経路 J 積分と同

様に経路 M 積分を提案・検証している．この時，一般に，

次章で詳述するように，これらの経路独立積分による K

値は精度が良くない．そこで，経路積分に解析精度が悪

い亀裂先端近傍の積分を無くすための重み関数 q(x)を導

入し，精度の良いガウス積分が可能な領域 J 積分 7),8),9)や

領域 M 積分法が提案されたが，最近では数値解析の検証

にも領域 M 積分法が汎用されるようになった 4),5)． 

 本論文では，新たに応力拡大係数を算出する手法とし

て， Yatomi により提案された E 積分公式 10)を利用した

経路 Ê 積分を提案する．E 積分は積分経路内に界面，介

在物，空洞などの応力の不連続面が存在する場合，主亀

裂近傍に微小亀裂が数多く存在する場合，亀裂折れ曲が

り瞬間後である場合でも，経路独立な積分で精度良くエ

ネルギ解放率が求まる 11)12)13)． 

 それらの E 積分の特性により，経路 Ê 積分は経路およ

び領域 M 積分と同様，経路独立積分であり，経路および

領域 M 積分では求める事が困難である，亀裂折れ曲がり

瞬間後の応力拡大係数 kI，kII や亀裂先端極近傍に微小亀

裂が存在する場合でも応力拡大係数を経路独立に求める

事が可能である．本論文では経路 Ê 積分を用いて，直進

進展亀裂の応力拡大係数 KI，KIIおよび折れ曲がり瞬間後

の応力拡大係数 kI，kII を求める．直進進展亀裂を対象と

した問題では，領域 M 積分から得られた解析結果と比較

し，精度および経路独立性の検証を行う．また，折れ曲

がり瞬間後の亀裂の応力拡大係数は，Wu の半解析解 14)

と比較を行う． 

2 Ê  積 分 公 式 

 本論文では，応力－ひずみ関係がij = Cijklkl（Cijkl = Cklij）

である線形等方超弾性体を考える．線形等方弾性体に一

般的な混合モード荷重が作用する場合，エネルギ解放率

G と応力拡大係数 KI，KIIは次式のように一意に関係付け

られる． 

 
2 2

*
I IIK K

G
E


  (1) 
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 ここで，E*は材料係数 E（ヤング係数），（ポアソン

比）によって次のように定義される． 

  
 
 

*
2

Plane Stress

1 Plane Strain

E
E

E 

  
 (2) 

 エネルギ解放率 G は非線形超弾性体内にある亀裂が単

位長さ進展するのに必要なエネルギであるから，その物

理的意味が明解であるため亀裂進展の破壊規準として汎

用されている． 

 しかしながら，実際の物質中の亀裂進展の実験結果で

は，この単一パラメータでは説明できず，個々の応力拡

大係数を使用した KI，KII空間における破壊条件や，亀裂

が折れ曲がる場合には，折れ曲がり瞬間後の応力拡大係

数 kI，kIIが重要なパラメータとなった． 

 エネルギ解放率を求めるための経路独立積分は多々あ

るが，なかでも次の J 積分 1)が著名である． 

 1
1

J i
j ij j

u
W n d

x
 



 
   

 
  (3) 

 ここで，W はひずみエネルギ密度，は亀裂の先端の

一方を含む任意の閉経路である．なお，本論文では議論

を簡単にするため，亀裂面の表面力は 0 とする． 

 J.Yau, S.Wang and H.Corten2)は，この経路 J 積分を用い

て応力拡大係数を得るために次式の経路M積分を提案し

た． 

    
 

 
 2 1

1,2 1 2
1

1 1

M i i
j ij ij j

u u
W n d

x x
  



       
   

  (4) 

 こ こ で ，          1,2 1 2 2 1
ij ij ij ijW      で あ る ． ま た ，

（      1 1 1, ,ij ij iu  ）は新しく応力拡大係数を得ようとする実

問題の変数を表す．一方，（      2 2 2, ,ij ij iu  ）は実問題と同

一な亀裂が存在する場合の理論解である． 

 ここで，一般に，式(3)や式(4)の経路独立積分の経路に

は，その被積分項に応力が存在しているため，経路独立

性を利用し，数値解析の誤差が大きい亀裂先端から出来

るだけ離れた遠方のガウス点を通過した経路に設定され

る．とはいえ，式(3)や式(4)の経路積分の被積分項の特異

性のオーダーは 1/r であるから，それらの経路独立性は他

の亀裂先端が存在するまでの範囲内の大きさに限定され

る．また，ガウス積分は，その被積分項がガウス点で評

価された場合の領域（2 次元の場合は面）積分の値が高

精度に積分できることが保証されているのであって，こ

の点を通過する経路積分の精度に関しては何も保証され

ていない． 

 そのため，経路 M 積分に対して解析精度が悪い亀裂先

端近傍の解の影響を無くすための重み関数 q(x)を導入し，

次式のガウス積分が有効な領域 M 積分法が提案され，最

近では，数値解析の検証にもこの領域 M 積分法が汎用さ

れるようになった 4),5)． 

  
 

 
 

 
2 1

1 2 1,2
1

1 1

M i i
ij ij jA

j

u u q
W dA

x x x
  
       

    
  (5) 

 領域 M 積分における積分領域 A は Fig.1 に示す亀裂先

端を含む境界，亀裂の両面 C＋，C－およびの外側にあ 

 
Fig.1 A domain of M-integral. 

 

る境界 C0により閉じられた部分である．なお，C＋，C－，

C0 において，単位法線ベクトルは Fig.1 にあるように外

向き単位法線ベクトル m n であり，においては内向き

単位法線ベクトル  m n である．重み関数 q(x)は内で

大きさ１の値を持ち，C0の外側で 0 となる閉じられた領

域で区分的に滑らかな関数である． 

 さて，エネルギ解放率を求める経路独立積分に，著者

の一人である Yatomi が提案した E 積分 10)がある．この積

分は本来，非線形弾性体の場合でもエネルギ解放率を精

度良く求めることが可能な経路積分であるが，本論文で

は K 値を求める関係から，元の E 積分公式を微小変形の

線形等方超弾性体の場合に簡便化した公式を利用して，K

値を求める新たな経路積分を求める．この積分は，経路

および領域 M 積分と同様，経路独立積分であるが，経路

および領域それぞれの J 積分や M 積分では求める事が困

難である亀裂折れ曲がり瞬間後の応力拡大係数 kI，kII や

亀裂先端近傍に微小亀裂が存在する場合でも応力拡大係

数を経路独立に求める事が可能である． 

 亀裂面に表面力が作用しない場合，線形等方超弾性体

の E 積分公式は次式で表される 10)11)12)13)． 

        , ,1
E , ,

2
d



        
   


u x t x

t x u x
 

 
 

 (6) 

 ここで，t は表面力ベクトル（t = n），u は変位ベクト

ル，は亀裂長さである．上式を用いて式(4)の右辺に相当

するものとして次の積分を考える． 

    
           
1 1

2 2, ,
Ê , , d



        
   


u x t x

t x u x
 

 
 

(7) 

 この式を経路 Ê 積分と呼ぶ．領域 A 上で力の釣合い式

が成立していれば，式(7)の右辺にガウスの発散定理を適

用すると次式が得られる． 

     
         

   1 2
2 2 1 1, ,

, ,kl kl
ijkl kl ijkl klA

C C dA
 

 
    

   


x x
x x

 
 

 
(8) 

 ゆえに，領域 A 上で実問題と理論解の弾性係数が等し

ければ，式(8)の値は 0 となる．また，その場合，主亀裂

先端近傍内に他の静止亀裂先端があっても，静止亀裂に

対してはで偏微分しても特異性のオ－ダーは変わらな

いから，式(8)の被積分項の特異性のオーダーは 1/r であ

り，面積分に対して可積分であるため，同様に式(8)の値

は 0 となる．したがって，そのような場合には，経路 Ê 積

C

C

2x

1x

n

m

0C

A

C

C

2x

1x

n

m

0C

A
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分(7)は経路独立積分となるので，数値解析の誤差が大き

い亀裂先端から十分に離れた経路で積分が可能である．

実問題に介在物，空隙など理論解の弾性係数と異なる領

域がある場合は，式(8)より，式(7)の積分経路から，それ

らの閉経路を除いた経路にすれば，式(7)は経路独立とな

ることが分かる．また，ここで領域 M 積分のように重み

関数 q(x)を考えず経路積分のままにしたのは，経路 Ê 積

分(7)の被積分項は J 積分や M 積分とは異なり，その被積

分項には応力は無く，有限要素法では精度が良い表面力

と変位のみで表現されているから，この積分の経路独立

性を利用して数値解析誤差が大きい亀裂先端から遠く離

れた要素辺に沿って積分すれば，良い精度が得られると

考えたからである．このことは，今まで数多くの経路 E

積分から得られた解により実証済みである．以下，経路 Ê

積分(7)が経路独立であることを利用して，実問題と理論

解の応力拡大係数で表現するための誘導を行う．亀裂が

直進する場合は，亀裂が折れ曲がる特別な場合であるか

ら，誘導は亀裂が折れ曲がる場合で説明する．Fig.2 のよ

うに，主亀裂と微小長さだけ折れ曲がった亀裂先端部を

囲む経路を，折れ曲がり亀裂先端を囲む一定幅 h の多角

形に変形し最終的に h を 0 にすると，Fig.3 のように経路

Ê 積分は折れ曲がり亀裂面を含む次式の線積分となる． 

 

   
       

   
       

1 1
2

0

1 1
2

, ,
Ê 2 lim , ,

, ,
, , r r

r

u r u r
r

u r u r
r dr

 




 

 



 

    

    

 


 



  




  




 (9) 

 ここで，右辺が 2 倍してあるのは亀裂上下面の積分が

必要であり，亀裂先端近傍の応力と変位は，亀裂面上下

でそれらの絶対値が同一なためである．次に，Fig.3 のよ

うに    1 ,u r  ，    1 ,ru r  は積分範囲（,+）では亀裂面

上下で連続であるため，式(9)は次式となる． 

 

   
   

   
   

1
2

0

1
2

,
Ê 2 lim , ,

,
, , r

r

u r
r

u r
r dr






 

 



 

   


   
 


 



 




 




 (10) 

ここで，式(10)の被積分項は次式で表せる． 

             2 1
, ,

2
I II

I IIr K K
r

       


     (11) 

             2 1
, ,

2
I II

r I r II rr K K
r

       


     (12) 

        1

*
, 2 2Ik

u r r
E

 
 

    
 

    (13) 

        1

*
, 2 2II

r

k
u r r

E
 

    
 

    (14) 

 上式を式(10)に代入して積分すると，次式が得られる． 

 
      

      

*

2
Ê I II

I II I

I II
I r II r II

K K k
E

K K k

 

 

 

 

   

    





 (15) 

 上式の I
 ， II

 ， I
r ， II

r は，亀裂先端近傍応力の特 

 
Fig.2 A shrinking path to a kink crack. 

 

 
Fig.3 An integral path for a path independent Ê . 

 

 
case1 & case4     case2 & case5          case3 

Fig.4 Loading conditions. 

 

異項のの関数であり，次のように与えられている． 
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 今，Fig.4 に示すように無限板中央に長さ 2a の亀裂が

あるものとし，無限遠で一様引張応力 y  ，およびせん断

応力 xy  が作用している場合の亀裂右先端の折れ曲がり

瞬間後の応力拡大係数を求めたい問題を考える． 

 折れ曲がり角度における kIを求めたい場合は式(15)で， 
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となるようにすればよいから，理論式の境界応力 y  ，お

よび xy  を次式のように置いて式(7)を数値解析で求めれ

ばよい． 
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 一方，kIIを求めたい場合は式(15)で， 
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となるようにすれば良いから，結局，理論式の境界応力

を次式のように置いて式(7)を数値解析で求めればよい． 
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3 応 力 拡 大 係 数 の 有 限 要 素 解 析 

3･1 解析概要 

 応力拡大係数を求める解析の対象としたモデルは

Fig.4 に示すように無限板中央に長さ 2a の亀裂があるも

のとする．まず，亀裂が直進する場合における，無限遠

で一様引張応力 y （case1），せん断応力 xy  （case2），お

よび亀裂面に垂直な方向から時計回りを正とした角度
で斜向した一様引張応力 0 が作用する場合（case3）を

検証する．次に，亀裂の折れ曲がる場合における，無限

遠で一様引張応力 y  （case4），せん断応力 xy  （case5）

が作用する場合の検証を行う． 

 有限要素メッシュは Fig.5にように一辺 40cmの正方形

板として，その中央に長さ4cmの亀裂があるものとした．

なお，材料定数はヤング係数 E = 210GPa，ポアソン比= 

0.3 とした．使用した要素は 8 節点 4 辺形アイソパラメ

トリック要素と 6 節点 3 角形アイソパラメトリック要素

であり，亀裂先端を構成する要素に対して特異要素 15),16)

を使用した．亀裂進展前の節点数は 12376 であり，亀裂

進展後は節点数が 2 つ増加する．要素数は進展前後に関

わらず 4024 である．式(7)の亀裂長さでの偏微分項を，

後述するように差分近似するが，積分値は当然その際の

亀裂進展長さによって異なる値となる．ここでは，Wu

の半解析解 14)と比較する関係上，それに近い値がでるよ

うを元の亀裂長さの 1/40000 とした． 

 経路 Ê 積分における積分経路，Path1，2，3 を Fig.6 に

示す．Fig.6 は亀裂先端部を拡大したものである．これら

3 つの積分経路に加え，物体の境界を積分経路としたも

のを Path4 として，計 4 本の積分経路で検証を行う．領

域 M 積分の積分領域は，重み関数 q(x)を，Ê 積分におけ

る積分経路内で q = 1，その 1 要素外側で 1 から 0 に単調

減少する関数として，その外側では q = 0 とした．例え

ば，Fig.6 における斜線部が領域 M 積分の（path3 の）積

分領域である．物体境界を経路とした場合は，境界の 1

つ内側の全ての要素で，q が 1 でない値を持つ領域を

path4 とする． 

 式(7)を有限要素解析するために亀裂長さに対する偏

微分を，前進差分で置き換えた次式で積分を行う． 

 
Fig.5 Finite element mesh. 

 

 
Fig.6 Integral paths. 
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 (24) 

 ここで，n は積分経路上の節点数，t は節点力ベクトル，

u は変位ベクトルである．()，( +)はそれぞれ基本モ

デルおよび亀裂進展モデルの物理量を表す 10),11),12),13)．た

だし，上式の差分表示は形式的な表現であることに注意

したい．実際は，右辺の第 1 項の表面応力には理論解が

使用される．したがって，この差分表示にはシンプソン

公式を使用した．第 2 項は変位が理論解である．したが

って，この場合，経路上の変位を，節点変位を用いて
   2 2

eu Nu のように近似し，式(7)に代入すれば，式(24)

の第 2 項の表面応力が等価節点力に置き換えられた式と

なる．この節点力は，その点を共有する経路内側の要素

剛性マトリクスと節点変位より求める．なお，本論文で

は，理論解の応力・変位は Westergaard の応力関数より得

られた解 17)を用いた． 

3･2 直進進展解析結果 

 case1，case2 の解析結果をそれぞれ積分経路ごとに

Fig.7，8 に示す．縦軸の応力拡大係数は，対象とする問

題の直進進展する場合の応力拡大係数の厳密解

（ I yK a  ， II xyK a  ）で除して正規化してある． 

 case1 における Ê 積分の KI の最大相対誤差は 0.69%で

あり，最大経路間誤差は 0.007%である．一方，領域 M

積分の KIの最大相対誤差は 1.39%であり，最大経路間誤

差は 0.001%である． 

4cm
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4cm
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Crack
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 また，case2 における Ê 積分の KII の最大相対誤差は

0.63%であり，最大経路間誤差は 0.008%である．領域 M

積分の KII の最大相対誤差は 0.80%であり最大経路間誤

差は 0.002%である． 

 このように，同一メッシュでも K 値に関しては，領域

M 積分よりも Ê 積分の方が精度の良い値が得られてい

る．また，両者の経路間誤差は非常に微小なものであり，

経路独立性を有していると言える．ただし，領域 M 積分

を用いる方法では，重み関数 q(x)の勾配が 0 でない環状

領域の内部に，K 値を求めようとする亀裂（主亀裂）先

端以外の亀裂先端を含めば，経路独立性は成立しなくな

る．したがって，両亀裂先端を含む path4 では，その対

称性から，たまたま両亀裂先端の特異性が打ち消しあっ

て，解析値の正規化された M 積分値は 0 となっている．

一方，経路 Ê 積分は求めようとする亀裂先端以外に他の

亀裂先端を何個含もうが経路独立であるから，Fig.7 や

Fig.8 の正規化された Ê 積分値は Path4 の経路でも 1 にな

っている．このことからも，領域 M 積分では亀裂先端極

近傍に微小亀裂が（数多く）あれば，重み関数 q(x)の勾

配が 0 で無い環状領域内部に，微小亀裂の亀裂先端を含

まないようにするのが困難となるため，主亀裂の K 値を

求めることが難しくなる． 

 亀裂面に垂直な方向から時計回りを正とした角度で
斜向した一様引張応力 0 が作用する場合（case3）の解

析結果を Fig.9 に示す．Fig.9 における縦軸は， y  が作

用する場合の直進進展する応力拡大係数の厳密解

（ I yK a  ）で除して正規化した応力拡大係数であ

る．なお，積分経路は Path1 を採用した． Ê 積分の KIの

最大相対誤差は 0.68%，KII は 0.63%，領域 M 積分の KI

の最大相対誤差は 1.71%，KIIは 0.80%であった． 

3･3 折れ曲がり進展解析結果 

 亀裂折れ曲がり瞬間時の応力拡大係数 kI，kIIは，前述

したように領域 M 積分（経路 J 積分も同様）では求める

ことが困難である．したがって，ここでは，亀裂折れ曲

がり瞬間時の応力拡大係数 kI，kIIを無限遠で一様引張応

力 y  （case4），せん断応力 xy  （case5）が作用する場合

の Ê 積分によって解析した結果を，Wu の半解析解 14)と

比較する．Fig.10，11 にそれぞれ case4，case5 における

正規化した応力拡大係数を示す．正規化は，対象とする

問題の直進進展する場合の応力拡大係数の厳密解

（ I yK a  ， II xyK a  ）で除して行った．なお，

積分経路は Path4 を採用した． 

 得られた応力拡大係数 kI，kIIの値は，折れ曲がり角度

 = 0.3付近までは，相対誤差は 0.1%から 5%程度であり，

折れ曲がり角度が大きくなるほど大きくなる．Wu の解

も完全な理論解ではなく，角度が 0.4までしか求まって

おらず，その程度の折れ曲がり角度以上は Wu の解にも

信頼性が無いので，この程度の誤差であれば， Ê 積分で

折れ曲がり瞬間時の解も非常に良く求められたと考え

られる． 

 
Fig.7 Normalized stress intensity factors (case1). 

 

 
Fig.8 Normalized stress intensity factors (case2). 

 

 
Fig.9 Normalized stress intensity factors (case3). 

 

 
Fig.10 Normalized stress intensity factors (case4). 

 

 
Fig.11 Normalized stress intensity factors (case5). 

 

4 結     言 

 本論文では，E 積分を応用して亀裂が直進する場合だ

けではなく，折れ曲がり瞬間時の応力拡大係数をも経路

独立な積分で求めることが可能な経路 Ê 積分公式を提
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案した．直進進展亀裂を対象とした問題では，経路 Ê 積

分公式および領域 M 積分を用いて応力拡大係数 KI，KII

を算出し，両手法の解析精度および経路独立性の検証を

行った．また，亀裂折れ曲がり瞬間時の応力拡大係数 kI，

kII を求め，Wu の半解析解と比較した．その結果，以下

のことが明らかとなった． 

 1) 純 Mode I，純 Mode II および斜向荷重下の解析よ

り得られた領域 M 積分を用いた応力拡大係数と，経路 Ê

積分公式を用いて得られた応力拡大係数を比較すると，

Ê 積分公式の方が領域 M 積分よりも高精度であり，両手

法ともにかなり良い精度で経路独立性を有している．  

 2) 経路 Ê 積分公式による，折れ曲がり瞬間後の応力

拡大係数 kI，kIIは Wu の半解析解が存在する範囲では，

その解と非常に良く一致していることが分かった． 

 以上のように，経路 Ê 積分公式を用いた手法は直進進

展亀裂，および折れ曲がり瞬間後の亀裂の応力拡大係数

を精度良く求めることができる．なお，経路 Ê 積分は，

K 値を求めようとする亀裂先端以外に他の亀裂先端を何

個含もうが経路独立であるから，主亀裂先端近傍に微小

亀裂がある場合にも，経路を，それらを含む大きな経路

をとることにより K 値を精度良く求められる．一方，領

域 M 積分では，主亀裂先端近傍に微小亀裂が（数多く）

ある場合には K 値を求めることが困難となる．また，介

在物，空隙などがある場合は，経路 Ê 積分の積分経路か

ら，それらの閉経路を除いた経路にすれば経路独立とな

るなど，領域 M 積分より汎用性が高い．なお，この経路

Ê 積分に対し，本論文と同様な重み関数 q(x)を導入しガ

ウスの発散定理を用いれば領域 Ê 積分が得られる． 

 また，本論文では，解析手法による誤差を避ける意味

で古典的な特異要素を使用した有限要素法で解析を行

ったが，亀裂進展長さを任意にとれる意味では拡張有

限要素法（X-FEM）の方が便利である．この領域積分公

式，および X-FEM を使用した解析に関しては別途報告

する． 
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