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論 文

状態空間モデルを同定するデータ駆動型極配置法*

山本　　茂 †・岡野　祐貴 ‡・金子　　修 †

A Data-driven Pole Placement Method Simultaneously
Identifying a State-space Model*

Shigeru Yamamoto†, Yuki Okano‡ and Osamu Kaneko†

This paper studies a data driven pole placement method deriving a state feedback gain directly
from a pair of state and input measurements of a given controllable discrete-time system. In a
conventional approach, a state space model should be identified in advance to apply a standard pole
placement algorithm. In the proposed method, a state feedback gain and a state space model can
be simultaneously obtained under an assumption.

1. はじめに
閉ループ極を指定された場所に配置する状態フィード

バックゲインを求めるアルゴリズムはよく知られている
が，当然のことながら対象の状態方程式を必要とする．
したがって，状態方程式が与えられていないときは，状
態測定値から状態方程式の係数行列を求め，極配置アル
ゴリズムを適用して極配置ゲインを得る．本論文では，
この通常の手順と異なり，対象の測定値から直接極配置
ゲインを得る手法を提案する．提案手法は，測定値と制
御結果とに矛盾しない制御則を得ようとする非反証制
御 [1]の考えに基づいており，仮想参照信号を用いた繰
り返しチューニング法 FRIT[2]に由来するものである．
対象の状態測定値に雑音がなく入力雑音もないという
強い仮定のもとでは，状態の次数＋入力のサイズ＋ 1ス
テップ分の測定値を用いて極配置ゲインを陽に表現でき
るという特長をもつ．これは，FRIT法に従う従来のア
プローチ（たとえば [3–5]など）にはなく，同定法と極
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配置アルゴリズム（たとえば [6,7]など）とを組み合わ
せた従来の手順より簡略な表現を与える．加えて，極配
置ゲインと対象の状態方程式の係数行列を同時に得るこ
とができるという特長も備えており，状態フィードバッ
クゲインを求める著者らの先行研究 [4,5]にはない大き
な特長である．提案法の有用性はコンピュータシステム
のモデル [8]を用いて数値例で示し，雑音がある場合で
も全最小二乗法 [9]によって解が導けることを示す．な
お，本論文は [10]の定理を書き換え，数値例の修正追加
を行っている．

2. 問題設定
m入力離散時間線形時不変の制御対象

x(k+1)=Ax(k)+Bu(k) (1)

に対し，次を仮定する．
（仮定 1） 次数 nは既知で，状態 x∈ℜnは測定可能．
n≥m．A，Bの正確な値は未知だが可制御対（離散時
間系の意味で可到達のことであるが，本論文では可制御
と記す）で，Bは列フルランクである．
可制御なA，Bが与えられたときの極配置法はよく知

られている（たとえば [6,7]など）．ここでは，状態観測
値から直接極配置ゲインF を求める次の問題を考える．
【問題 1】 (1)式の入出力データ (x0(k),u0(k))と n

個の閉ループ指定極（複素極は共役ペアをもつとする）
が与えられたとき，A，Bを経ることなく，A+BF の
固有値を指定極に一致させる状態フィードバックゲイン
F を求めよ．
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通常は入出力データ x0(k),u0(k)が

x0(k+1)=Ax0(k)+Bu0(k) (2)

を満たすことを用いてAとBを求めてから状態フィー
ドバックゲイン F を求めるが，ここでは，x0(k),u0(k)

から直接F を求める極配置法を提案する．

3. 原理
極配置可能であるためには，対象 (1)式に状態フィー

ドバック（vは閉ループ系への新たな入力である）

u=Fx+v (3)

を施したときの閉ループ系が指定極をAdの固有値とし
てもつ可制御なシステム

xd(k+1)=Adxd(k)+Bdv(k) (4)

と相似でなければならない．したがって，

xd =Tx (5)

を満たす適当な正則行列が存在して，(3)式を (4)式に代
入した関係式

xd(k+1)=Adxd(k)+Bdu(k)−BdFx(k) (6)

すなわち

Tx(k+1)=AdTx(k)+Bdu(k)−BdFx(k) (7)

が成立する．この式の xと uは (1)式の状態と入力であ
るから，(1)式の入出力データ x0(k),u0(k)もこの式を
満たす．すなわち，

Tx0(k+1)=AdTx0(k)+Bdu0(k)−BdFx0(k) (8)

となる．これより

[
T −AdT +BdF

][x0(k+1)

x0(k)

]
=Bdu0(k) (9)

を得る．したがって，適当な時刻 iを定め，

X0p =
[
x0(i+1) x0(i+2) ··· x0(i+N)

]
(10)

X0 =
[
x0(i) x0(i+1) ··· x0(i+N−1)

]
(11)

U0 =
[
u0(i) u0(i+1) ··· u0(i+N−1)

]
(12)

を使って，線形方程式

[
In 0n×m

][T
F

]
X0p+

[
−Ad Bd

][T
F

]
X0

=BdU0 (13)

を解けばF が求まる．なお，上式は (2)式の関係から

[
TA−AdT +BdF TB−Bd

][X0

U0

]
=0 (14)

と書き換えることができる．この関係式より，N =n+m

のとき，与えられたX0,U0を用いて (13)式を解いたとき，

TA=AdT −BdF, TB=Bd (15)

が満たされるためには

rank

[
X0

U0

]
= rank

[
x0(i) ··· x0(i+n+m−1)

u0(i) ··· u0(i+n+m−1)

]

= n+m (16)

が必要である．さらに，この T が正則ならば対象のA，
Bも次式で求まる．

A=T−1AdT −T−1BdF, B=T−1Bd (17)

（注意 1） vを消去し，x0，u0を使うアイディアは非
反証制御 [1]の考えに基づくもので，文献 [3–5]などの仮
想参照信号を用いた繰り返しチューニング法FRITでも
採用されている．なお，文献 [3,4]では一入力系に限定し
て状態フィードバックゲインを求めており，文献 [5]では
多入力系への拡張が行われている．これらの手法に対し，
提案手法は多入力系が容易に扱え，対象の状態空間モデ
ルも直接的に得ることができるという特長を有する．

4. 解法
行列の積の列展開

vec(LXR)= (RT⊗L)vecX (18)

を用いて，(13)式の転置

XT
0p

[
TT FT

][ In

0n×m

]
+XT

0

[
TT FT

][−AT
d

BT
d

]

=UT
0 BT

d (19)

を列展開すると
([

In 0n×m

]
⊗XT

0p+
[
−Ad Bd

]
⊗XT

0

)

×vec
[
TT FT

]
=
(
Bd⊗UT

0

)
vecIm (20)

となる．このとき，T の第 i行を ti，F の第 i行を fiと
して，ベクトル

η = vec
[
TT FT

]

=
[
t1 t2 ··· tn f1 ··· fm

]T
∈ℜ(n+m)n

とX ∈ℜnN×(n+m)nとU ∈ℜnN を

X =
[
In 0n×m

]
⊗XT

0p+
[
−Ad Bd

]
⊗XT

0 (21)

U =
(
Bd⊗UT

0

)
(vec Im) (22)

と定義すると，(20)式は線形方程式

– 9 –
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Xη=U (23)

となる．X のサイズはnN×(n+m)nであるから，N =

n+mでX が正則であれば ηは一意に定まり，最小二乗
法は不要である．たとえば一入力の場合

F =
([

0n×n2 In

]
X−1U

)T

(24)

となる．MATLABのコマンドは以下のとおりである．

N = n+m;

X0p= x0(:,i+1:i+N);

X0 = x0(:,i:i+N-1);

U0 = u0(:,i:i+N-1);

X = kron([eye(n) zeros(n,m)],X0p’)

+ kron([-Ad Bd],X0’);

U = kron(Bd,U0’)*reshape(eye(m),m*m,1);

eta = X\U;

F = reshape(eta(n*n+1:end),n,m)’;

T = reshape(eta(1:n*n),n,n)’;

A = T\(Ad*T-Bd*F);

B = T\Bd;

Ad, Bdとして可制御正準形

Ad =



A11 ··· A1m

...
...

Am1 ··· Amm


, Bd =



B1

...

Bm


 (25)

Aii =




0 1 0 ··· 0

0 0 1
. . .

...
...
...
. . .

. . . 0

0 0 ··· 0 1

∗ ∗ ··· ∗ ∗



∈ℜµi×µi (26)

Aij =




0 ··· 0
...

...

0 ··· 0
∗ ··· ∗



∈ℜµi×µj (i ̸= j) (27)

Bi =




0 ··· 0 0 0 ··· 0
...

...
...
...

...

0 ··· 0 0 0 ··· 0
0 ··· 0 1 ∗ ··· ∗



∈ℜµi×m (28)

i

を与えると，条件 (16)式はX が正則となる必要十分条
件となる．なおµiは可制御性指数で，µ1+ ···+µm=n．
【定理 1】 Ad，Bd が可制御正準形で与えられると，
N =n+mのときX ∈ℜ(n+m)n×n(n+m)が正則となる必
要十分条件は

rank

[
X0

U0

]
=n+m (29)

（証明）X ∈ℜ(n+m)n×n(n+m) のブロック構造に注目
して基本列変換を施すと，次の行列 X̄ を得る．

X̄ =



X̄11 0 X̄1,m+1

. . .
...

0 X̄mm X̄m,m+1


 (30)

X̄ii =




XT
0p −XT

0 0 ··· 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0

0 ··· 0 XT
0p −XT

0

0 ··· ··· 0 XT
0p



∈ℜµin×µi(n+m)

X̄i,m+1 =




0 ··· 0 0 0 ··· 0
...

...
...

...
...

0 ··· 0 0 0 ··· 0
0 ··· 0 XT

0 0 ··· 0



∈ℜµin×m(n+m)

i

X̄ ∈ℜ(n+m)n×n(n+m)が正則となるためには X̄ のブロッ
ク構造から，

rank XT
0 =rank X0 =n (31)

が必要で，(30)式中の n+m行 2n列の行列が行フルラ
ンク，すなわち，

rank
[
XT

0p XT
0

]
=rank

[
X0p

X0

]
=n+m (32)

も必要である．また逆にこれらは X̄ が正則となる十分条
件でもある．したがって，

detX ̸=0 ⇔ detX̄ ̸=0 ⇔ (31)式 and (32)式

さらに，2n× (n+m)の行列が 2n× (n+m)の行列と
(n+m)×(n+m)の行列との積

[
X0p

X0

]
=

[
A B

In 0n×m

][
X0

U0

]
(33)

で表現できることと，仮定より rank B=mであるため，

rank

[
A B

In 0n×m

]
=n+m (34)

が成立することから，行列の階数の性質（シルベスタの不
等式）により，(32)式と (29)式とが等価である．よって，

detX ̸=0 ⇔ (31)式 and (29)式

さらに，(29)式中の行列は n+m次正方行列であるの
で，(29)式ならば (31)式でもあるため，

detX ̸=0 ⇔ (29)式

�
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5. 数値例
5.1 1入力系：2段直列型待ち行列M/M/1/K

2段直列型待ち行列システム M/M/1/Kは，計算機
システム内のサービスを表す最も簡単なモデルである
(Fig. 1)．第1段のバッファサイズKが操作入力で，バッ
ファがフルの場合はサービスの要求が拒否される．第 1

段のサービスを終えた要求は第 2段に移行する．第 2段
のバッファサイズは十分に長いとする．サンプル時刻 k

でのそれぞれの系内滞在時間Ri(k)が測定可能とし，動
作点 R̄iからの変動を状態変数 xi =Ri− R̄iとする．文
献 [8]では，要求の到着率が 1秒あたり 3.8件，第 1段と
第 2段のサービス率がそれぞれ 1秒あたり 4件，3.74件
とし，動作点 R̄1=2.5，R̄2=6.5，K̄=25として，サン
プル周期 60秒のときの状態方程式の値を

A=

[
0.13 0

0.46 0.63

]
, B=

[
0.069

0

]
(35)

としている．なお，u=K−K̄である．
文献 [8] では，指定極を z2 − 0.6z+0.2 の根 0.3±√
0.11j として，特性多項式の係数を比較する極配置法
でゲインを F =

[
−2.3188 −6.8966

]
と求めている（文

献 [8]には数値に誤植がある）．
まず，(35) 式の値をもつ (1) 式に初期ゲイン F =[
0.5 1

]
を用いた状態フィードバック (3)式 を施して，

vに区間 [−5,5]で一様に分布する乱数を与えて x(k)と
u(k)を計算し，これを観測データ x0, u0とみなした．
つぎに，Ad，Bdを可制御正準形とし，N =n+m=3

として (23)式を解き，F =
[
−2.3188 −6.8967

]
を得た．

この F はAとBを用いる従来の極配置法で計算したも
のとほぼ同じ値で，A+BF の固有値は誤差 7.9×10−17

で指定極と一致した．また，同定誤差は次であった．

∥A−Ã∥=4.7×10−16, ∥B−B̃∥=1.5×10−17

なお，以下では (17)式で求まるA,Bを Ã,B̃と記す．
指定極を原点にした場合，N =n+m=3として(23)式

を解くと，F =
[
−11.0145 −12.5047

]
を得て，A+BF

の固有値は誤差 0.1×10−7で指定極である原点と一致し
た．また，同定誤差は次であった．

∥A−Ã∥=1.2×10−15, ∥B−B̃∥=1.4×10−17

5.2 2入力系：Apache HTTP サーバ
操作量は二つのパラメータKeepAlive (KA) とMax-

Client (MC) で，CPU とメモリの使用率 (CPU と
MEM) が調整できる．文献 [8]では，定常値KA=11,

MC =600からの偏差を操作入力

u=

[
KA−KA

MC−MC

]
(36)

Fig. 1 A tandem queue

とし，定常値 CPU =0.52, MEM =0.53からの偏差の
目標値 r との差を積分するサーボ系を構成している．

e= r−

[
CPU−CPU

MEM−MEM

]
(37)

xI(k+1) = xI(k)+e(k) (38)

状態を xT =
[
e(k)T xI(k)

T
]
とする拡大系は

A=

[
As 0

I2 I2

]
, As =

[
0.54 −0.11

−0.026 0.63

]
(39)

B =

[
−Bs

0

]
, Bs =

[
−85 4.4

−2.5 2.8

]
×10−4 (40)

で与えられる（ここでは簡単のため ri =0とした）．
文献 [8]では，指定極を 0.67±0.25j, 0.53±0.3jとし

て，極配置法でフィードバックゲインを求めているが，
この例にも誤植がある．そこで，文献に記載のゲインを
初期フィードバックゲインとして (3)式 を施して，v1

に区間 [−0.05,0.05]，v2 に区間 [−100,100]で一様に分
布する乱数を与えて x(k)と u(k)を計算し，これを観測
データ x0, u0とみなした．
指定極を固有値をもつように，Ad, Bdを

Ad =




0 1 0 0

−0.5114 1.34 0 0

0 0 0 1

0 0 −0.3709 1.06


, Bd =




0 0

1 0

0 0

0 1




として与え，N =6として (23)式を解き，

F =

[
−29.709 69.780 −21.142 33.223

−150.22 2146.5 −34.240 1164.2

]
(41)

を得た．A+BF の固有値は誤差 1.3×10−14以内で指定
極と一致した．同定誤差は次のとおりであった．

∥A−Ã∥=3.0×10−14, ∥B−B̃∥=4.1×10−17

つぎに指定極を原点にした場合，Ad, Bdを

Ad =




0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0


, Bd =




0 0

1 0

0 0

0 1




とし，N =6として (23)式を解き，極配置ゲイン
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F =

[
−194.996 329.515 −123.348 −193.833

−266.960 6115.639 −110.132 3744.493

]
(42)

を得た．A+BF の固有値は誤差 0.4×10−7以内で指定
極である原点と一致した．また，同定誤差は次であった．

∥A−Ã∥=2.1×10−14, ∥B−B̃∥=4.4×10−17

6. 雑音の影響
状態観測値と操作入力に雑音 εとwが含まれる場合

x0(k)=x(k)+ε(k), u(k)=u0(k)+w(k) (43)

であるから，(9)式は

[
T −AdT +BdF

][x0(k+1)−ε(k+1)

x0(k)−ε(k)

]

=Bd(u0(k)+w(k)) (44)

となる．このことから，ηが満たすべき線形方程式は

(X +∆X )η=U+∆U (45)

となる．この式のX , U は測定値で∆X，∆U は雑音に
よる影響を表す．
全最小二乗法 (Total Least Squares Method: TLS)

を用いると，(45)式を満たす解 η∈ℜ(n+1)nを∆X，∆U
のフロベニウスノルム

���
[
∆X ∆U

]���
F
を最小とするよ

うに求めることができる [9]．
5.1の数値例を用いて，(45)式の全最小二乗解を求め

た．状態観測値に加える雑音 εは，平均 0，分散 0.022の
正規分布に従う乱数とした．制御入力の雑音wは操作量
を整数値とする丸め誤差とした．状態観測値 x0の第１
成分に重畳している雑音 ε1と観測値 x1+ε1，制御入力
u0と丸め誤差wの一例をFig. 2に示す．
50組のu0とx0を用意し，それらを用いて共にN=100

として極配置ゲインF を求めた．すべてのA+BF の固
有値のプロットをFig. 3(a)に示す．図中丸印は指定極を
示している．A+BF の固有値の指定極との誤差の最大
値は 0.105であった．また，同定誤差の最大値は

∥A−Ã∥=0.1028, ∥B−B̃∥=0.0024

であった．
SNRを悪くし，分散 0.042とした場合が Fig. 3(b) で

ある．さらにSNRを悪くするとA+BF の固有値の分布
は広がり，不安定な結果を示すものも現れる．そのよう
な悪条件も含め，システム同定法により (A, B)を求め
てからF を計算する場合との比較は今後の課題である．

7. おわりに
状態観測値を用いて極配置問題を直接解く方法を示

した．対象への操作入力値，状態の観測値，指定極をA

行列の固有値としてもつ可制御システムを用いて，状

Fig. 2 A sample of measurement data used in pole place-

ment (left top: the first element of x0, left bottom:

noise in the first element of x0, right top: u0, right

bottom: rounding error)
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Fig. 3 Plot of the desired poles (‘◦’) and eigenvalues of

A+BF by the proposed method

態フィードバックゲインを算出する際に，相似変換行列
も得られるため，対象の係数行列も同時に得ることが
できる．観測値の独立性が十分にあれば，サンプル数は
n+m+1でよく，状態フィードバックゲインのオンラ
インチューニングも容易である．数値例に示した計算機
システムなど，パラメータ同定が容易でない対象やパラ
メータが変化しやすい対象でシステムの応答性能を容易
に保証したい場合など本手法は有用であると考えられる．
関連研究として，測定値から状態フィードバックゲイン

や制御器を直接算出する方法が提案されている [11–15]．
いずれも最適制御問題を扱っており，本論文で対象とす
る極配置ゲインを求めるものではなく，対象の状態方程
式も同時に得ることを想定していない．最適制御は実用
上重要であるため，本論文で採用したアプローチで最適
レギュレータゲインと対象の状態方程式を同時に得るこ
とも今後の課題である．
本研究の一部は JSPS科研費 23360183の助成を受け

ている．また，第一著者による本研究の着想は金沢大学
大学院自然科学研究科の講義「情報強化された環境調和
型メカトロニクス」での第二著者を含めた受講生諸氏と
の討論に拠るところが大きい．また，大阪工業大学の奥
宏史氏に多くの助言を頂いた．ここに感謝の意を表する．
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