Sur les ensembles ramifies

552 English

HhRE

~EH:2017-10-03

*F—7— K (Ja):

*—7— K (En):

YERX#&: Hiraguchi, Toshio, ¥, £k
A—=ILT7 KL R:

=R
https://doi.org/10.24517/00011411

This work is licensed under a Creative Commons
Attribution-NonCommercial-ShareAlike 3.0
International License.



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/

Sci. Rep. Kanazawa Univ.
Vol. 8, No. 2, pp. 251-257
September 1963

Sur les ensembles ramifies (I).

Toshio HIRAGUCHI
Institut Mathematique, Faculté des Sciences, Université de Kanazawa
(Recu 30 June 1963)

Dans cette note et dans celle qui suivras je me propose de réviser et d’aug-
menter ma derniére note “Sur les ensembles ramifiés” (Sci. Rep. Kanazawa Uni.
Vol. VIII, No.1, 1962) qui a besoin de beaucoup de correction.

1. Généralité
Soit E un ensemble ordonné et ¢ un élément quelconque de E. On désigne par
S(eE), R(e;E)
I’ensemble
{x|xcE, x<<e}, {s|x=E, x=e}

respectivement; l’ensemble S (e; E) s’appelle segment de E déterminé par l'élément
e.

Un ensemble ordonné E est appellé ensemble ramifié, si tous les segments de
E sont bien ordonnés. Il est clair qu’ une partie d’un ensemble ramifié est aussi un
ensemble ramifié.

Soient E un ensemble ramifié et ¢ un élement de E. On dit que 1’élément e a
le rang « dans E ou e est un élément de rang « dans E, si le type dordre de
segment S (e;E) est un ordinal «¢. L’ensemble de tous les éléments de rang ¢ dans

E s’appelle section de rang « de E et se note E,.

(1.1)  Pour tout element x4 =Eqy, il existe une et une seule partie bien ovdonnée

{xylo=a} telle que
KoLKy <o LHp<To <L s XpELg.
(1.2; Si xqc=Ey, 2p=E et a<<f, alors x4<<xp5 ou bien xyet %g ne sont pas com-
parables dans E.
(1.3) Si E=X pour un ordinal «, alors E=X pour tout ordinal p=d.
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Il en suit que s’il existe un ordinal ¢ tel que E, =¥, il existe un ordinal o tel
que E, =10 tandis que E,§ pour tout ordinal ¢<<p. L’ordinal p de cette sorte
est appelé le rang de E et E est appelé de rang p.

2. Noyau d’un ensemble ramifié.

Soit E un ensemble ramifié de rang o. On dit qu’un élément x est de la
bremiere catigorie dans E par rapport @ un ordinal ¢, s’il est incomparable a tout
élément de rang ¢<<o. On note Ci(¢;E) l'ensemble de tous les éléments de la

premiére catégorie par rapport a o.
(2.1) Si x Cy1(a;E), alors le vang de x est plus petit que .
En effet, supposons au contraire que le rang de x soit =>«, alors il existe,

d’aprés (1.1), un élément x, = E, tel que x,<x. Donc on a x¢Cy («;E), contraire-
ment 2 ’hypothése.

(2.2) Ci1(0;E)=0.

(2.3) St a<<p, alors C1 (a¢;E) CCy (B E).

En effet, supposons au contraire qu’il existe un élément x tel que x=Cy («;E)
et x ¢Cy (B E). Alors le rang de x est <o d’aprés (2.1) et il existe un élément
xpcEp tel que x<<xp. Donc il existe, d’aprés (1.1), un x,=E, tel que x<<x,<<xp,
contrairement a x=Cy (a, E).

On dit qu'un élément x est de la seconde catégorie dans E par rapport a un
ordinal ¢<Cp, s’il existe au moins un élément de rang ¢ comparable & x. On note
Cz (¢;E) I' ensemble de tous les éléments de la seconde catégorie dans E par rap-
port a o.

(2.4) Si le rang de x est &, alovs x est de la seconde catégorie par rapport @
tout ordinal ¢<a.

Cela résulte aussitét de la définition et de (1.1).

(2.5) x=Cy(a;E) entraine S (x;E) &Cs (o E).

En effet, soit f le rang de x. Dans le cés ou A<<«: il existe un g, E, tel
que x<<xy,. D’autre part, y=S (x;E) entraine y<<x d’olt y<<a@q,. On a donc y=Cs (a;
E). Dans le cas ou f=a: il existe un ¢, €E, tel pue oS (x;E). Or S (x:E)
étant bien ordonné, tout élement de S (x;E) est comparable a @,. Donc on a S (x;
E)CCs (o E).

(2.6) St a<<f<<p, alors on a
Eo=[E.NC1(BEYJULE.NC: (BE)],
[EoNC1(BEYIN[ELNC2 (BEY]I=N.

(2.7) Quels que soient les ordinanx o<<p et f<<p, E,NCz (f;E) 0.

En effet, lorsque <« cela évident puisque tout élément de E, est, d’aprés
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(2.4), de la seconde catégorie par rapport & f. Lorsque ¢<f, pour chque apckp il
existe un ag,E, tel que a,<<ag, d'ott a,=Cs (f;E), ce qui achéve la démonstra-
tion.

(2.8) St a<<f<<r<<p, on a [E,NCs (F;EYI2[ELNCs (1;:E).

En effet, pour un élément quelconque %, de E,NCs (B;E) il existe un gy = Ey
tel que x4<<@y. Donc il existe, d’aprés (1.1), un ag=Ep tel que Xq<xg<<ar, d’ ol
%,E,NCe (B;E).

(2.9) Quel que soient les ordinaux o et B tels que a<<f<<p, on a
Na<p<p [C2(;E) NEg]=Np<o<o[Co (p;E) NEL].
En effet, pour tout ¢<{p et pour tout ¥>p on a d’aprés (2.8)
EoNC2 (9,E) 2 Ce (VS E) NE,,
d’ott
Na<e=p [C2 (¢9;E) NE,]
20 peslCa (¥E) NE,].

On a donc

Na<p<p [Co (9;EYNEG]
=[Na<p=<p (C2 (2:EYNE)INLNp<yp<p (Co (Y;E)N Eq)]
=Np<yp<p [Co (V;E)NE,].

On dit qu'un élement x de E est de la seconde catégorie dans E §il est de la
seconde catégorie par rapport a tout ordinal ¢<<p. L’ensemble de tous les éléments
de la seconde catégorie dans E s’appelle noyau de E et se note E*. En vertu de la

définition il est clair que
E*= o<y <pC2 (9, E).
(2.10) xEE* entrane S (x;E)CE*.

Cela résulte aussitot de (2.5).

(2.11) Pour tout élement x=E*, S (x:E*)=S (x:E).

En effet, il est clair que S (x,E*)ES (x,;E). D’autre part on a daprés (2.10)
S (x;E)cE*, d’out S (x;E)ES (x;E*). Par suite on a S (x:E*)=S (x,E).

(2.12) Si¢ le rang d’un élément x dans E* est «, le vang de x dans E est aussi

Cela résulte aussitét de (2.11).
Désignons par E,* la section de rang « de E*. D’aprés (2.12) on a Ex, =E, N E*,

(2.13) Quel que soit I'ordinal a<<p, on a

E¥y=Na<p<o [C2 (9, E) N E, ]
=Eq —Ua<p<p C1 (9 E).
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En effet, on a d’aprés (2.9)

E*,=E,NE*
=No<p<o[C2 (P;EY)NE,]
=Na<o<olC2 (p;EYNE,].

En considérant la complémentaire de (Ngwp<p[Ce (¢;E)YNEq]
relativement a E, on a d’aprés (2.6)
Ea*=Ea —Ua<¢<a [Ea _Cz (?:E> N Ea:l
=E;—Ua<p<o [C1 (9; E)NEG].

3. Une autre expression de E*.
Soit E un ensemble ramifié de rang o. Désignons par
S (Eq;E), R(E4E)

la réunion

UxeE, S (2:E), Ugcg, R (25 E)

respectivement.

(8.1) Si a<<f<r<<p, alors on a

EyNS (Eg;EYDELNS (Ey;E),
ErNR(E;E)=E;NR(Eg; E).

En effet, soit, @, un élément quelconque de E, NS (Ey;E); il existe alors un
ar=E; tel que a,<<ar. Donc il existe un ap = Ep tel que a,<<ag<<ar, d'ot g, =S(ag;
E), ce qui démontre la premiére inclusion.

Soit maintenent @y un élément quelconque de Ey NR (E,;E); alors a,<<ar pour
un @, € E, et il existe un ag= Ep tel que a,<<ap<<ar, d’ott ¢y =Er NR (Ep;E). Soit
au contraire b, un élément quelconque de EyNR (Ep; E); alors bsp<<by pour un
bp=Ep et il existe un d,eE, tel que b,<bp<<br, d’ott by=E; NR (E,;E). Par

suite on a la derniére égalité.

(8.2) Si a<<f<<o, alors on a
S (E.;EYUR (Eq; E)2S <Eﬂ SEYUR (EgE).

En effet, soit ¥ un élément quelconque de S (Eg; E)UR (Eg; E) et soit r le rang
de x. Alors x=S (Ep;E) ou x=R (Ep;E). Dans le cas ou x=S (Ep; E): puisque
x<<ap pour un egp=Ep, il existe un ag,E, tel que x<<a,<<ap ou ag=x<ap selon
que r<<a& ou ¢<y<<f. On a donc x=S (E.;E) ou xR (Ey; E), d’ot xS (E,; E)
UR(Ey;E). Dans le cas ot xR (Eg;E): ag<<x pour un ag=Ep. Or a,<<ap pour
un @ €Eq, d'olt @q<<x. Par suite xR (Ey;E), afortiori xS (Ex;E)UR (Eq  E).
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Posons maintenent
E°=MNop<p [S(Ep; EYUR (Eg;E)].

(38.3) Quel que soit I’ovdinal a<<o,

E°=No<cpcp [S (Eg; EYUR (Ey E)].

Cela résulte aussitot de (3.2)

(3.4) E,NE°=Nacpcp[S(Ey;E) NEq] pour tout a<<o.

En effet, on a d’aprés (3.3)

Ea ﬂEO:[na<¢<p (Ea ﬂS (Egp;E))]U [na<go<,0 (Ea ﬂR (E(;D)E))]

Or pour tout ¢>a on a E,NR (Ey;E)=10, d’otr I'égalité.

(3.5) E°=FE¥*,

En effet, xg= EqN E°)» est équivalent & <xo= S (Ey; E) N Eq pour tout
p>a» ou, ce qui revient au méme, a <pour tout ¢>c, il existe un ag,EEq) tel que
xq<<agyp ). Cela est équivalent a <x,=Cs (¢p; E)NE, pour tout ¢>a), cest-a-dire
a €xaENa<p<p [Ca (p; EYNEa]ly. Donc on a E;NE°=E,NE* pour tout <o,
d’ot E°=E™*,

4. Le rang de E*

Le rang du noyau E* d’un ensemble ramifié E de rang o n’est pas nécessaire-

N

ment égal 2 p. Dans ce qui suit on recherche & quelle condition il est égal a o.
On Dit qu'un élément x=FE est de la premiere catégorie par vapport @ @ pour
la premiere fois, si x est de la premiére catégorie par rapport a ¢ tandi qu’il n’est
pas de la premiére catégorie par rapport a tout ¥<<¢. On désigne par Py (E)
I’ensemble de tous les élément de la premiére catégorie par rapport 2 ¢ pour la

premiére fois.
4.1 Py(E)=C1(9; E)~UypcpCi (¥ E).
(4.2) Ci(a;E)=Up=oPy(E).

Celles-1a résultent aussitét de la d’efinition de Py (E) et de (2.3).

Posons maintenant
Euw=EqNPy(E).

Autrement dit, E4p est ’ensemble de tous les éléments de rang « qui sont de la

premiére catégorie par rapport a ¢ pour la premiere fois.
(4.83) Pour tout ¢<c, Eqp =8

En effet, puisque Py (E) &Ci1 (¢;E), le rang de x&Py(E) est, daprés (2.1),
plus petit que @. On a donc Eq NPy (E)=18 pour ¢=c.

(4.4) Si a<f<p, alors on a EqNCi (F;E)=Upepzp Eag .
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En effet, on a d’aprés (4.2) et (4.3)

E;NC1(BE)=Uppl[Eq NPy (E)]
=Up=pEayp
=Us<p<p Eqp -
(4.5) Quel que soit Pordinal a<<o, E*=Eqg—Uscp<p Eap -

En effet, d’aprés (2.13) et (4.4) on a

E*=F, —Ua<¢<0 [EaNCi(p;E)]
=Eq —~Ua<g<p [Uscy<p Eay
=FE; —Us<p<p Eap .

(4.6) 7l existe un ordinal f<<a tel que Eop =0 pour tout 9=>f, alors E*.<0..
En effet, supposons au contraire que E*, =Y. D’aprés (4.5) et (4.4) on a

E, :Ua<(p<p ano
=Uas<p<p Eap
=E,NCy (8 E).

En vertu de (2.6) on a donc EqNCz (f;E)=0, contrairement a (2.7).
On peut en déduire le théréme suivant:
Théoreéme 1. Soit E un ensemble ramifi¢ de rang o. S’il existe, pour tout

ordinal a<<p, un ordinal p (a)>a tel que Equp =8 pour tout ¢=>f (&), alors le rang
du noyau E* de E est o.

5. Ensembles ramifiés et réguliers.

Dans ce qui suit nous concidérons une classe d’ensembles ramifiés particuliers.

On dit qu'un ensemble ramifié¢ E est régulier, s’il posséde les deux propriétés
suivantes:

(1) Le rang o de E est un ordinal initial est régulier; par suite o n'est pas

limite d’une suite transfinie d’ordinaux<<p dont le type d’ordre est plus petit que
o et a+&=p entra’ne E=p. '

(1) Quel que soit I'ordinal a<<o, le cardinal de la section de E de rang o est
Dlus petit que le cardinal de o : card. (Ey)<<card. (o).
Soit E un ensemble ramifié et régulier de rang o.

(56.1) Quel que soit Uordinal a<<p, il existe un ordinal B(a)>a tel que Eqp =8
pour tout o>p ().

Demonstration. Suppoéons que le contraire soit vrai. Alors pour tout ordinal
r>a I'ensemqle My ={¢|r<<¢<le, Eqp>Q} ne serait pas vide et on peut definir par
I'induction transfinie une suite transfinie croissante {8 (¢)}a—p<p tel que Egs(p)0
comme il suit. Comme 0J(4+1) choissons le plus petit ordinal de My1={¢|a+ 1
<9<lp, Eqp =<8} Supposons que pour tout ordinal ¢ tel que «<<¢<<f un ordinal
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0(p) tel que Eg (g8 soit déterminé. Dans le cas ot A est un ordinal isolé
choisissons comme 8 (4) le plus petit ordinal de Mp_1. Dans le cas ou f est un
ordinal limite posons ‘

A=1lim ¢ (¢).
a<lp<
Tout 6 () étant < o et p étant régulier, A< p. On peut donc choisir comme 9 (£)
le plus petit ordinal de M;. Ainsi nous avons une suite transfinie demandée. o

étant un ordinal initial, le type d’ordre de la suite {0 (¢)}acp<p est o. On a donc
card. (Ugcpcp (Ead (9)) = card. (£)),

puisque tous les FEgp(p) sont disjoints deux a deux et Eu (9)>c8 pour tout ¢.
D’autre par on a d’aprés (4.5)

card. (Eq)=card. (E,* U (Uas<p<o Eap))

= card. (Us<o<p Eas (¢))>
d’ou card. (Ey) Zcard. (o),

contrairement a la proprieté (II); ce qui achéve la démonstration.
Théoréme 2. Soii E un ensemble vamifié de rang o qui est rigulier. Alors le

rang du noyau E* de E est p et il existe, pour tout a<<p, un ordinal f (&) tel que

E*a =FE,— Ua<§0<ﬁ(a) Ea¢ .

En outve on a
(E*)%=FE*;

autyement dit, les ¢léments de E* sont tous de secomnde catégorie dans E*.

Demonstration. La premiére partie de l’assertion se résulte aussitot de (5.1),
du théréme | et de (4.5). Pour démontre la dérniére partie supposons au contraire
qu’il existe un élément x de E* qui n’est pas de la seconde catégorie dans E*.
Alors il existe un ordinal ¢<Co tel que x=Cy (a;E*), c’est-a-dire tel que «x est de
la premiére catégorie dans E* par rapport a «. D’aprés (5.1) il existe un f(a)>a
tel que Eap =% pour tout go>ﬂ(aj. D’autre part, x étant un élément de E* il est
de la seconde catégorie dans E. Donc il existe un ordinal r>/p (@) et un élément
xr=Er tels que x<<xy. Donc il existe un x,€FE, tel que x<<x,<<xy. Ce qui dé-
montre que %, est de la seconde catégorie dans E par rapport a 7, c’est-a-dire
%4 FEC1 (r;E). Or d’apres (4.4) on a,

E,NCy(r;E) :Ua<§0§7’Ea¢
=Us<o=<p (@) Eap
—Eo—E¥%,.

On a donc x,EE,—E*,, dolt x,€ E,*, contrairement a x=Cyq («;E*); ce qui

démontre le théoréme. €A suivred»



