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(Re;:u 30 June 1963) 

Dans c巴ttenote et dans celle qui suivras je me propose de r己viseret d'aug-

men ter m旦 dernierenote “Sur 1巴sens巴mblesramifies" (Sci. Rep. Kanazawa Uni 

Vol. VIII， No.l， 1962) qui a besoin de beaucoup de correction. 

1. Generalite 

Soit E un ensemble ordonne et e un element quelconqu巴 d巴 E.On designe par 

S (e;E)， R (e;E) 

l'ensemble 

{X¥x己E，Xくe}，{叫XEE，X三:e}

resp巴ctivement;l'ens巴mbleS (e;E) s'appelle segment cle E cletermin己parl'element 

e. 

Un ensemble oiclonne E est appelle ensemble rami，万ie，si tous les segments cle 

E sont bien orclonnes. Il est clair qu' une parti巴 cl'unensemble ramifi己estaussi un 

ensemble ramifie. 

Soient E un ensemble ramifie et e un element cle E. On dit qu巴l'elemente a 

le rang a clans E ou e est un邑I邑mentde rang a clans E， si le type d'ordre cle 

segment S (e;E)巴stun ordinalα. L'ensemble de tous les elem色ntsdεrang a clans 

E s'appelle section de rang a de E et se note Ea・

(1.1) Pour tout element xαεEα， il existe une et une seule partie bien ordonnee 

{x<p¥9J三五件 telleque 

Xoくれく・・・くX<p くこ..・くXa'~ X伊EE<p

(1. 2ノ Si x日 EEa，Xβ己Eet aくこβ alorsxαく Zβ ou bien xαet xs ne sontρas com-

parables dans E. 

(1.3) Si E='O、1りourun ordinal a， alors E =以 lうourtout ordinal 伊三三a.
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Il en suit que s'i1 existe un ordinal rp tel que E<p =政， i1 existe un ordinalρtel 

que Eρ二日 tandisque EヂキQ pour tout ordinal rpくρL'ordinalρ de cette sorte 

est appε1e 1e rang de E et E est appele de rang ρ. 

2. Noyau d'u:n e:nsemble ramifi己四

Soit E un ensemble ramifi己 derang ρ. On dit qu'un副己ment X εst de la 

lうremierecatzgorie dans E 1うarrattort ，記unordinal rp， s'i1 est incomparable a tout 
element de rang rpくρ.On note C1 (rp;E) l'ensemble de tous les elements de la 

premiere categorie par rapport a rp固

(2.1) Si X EC1 (α;E)， alors le rang de X est tlus tetit que a. 

En effet， supposons au contraire que le 日 ng de x soit三a，alors il existe， 

d'aprむ (1.1)， un element xaEEα tel que Xa三五x.Donc on a x$C1 (α; E)， contraire四

ment a l'hypothese. 

(2.2) 

(2.3) 

C1 (0; E)二日.

Siαくん alorsC1 (a;E)忌C1(s;E)。

En effet， supposons au contraire qu'ilεxiste un element x tel que XEC1 (a;E) 

et x宇C1(β; E). Alors le rang de X estく α む (2.1)et il existe un element 

zβ 己Eβ tel que Xく xβ・ Donc i1 existe， d'apres (1.1)， un xαεEα tel que xく Z日くXs，

contrairement a XEC1 (a，'E). 

On dit qu'un e1ement X est de la seconde categorie dans E par rapport a un 

ordinal rpくん s'i1印刷eau moins un e1ement de rang cp comparable a x. On note 

C2 (rp;E) l' ensemble de tous les e1白nentsde la seconde cat己goriedans E par rap-

port a rp. 

(2.4) Si le rang de x estα， alors x est de la seconde categorieρar raPlうort設

tout ordinal伊豆α.

Cela rるsulteaussitot de la definition et de (1.1). 

(2.5) XEC1 (α" E) entra;ne S (x; E)長Cdα;E).

En effet， soit s le rang de x. Dans le cas ou sくαi1existe un aαEE日 tel

que Xくh ・ D'autrepart， yES 'E) entraine yく xd'ou yくdα.On a donc yECZ (α; 

E). Dans le cas ou sミαilexiste un aαεEαtel pue aαES (x;E). Or S (x;E) 

etant bien ordonne， tout element de S 'E)巴stcomparable a aα・Doncon a S 

E)亘C2(a;E). 

(2.6) Si aくFく ρ，alors on a 

Eα =[EαnC1 (s;E)]U[EαハC2(s;E)]， 

[Eα日C1(s;E)J什[EαパCZ(β;E)]=，&. 

(2.7) Quels que soient les ordinaux aく ρ etβく ρ，EαnC2(s;E)キ日.

En effet， lorsque s孟αcelaevident puisque tout element de Ea est， d'apres 
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(2.4)， de la seconde cat匂oriepar rapport a s. Lorsq ue aくん pourchque as EEβil 

existe un aαEEα tel que a日くas，d'ou aα巴C2(s;E)， ce qui acheve la demonstr2い

tlOn. 

(2.8) Si aくFく rく p，on a [Eα nC2(s;E)]二三[Eα日C2(r;E). 

En effet， pour un element quelconqu巴 ZαdeEα什C2(s; E) il existe UI1 ar E Er 

tel que xaく ar・ Doncil existe， d'apres (1.1)， un asEEβtel que Xaく勾くar，d'ou 

ZαEEα円CdんE)ー

(2.9) Quel que soient les ordinaux a et s tels queαく βく ρ，on a 

nαく伊〈ρ[C2(タ;E)什EαJ=nβく伊く.0[C2 (rp;E) flEα]. 

En effet， pour tout rp三βetpour tout ojr>s on a d'aprむ (2.8)

Eα 日C2(ヂ;E)~ C2 (ψ;E) nEαP 

d'oI1 

nαく伊豆β[C2(ψ;E) nEα] 

二三nsくすくρ[Cdψ;E)nE日].
On a donc 

nαく'1'<ρ [C2(rp;E)凡Eα]

=[nαく伊豆β(C2(rp:E) n Eα)J円[日βくサ<p(C2(ψ;E)nEα)J

=円βくすくρ[Cz(ψ;E)ηEα].

On dit qu'un element x de E est de la seconde categorie dans E s'il est de la 

seconde cat匂oriepar rapport a tout ordinal rpく ρ.L'ensemble de tous les邑l己ments

de la s色condecategorie dans E s'appelle noyau de E et se note Eネ EI1vertu de la 

definition il est clair que 

E*=no;，三FくρC2(rp;E). 

(2.10) xEE* entra~'ne S (x;E)cE水 E

Cela resulte aussitot de (2.5). 

(2.11) Pour tout element広εEぺS(x:E内=S(x:E). 
En effet， il est clair qu巴 S(ιE町長S(x;E). D'autre part on a d'aprむ (2.10) 

S (x;E) cEぺd'oI1S (ぉE)亘S(x;E*). Par suite 011 a S (x:E*)=S (x;E). 

α. 

(2.12) Si le rang d'un訂正mentx dans Eホ esta， le rang de x dans E est aussi 

Cela resulte aussitot de (2.11)ー

Designons par Eα* la section de rang αde E*. D'apres(2.12) on aE九一Eα 円E*.

(2.13) Quel que soit l'ordinal aく ρ，on a 

E九=nαく'1'<ρ [C2(rp;E) nEα] 

=Eα-u日く伊くPC1 (rp;E)。
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En effet， on a d'apres (2.9) 

E九=EαηE*

=noく伊くρ[C2(cp;E)nEα] 

=nαく伊くρ[Cdψ;E)ηEαJ.

En considerant la complementaire de nαく伊<ρ[C2(cp;E)nEα]

relativement a Eαon a d'apr白 (2.6)

Eα*=Eα-Uα<伊<o[E日一C2(cp;E) nEα] 

=Eα一Uα<CP<ρ[C1(cp;E)口EaJ.

3; Une autre expression de E*. 

Soit E un ensemble ramifie de rang ρ. Designons par 

S(Eα;E)， R (E臼;E)

la reull10n 

UxEEαS (x;E)， Ux百EαR(x;E) 

respecti vemen t. 

(3.1) Siαく βく Tく p，alors on a 

Ea nS (Eβ;E)二三Eα 円S(Er;E)，

ErnR(Eα;E)=Er nR(Eβ;E). 

En effet， soit， aαun element que1conque de EαηS (Er; E); il existe alors un 

ar EEr tel que a，αくar・Doncil existe un ap E Eβtel que aα〈仰<ar，d'ou a，αES(仰;

E)， ce qui demontre la premiere inclusion. 

Soit maintenent ar un element que1conque de Er nR (Ea;E); alors a，α<ar pour 

un aα巴 Eaet il existe un ap E Eβtel que a，α〈叩くar，d'ou ar EEr 什R(Eβ;E). Soit 

au contraire br un elemeI1t que1conque de Er nR (Eβ; E); alors bβくあ pourun 

bβEEβet il existe un ba EEa tel que bαくbβくあ， d'oむ brEErnR (Eα;E). Par 

suite on a la derniere egalite. 

(3.2) Si aくFく p，alors on a 

S(Eα;E) UR (Eα ;E)~S (Eβ;E) UR (Eβ;E). 

En effet， soit X un element que1conque de S (Eβ;E) UR (Eβ; E) et soit r le rang 

de x. Alors XES (Eβ;E) ou xER (Eβ;E). Dans le cas ou XES (Eβ; E): puisq ue 

zくappour un apEEβ， il exiflte un aα巴Eatel que Xくぬく仰 ouaa三説くapselon 

que Tく αouα孟Tく13. On a donc XES(Ea;E) ou XER(Ea;E)， d'oむ必ζ S(Eα;E) 

UR(Eα;E). Dans le cas 0む XER(Eβ;E):apく Xpour un ap E E p . Or aα<a.βpour 

un a，αEEα， d'ou aαく X.Par suite XιR(Eα;E)， afortiorI XES (Ea;E)しJR(Eα;E).
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Posons maint巴nent

Eo=no三三Fくρ[S (Eヂ;E)UR (Ecp;E)J. 

(3.3) Quel que soit l'of"dinalαくん

EO-円α〈伊〈ρ[S(Ecp; E!U R (Ecp; E)]. 

C巴1aresu1te aussitot d巴 (3.2)

(3.4) EαriP=n日く伊くρ[S(Ecp; E)日Eα]tour toutαく ρ.

En effet， on a d'apres (3.3) 

Eα 什Eo=[nαぐFくρ(EσnS(Ecp;E))]U[nα<伊くρ(EαIIR(ECD;E))]. 

Or pour tout r.p>Ci on a Eα日R(Ecp;E)='Q， d'ou l'ega1ite. 

(3.5) EO=E*. 
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En effet， <t XαEEαn EO?> est equiva1ent a <t xαE S (ECD ; E) n Eαpour tout 

r.p>Ci?> ou， ce qui revient au meme，会<tpourtout r.p>的 i1existe un acp EEcp te1 que 

zαくacp?>. Ce1a est equiva1ent a <t xα巴C2(r.p;E)nEαpourtout r.p>α》司 c'est-a-dire

a <txαEnαくco<ρ [C2(r.p;E)nECi]?>. Donc on a Eα日EO=EαnE* pour tout dく p，

d'ou EO二 Eネ.

4. Le rang de E* 

Le rang du noyau Eネ d'unensemble ramifie E de rang ρn' est pas necessair← 
ment ega1 a P. Dans ce qui suit on rech巴rchea q uelle condi tion i1巴stegal a p. 

On Dit qu'un elem巴ntXEE est de la tremiere categorie tar rajりporta <p tour 

JαJりrernierefois， si X est de 1a premierεcategorie par rapport a cp tandi qu'il n'est 

pas d巴 1apremiere categorie par rapport a toutψく )D. On d邑signepar P co (E) 

l'ensemble de tous 1es邑1ementde 1a premiere categorie par rapport a cp pour 1a 

premiere fois. 

(4.1 ) 

(4.2) 

Pcp(E)=C1 (r.p;E)-UψくcpC1('Y';E).

C1 (Ci;E)=Ucp三三αPcp(E).

Celleシ1aresultent aussitot cle 1a d'efinition de Pcp (E) et cle (2.3). 

Posons maintenant 

E日rp=EαnPcp(E).

Autrement dit， Eαcp est l'ensemb1e cle tous 1es e1己mentsde rang ci qui sont d巴 1a

premiere categorie par rapport a cp pour 1a premi己r巴 fois

(4.3) Pour toutヂ豆d，Eαcp=&. 

En effet， puisque P cp (E)三ClC引E)，le rang de xEPcp(E) est， d'apr・es (2.1)， 

p1us petit que α. On a donc Eαn P cp (E) = '0. pour伊豆Ci.

(4.4) Si αく戸くp，alors on a EαnC1 (s;E)=Uαく伊豆sEαp・
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En effet， on a d'apres (4.2) et (4.3) 

Eαn (s;E)= 三三β[Eα円Pcp(E)]

=u伊豆sEαp

=uα<伊豆βEαcp. 

(4.5) Quel que soit l'ordinal aくρ，E*ニ EαUα<cpくpEαcp'

En effet， d'apres (2.13) et (4.4) on a 

E*=Eα-uαくFく ο[EαnC1(伊;E)J

=Eα-uα〈伊くρ[uαくψ三三cpEαψ

=丘、αUαくcp<ρEαcp'

(4.6) S'il existe un ordinal sくαtelque Eαcp 国pourtout 'P>s， alors E九キ迎。

En effet， supposons au contraire que E九='Gl. D'apres (4.5) et (4.4) on a 

Eα=u日<~DくpEαF

=uα〈伊豆βEαp

=Eα円C1(s;E)。

En vertu de (2.6) on a donc Eαη (s;E)=日， contrairement a (2.7). 

On peut en deduire le th白台m色 suivant:

Thるoreme，.Soit E un ensemble ramifie de rangρS'  il existe， 1うθurtout 
ordinal a<ρ， un ordinal s (α)>α tel que Eαcp=日ρourtout 'P>s (a)， alors le rang 

du noyau E* de E est ρ 

5. EnsembIes :ramifies et rるguHers.

Dans ce qui suit nous conciderons un邑 classed'巴nsembl巴sramifies particuliers. 

On dit qu'un ensemble ramifie E est regulier， s'il possede les deux proprietes 

SUlV乱ntes:

( 1) Le rangρ de E est un ordinal initial est . par suiteρ n' est pas 

limite d'une suite transfinie d'ordinauxく ρ dontle tyρe d'ordre est plus petit que 

ρet a+c=ρentra."ne c =ρ. 

(II) Que! que soit l'ordinalα〈 ρ，le cardinal de la section de E de rangαest 

pl削 Jうetitque le cardinal deρ: card. (Ea)くcard.(ρ) . 

Soit E un巴nsembl邑 ramifieet regulier de rang ρ. 

(5.1) Quel que soit l'ordinal aく:ρ，il existe un ordinal s(a)>αtel que Eαcp='Gl 

pour tout 'P>β(α) . 

Demonstration. Supposons que le contraire soit vrai. Alors pour tout ordinal 

r>a l'ensemqle Mγ={'P[rく¢くん Eαpキ浪}ne serait pas vide et on peut definir par 

l'induction transfinie une sui tεtransfinie croissante {o (9')}αく伊くρtelque Eαo(伊〕キ'Q

comme i1 suit. Comme o (α十 1) choissons le plus peti t ordinal de M九十l={'Pla+1 

く伊くん E仰キロ、}. Supposons que pour tout ordinal 'P tel qu巴ぴく¢くsun ordinal 
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o(<:p) tel qu巴 Eω (，0)キ、D.soit determinる Dansle cas 0む s est un orc1inal isole 
choisissons comme o (s) le plus petit orc1inal de Mβー 1・ Dansle cas ou s est un 

ordinal limi te posons 

A = lim o (<:p). 
αくFくβ

Tout o (<:p) etantく ρetρetantregulier， Aく ρOnpeut dOllC choisir comme o (β〉

le pl us peti t ordinal cl巴 M!-. Ainsi nous avons une suite transfinie demande巴.ρ

e tan t un ordinal ini tial， le type cl' ordre cle la sui te {o (<:p)}αく伊くρ巴stρ. On a donc 

card圃 (Uαく伊くρ(Eω(め〉三三 card.(ρ))， 

puisque tous les Eω(め S011t disjoints cl巴ux a cleux et Eω(伊)キひき pour tou t <p. 

D'autre par on a cl'apr白 (4.5)

d'ou 

card. (Eα)エコcard.(Eロネ U(Uaく伊くρEαcp)) 

三三card.(UαくFく ρEao(cp))， 

card. (Eα)とcαrd.(ρ)， 

contrairement a la propriete (II); ce qui acheve la demonstration. 

Theoreme 2. Soit E un ensemble ramifie de rang ρCfui est rigulier. Alors le 

rang du noyau E* de E est ρ et il existe， 1うourtout αく ρ，un ordinal s (α) tel que 

E九二Ea-Uαく¢くβ(α)Eαcp'

En outre on a 

(E*)ネ=E*;

autrement dit， les elements de E* sont tous de seconde categorie dal1s E*. 

Demonstration. La pr巴mi色re partie de l'assertion se resulte aussitot de (5.1)， 

du ther企m巴 1et cle (4.5). Pour clemontre la dernier巴 partiesupposons au contraire 

qu'il existe un el邑m巴ntX cle E* qui n'est pas de la seconcl巴 categorie dans Eヰ.

Alors il existe un orclinal aくρtelque XEC1 (a;E竹， c'est-a-dire tel que X est c1e 

la premiere cat匂oriedans E* par rapport a a. D'aprむ (5.1)il existe un 則的>ct
tel que EαCP 日 pourtout <:p>s(a). D'autre part， x etant un element de E* il est 

cle la seconde categorie cl旦nsE. Donc il existe un ordinal r>グ(a) et un elemen t 

Xr EEr tels que XくXr. Donc il existe un Xα巴Eαtelque Xく九くXr・ Ce qui c1e司

montre que xαest de la second巴 cat匂orie dans E par rapport a r， c'est-a-dire 

Z日手Cl(r;E). Or d'apres (4.4) on a， 

Eα 日C1(r;E)，=UαくP三五rE日CP

=Uαく伊豆町α)E仰

=E日-E*α・

On a donc Xα宇Eα-E九ぅ cl'o臼 ZαEEαぺcontrairement a XεC1 (a;Eヰ); ce qui 

clemontre le theor色me. <KA suivre~ 


