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生物学 に 応用 で きる新 し い 非対称分布関数 工 ．
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私ほ今回 ， 新た に 別の 非対称分布関数を考案 した ． そ れ ほ
， 以前， 私が 本誌上 に 発表 した もの よ り ， 尖鋭度の 小 さい 分

布に 適合す るも の で ある ．
こ の 関数ほ

t
ピ ア ソ ン の 分布関数の 正型か ら透導 され たもの で

，
上 限 ，

下限 の 両端が あり
， 特殊 の

条件 の 下で
t 前述 の 非対称分布関数 に 移行 し

一

致す る ． す なわ ち両者の 適合範囲は接続 して 居 り
，
理論 的に は 同 じ系列に 属す

るも の で ある ． 私 は以前発表 したも の を ， 非対称分布関数I 型 ， 今回 の もの を ， 同 じく H 型と呼ぶ こ と に す る ．

K e y w o r d s P e a r s o n dis t rib u tio n f u n ctio n
，

S k e 如e d dis t rib utio n f u n ctio n

前に
， 非対称分布を

， 複合関数の 形で 考案 し本誌上 に 発表 し

た
1I
が

， そ れは
， 歪度 ， 尖鋭度に 閲 し

， 広 い 適合範圃を持 っ て お

り ， 応用面で は充分 と思 っ て い た ． しか しな が ら
，

こ の 複合関

数は
，

そ れ 以前に 発表 した 非対称分布関数
2ユ

と比較 した と き t

歪度が等 しく
，
尖鋭度が 後者よ り小 さ い 範囲で は

l そ の 差が 大

きく な るに 従 っ て
， 僅か で は ある が近似値 とな るの で

，
こ の 範

囲に 適す る単独関数 を考案 して
． 単独 関数 の 系列と して 統

一

し

たい と考 え
，

ほ ぼ そ の 目的を 達 した の で次 に 報告する ．

本文で記載する 非 対称分 布関数 は ，
P e a r s o n 系 曲線 の 第 二

型
3I

を変換 して考案 した の で ， 澄明の 過程 に お い て 必 要 な る た

め
， 先づ

，
こ の 曲線と 了澄 明に 必要と な る特性を 記 して 論を進

め る ．

I ． ピア ソ ンの 第 二 型曲線

上記の 曲線 の 方程式ほ

y
こ

y ．く卜宕1
m

で ある
，

こ こ に

1 r く2 m ＋ 2I

2
む 鵬

t r くm ＋ り1
ユ

5 勘
－ 9

2く3
一

声z1

2 声 2 月ユ

3
一

声1

ははく4 ほ り
， 8 2 を消去 して

a
2

ニ

く21 n ＋3I 声 2

丑 ． 非対称 分布 関数 正型

くり の 定積分

I 二

y oた
一 節

に お い て

t ニ
miくl ＋そ戸 －り

くり

く2ブ

タ2
こ 尖鋭度 く31

J 不 二標準偏差 く4ン

く5 1

く6う

d 細
．古く1 ＋そ，喜

一 1
．

忘
－

d z

こ古く1 ＋そ，
去十 d ズ

と な るか ら
，

王朝．
ト帥 ＋鱒 －

1肪拝
－

1
d ズ

と書け る ．

こ の と き， 変換さ れ て出来た 関数を Z とすれ ば

鞘卜釦 ＋そ，
喜一 昭l ＋告，

喜 一

1
く7ン

は新 しい 非対称の 分布関数と な る ． こ れ を非対称分布関数甘

型と 呼び
， 先に 発表 した もの

2I

を ，
l 型と呼ぶ こ と に する ．

く6う の 置換式は
， m 一■ － Cに の とき 一 対数関数 とな る こ とほ

， 次の

ように して 琵 明され る ．

ズ叫く1 ＋去I
m

－ 1l
と書け る ．

こ こ で
，

b
，

t を定数 ，
m を変数と 考え ると

，
X

ほ m の 関数と な る
，
t の 任意の

一

つ の 値を
，
t．で表わ し

，
m

－ C XI

禁 ズ 禁
biくl ＋意叫 瑚

也
－

り

禁 ズ
ニ

ズi
とすれ ば

ズl
こ b くe

l し
1J

e
ti

ニぞ叫

両辺の 対数 を と ると

也 芯l o g くぞ 叫
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こ こ で
t

i は任意 の 値 で あるか ら，
ti， ズ．， を 変数と 考え て も

差支えな い ． しが た っ て
，

こ れ らを変数t
， ヱ と置き換 えて

，

t ニ 1 0 g り ＋そI く8 う

と表わ す こ と が でき る ．

町 ． I 型 ，
甘型聞の 関係

前節に お ける関数 Z は m
一

一 肛 の とき ，
I 塑 に 収 赦 す る こ と

は ． 次の よ うに して 澄明 され る ．

ズ ニ 0 の ときの
， Z の 値を Z o とすれ ば

Z
o

土 手 く9J

く71 式を く即 式 で
， 辺 々 相除 して

， 両辺の 対数 を とれ ば

1 0 g 去王 m l o gト害 輔 喜 一

1i
2

コ

＋
土
器 log くl 十そI

a
2

三 く2 m 嘲 ダ 1

く51 よ り

く101

く1り

く10I 式 の 右辺の 第 1 項を P くだl ， 第 2 項を Q くだI と お き m 一 院

とすれ ば

禁
lo g去慧 p くだ 坤 m Q くだ，

皿
． 一 江

く1 2う

こ こ で く1 り よ り
，

戊
2

ニく2 m ＋3ンu 2 を P くだl に 代入 して 展開す

れば
， 亡 コ 内の 第 2 項の 絶対値が 1 よ り小 さ い とき

1i m p くx l 三Ii m m lo g
m

－
く冗 m

一 こ亡

こ1i m
－

m

m．－ q

三 Ii m

m
－ q ニ

m
ユ1く1 ．そぅ忘－り

2

く2 m 十31 声 2

m 車．そン喜一 1l
ユ

m
6

1くl ＋
．

訂I m － l

3 く2 m ＋が 扁

珊 m 小椋淳一り
2

く2 m ＋礼 机

m 車 ． そ，喜一

1ド
3 く2 m ＋ が ダブ

く6う，く即 よ り

li m m

m
一 ＋ 餌

m 小 ．そ，喜一

．i
ヰ

2く2 m ＋31
2

声才

m 車．そI喜一

1ド
2 く2 m 十31 声 ユ

jくl ＋そ戸 一

再 血 t こ 1 0 g く1 ＋そ1 く弼
m

－
■ 隅ニ

又 ，

－

m
－

1

禁 高石不
二

丁 く15I

谷

く1 4ユ，く1 別 の 値を く1 3I に 代入すれ ば

1i m p くだJ 三 1 血
山

一
一 くX m

． ■ ロニ

－ トog く1 ．そJl
2

2 声 ユ
二ニー

三 主

ー10g く1 ．そぅド
3 く2 m 瑚

ユ

ダ才
－

－
－

－ 一二
く16J

り即 の 括弧内 に 於て 第 2 項 以下 の 項 の 分母 ほ そ れ ぞれ
， 1

次 ， 2 次
，

3 次 川 ． ． ．

の 無限大で ある が
， 分子の 対数関数は ズ が

無限大と な る と無限大 に な るが
，

そ の 有限乗 は 1 次 よ り低次の

無限大で ある ． した が っ て m
一 既 の と き

， 括弧 内の 第 2 項以下

の 値は 0 と な る ．

く12I の 右辺の 第1 項 は

－ l1．g く1 ．そIi
2

m
一

正 2 ダ 2

1i m p くだ1 ヒ

く1 7I

l血 Q くだ声
禁憲 log く1 ＋ そ，禁く忘

－

りlo g く1 ＋そ，

ニ
ー

lo g く1 ＋ 争
く1如

した が っ て く12I は次 の よう に 表わ され る ．

禁
10 g乞コ

岬 i1 ．g く1 ．そIl
2

2 ゲ 2

即ち m －1 － Cに の とき

1 0g 去三

－il o g く1 ＋そ1巨
2 声ユ

1 0 g 去く1 ＋そ1
ニ

－

l o g く1 ＋そI

－

10 g く1 ＋か

－jl o g く1 ＋かl
2

2
ゲ 2

く即 よ り Z o の 値を 代入 すれ ば

10 g号言く 州
こ

ーj10 g く1 ＋ かl
ユ

2 〆 2

冊il o g く1 ＋そIi
ユ

Z ニ

y ．くズ
＋bl．も 2 ゲ 3

く1 9フ

Z が 非対称分布 関数
，

工型で ある こ と ほ
， 次 の よ うに して澄

明され る ．

く19う に お い て
，

b ニ M
－

a

a ほ非対称分布関数 ，
I

割
に お ける

注 下限値 a を表すもの で
一 本文中の くり， く7うパ1 り

に おけ る a とは 異な るもの で ある ，

と お き
， ズ の 原点 0 を M に 移せ ば

ズ＋b は ズ
ー

M ＋M －

a こ

ズ
ー

a

1 ＋そは
M －

a ＋
ズ

ー

M

M －

a

ー ズ
ー

a

M
－

a



と表わ され る の で

－ トo g く蕊三ンi
z

z ニ

y oくだ
ー わ

ー

も 2 〆 2

－jl o g く諾鉦

極 言

yo笹

生物学 に 応用で きる新 しい 非対称分布 関数 王
．

と な るの で
，
工1，

江． は 次の よう に な る ．

鉱

l くト ゲユ，
2

塑上ユ

く20ン

－

ar
l

e

二叛
d ズ

l o g 断 ニ ー

l o g孟三 郷 t

ズ
ニくM － わ e

J 声 t
＋ a

くal

仲I

d x 珊
－

a，謹
言て荘 dt くCl

くalくb H cl の 値を く2 り に 代入 すれ ば

．

一

去ミ
ニ

ニー
．

．

くM
－

aI e J 声 t

e

一

丁
くM サ 吾 挿 dt

．三．
二 さ

－
き

．主
．

二二

く2 り

く22コ

Z ほ確立 関数 で あるか ら ， 転換 され た被積分関数も確立 関数

である ． した が っ て く221 の 値は 1 と な り ，
こ の 関係よ り， 転換

された被積分関数 は正 規関数と な る こ と が判 る ． すな わ ち

．二妄こニー

ニ

テ1

．
t ユ

e
2 dt 三 l

O C

が成立す る ．

次に Z の 平均値 g は
よ 次の よ うに して 求め られ る ．

亡 こ

ズ
． Z ． d ズ

作M －

a，e
挿 しai e

．

T
d t

く2 21

く2 3う

く23ンに おい て く211 の 場合と 同 じ変 換を 行い
， く2 2I の 結果を 当

て は め ると

t
ユ

1
E ここ 十

声音 L

－ くM
－

わ
ー

一

書言
．ノニ

渾 t
e

て
d t

結 r dt

．
．

8 C

右辺の 第1 項 1 1 に お い て
，

挿 t

8

－ギ
報

－

t
2

ニ 中 軸
＋

告 示
旦ヂ ．

8
号

工l
己 くM

－

わJ 4
ポ
J 芳 e

2
d t ニくM

－

わe
2

江
ユ

ご a

したが っ て

土日

ざ こくM
－

al e
2

＋ a

こ れ よ り

どj

e
2

こく亡
－

a小

r

M －

aン

メェ
ニ2 l og

面二言

が求め られ る ． く241 の 値を く201 に 代入 すれ ば

くlo g 羨望1
1

Z ニ

光くズ
ー

a r
l

e

－

4 l o g孟震

653

く2 4ン

く25I

く251 で M が 中央値と な る こ と ほ
， ズ がM の と き ， く211 の くbン

よ り ， く221 に お い て
，

七 が 0 と な る こ と よ り
，
容易に 判 る ．

Z と
， 非対称分布関数 l 型と を比較す ると

，
係数y o の 他ほ

，

常数並び に 関数の 形ほ全く同 じで あり
，

また ， 共 に 確率関数 で

y o
ニ 1ノ2J 扁 吾

な る こ と が結論 され
，

両 者は 同 じ関数 で あ る こ と が澄明さ れ

た ．

すな わ ち
，

丑型
，

は m が 大きく な る に した が っ て ， I 型 に 近

似 とな り
，

m が無限大に な っ た と き ，
t 塾 に 一 致 す る ． した

が っ て
，

ト型，
H 型の 適合範囲は 接続 して い るの で ある ．

N ． 曲線の概形

口型関数を 導く基と な っ た ピ ア ソ ン の
，

打型曲線も ， m
一 蹴

の と き，
H 型が 収赦 して い く ト型の 曲線 も ， 共 に 単峰性 で あ

り
，

上限 ， 下限， H 型の 上 限は無限大点1 に お い て 徴係数 の 値

が 0 で 有 り
，

モ ー

ドの 両側に 各 1 個の 変曲点 が有 るの で
l

こ の

曲線の 概 形も ， ほ ぼ同様と 考え られ るが
，

モ ー ドの 位置を知 る

こ と ほ 重要であ る ． 以下 ，
こ れ に つ い て 述 べ る ．

く7 巨 財 号を はず して

y 三 卜釦 十音声
一 昭l ＋昔，

喜 一

1

と おき ，

一 次導関数を 求め る と
， 次の 3 項の 積と して 表さ れ

工二ょく1 ＋首，嘉
一 2

項卜 針 十拍
m

－ 1

m ニ
ー 掌くm ＋1 川 ＋告I斗 背く1 十．．か雪くm

－ 11 瑠 －

り
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ー 3 － 2 －

1 0 1 2 3 4 5

c入． Dん D M o c M o M c e D e c入2 0人I

F i g ． 2 ． T h e fi g u r e s of th e t w o f u n c ti o n s C a n d D ． C u r v e C

a n d D sh o w th e fig u r e s of s k e w e d di st rib u ti o n f u n c ti o n I
W h e n b o th of th eir c o n s t a n ts m a r e 4

，
a n d th e c o n s t a n t k

Of C is O －1 b u t th a t of D i s O －2 ■ T o b e e a si e r f o r y o u t o

C O m p a r e th e s h a p e s of th e f u n c ti o n s
，
I p u t all of th eir

m e di a n s th e o ri gi n く0ユ，
a n d a ls o s e t u p th eir s t a n d a rd

d e vi a ti o n s l － C al c u l a ti o n m et h o d w ill b e s h o w n i n a n o th e r

lS S u e ．

6． 7 8

T a b le l ． T h e n u m e ri c al v al u e of th e ele rn e n t s th a t d e cid e th e f o r m of f o u r f u n c ti o n s くA ，
B

，
C

，
D l h a vi n g

diff e r e n t c o n s t a n t s

m
ノ
ノamepmaS b M e di a n M e a n M o d e S k e w n e s s K u r to si s M i ni m u r n M a xi m u m

A 4 0 ． 2 4 ． 08 3 0

B 4 0 ． 4 1 ． 95 2 0

C 8 0 ．1 5 ． 36 5 0

D 8 0 ． 2 2 ． 56 3 0

0 ． 0 8 9 － 0 ． 2 4 2 0 ． 1 7 2 2 ． 7 7 1 －2 ． 4 1 0 4 ．3 8 3

0 ． 1 7 1 － 0 ． 4 4 4 0 ． 6 6 9 3 ． 4 3 9 －1 ． 6 9 9 5 ． 5 4 8

0 ． 0 7 9
れ

0 ． 1 8 5 0 ． 1 7 2 2 ． 9 7 5
－

3 ． 0 5 6 6 ． 1 3 5

0 ． 1 5 3
－

0 ． 3 4 1 0 ． 6 9 7 3 ． 7 7 8 －

2 ． 1 3 3 8 ． 4 5 8

b 仇 m 城 頭
，
biく 卜 告芦1I くだくbiく1 ＋告芦1t

とな ると き
， 常 に 正 で ある ．

江 の 億を 0 と お けば

ズ
ニ biくl 揚芦り

とな る 2 板 が得 られ る ． こ れ ほ こ の 曲 線の 上 限 と 下限 に な

る ． 1 に お ける ズ ほ こ の 範 囲に 含 まれ る ．

軋 に お い て
，

くl ＋告I 杢 x x 畑

とお けば ， 方程式 は 次の よ う に な る ．

一

熟m ＋りX
2

＋ 掌 x ＋くm
－ 1 鳩 一

周

こ れを 解い て

X こ

1 ＋ 緬
m ＋l

K ニ吉

ズ
幼 くX

m
－

り

よ り x の 億 が求め られ る ． こ の 値 が
，

モ ー ドの 位置で ある ．

二 次導関数 は ， 計算が 煩雑に な る た め
， 本文 で ほ 省略する ．

次に 曲線 の 概形を 図 1 ， 2 に 示す が
，

こ れほ 次に 報告する 予

定の
一一

関数 の 常数 の 決め 方
，

で 求め た 表1 の 数値 を基 に して あ

る － 4 例 を あげ た が
， 形状の 比較を し易く する た 捌 こ

， 中央値

を 原点に と り ， 常数 b の 値を 調節 して
， 標準偏差 の 値 を1 に 揃

え て ある ．

結 論

以上 私 ほ非対称 で単独 の 分布関数と して
， 先 に 本誌上 に 発表

した もの よ りも ， 尖鋭度 の 小 さい 範囲に 広く適合 の 可 能性を持

つ 分布関数を 考案 した ．
こ の 関数は

，
ピ ア ソ ソ の 第 2 型の 曲線

よ り変換 され た もの で
， 上 限 ， 下限の 両端 が あり

，
また

， 特定

の 条件 の 下 で 前者 に 収赦す る ． すな わ ち 両者 は理 論的 に 同 じ系

列に 属す るの で ある ．
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