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第 1章

導入

1.1 熱電効果
現在、日本のエネルギー自給率は低いため、その対策が求められている。経済産業省資源エネルギー
庁、日本のエネルギー 2022年度版 「エネルギーの今を知る 10の質問」*1 によると、日本のエネルギー
自給率は 11.3%であり、OECD38か国中 37位である。それは、日本で生産される電力の 8割が火力発
電所によるものであり、化石燃料の自給率が 1%程度だからである。化石燃料はほとんど日本では取れ
ないため、99%は海外からの輸入に頼っている。海外にエネルギー源を依存している問題点として、国
際情勢に影響されて安定的にエネルギー源を確保できないことが考えられる。そのため、日本はエネル
ギーを効率よく使う必要がある。例えば、排熱の再利用などである。電子機器は動作すると熱を放出す
るが、その熱を電気として再利用できればエネルギーの有効活用ができたといえる。このように、熱エ
ネルギーが電気エネルギーに変換されることを熱電効果という。
熱電効果に関わるパラメータとして、電気伝導度 σ、熱伝導度 κ、ゼーベック係数 S、ネルンスト係数

N がある。断面積 A、長さ Lの直方体の一様な試料に、電流 I または熱流 J を流すことを考える。オー
ムの法則より電位差を ∆V、抵抗を Rとすると

∆V = RI, (1.1)

フーリエの法則より温度差を ∆T、熱抵抗を RT とすると

∆T = RTJ, (1.2)

が成り立つ。抵抗 Rおよび熱抵抗 RT は試料の大きさに依存するので、以下のように単位断面積、単位
長さあたりの物理量である抵抗率 ρ、熱抵抗率 ρT を導入する。

ρ =
A

L
R, (1.3)

ρT =
A

L
RT . (1.4)

また、それぞれの逆数は伝導度 σ、熱伝導度 κである。

σ =
1

σ
, (1.5)

κ =
1

κ
. (1.6)

伝導度 σ の単位は [1/(Ω m)]、熱伝導度 κの単位は [W/(K m)]が用いられることが多い。

*1 2024年 3月 13日閲覧、https://www.enecho.meti.go.jp/about/pamphlet/energy2022/001/
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図 1.1 上がゼーベック効果、下がネルンスト効果の図。高温を TH、低温を TL と表した。温度勾配
は x 軸方向に生じる。また、磁場 (磁化) の向きは z 軸方向とする。ゼーベック効果は温度勾配と同
じ方向に電場 Ex が生じる。ネルンスト効果は温度勾配、および磁場 (磁化)の両方と直交する方向に
電場 Ey が生じる。温度勾配と電場の比例係数を、ゼーベック効果では S、ネルンスト効果では N と
する。

次に、図 1.1のように、試料に温度差 ∆T を与えた時のことを考える。高温を TH、低温を TL とした
ので、∆T = TH − TL である。温度勾配は x軸方向に生じる。この温度差∆T を解消しようと電子が移
動し、結果的に電位差 ∆V が発生し、電場 E が生じる。また、磁場 (磁化) の向きは z 軸方向とする。
ゼーベック効果 (縦方向の熱電効果)は温度勾配と同じ方向に電場 Ex が生じる。ネルンスト効果 (横方
向の熱電効果)が起きるためには磁場または磁化が必要であり、温度勾配、および磁場 (磁化)の両方と
直交する方向に電場 Ey が生じる。温度勾配と電場の比例係数を、ゼーベック効果では S、ネルンスト効
果では N とし、以下のように定義される [1, 2]。

S ≡ Ex
(∇T )x

=
S0 + θHN0

1 + θ2H
, (1.7)

N ≡ Ex
(∇T )y

=
N0 − θHS0

1 + θ2H
. (1.8)

ただし、S0 = αxx/σxx, N0 = αxy/σxx, θH = σxy/σxx, σxx, σxy, αxx, αxy は、それぞれ純粋ゼーベッ
ク係数、純粋ネルンスト係数、ホール角、電気伝導度、ホール伝導度、縦方向の熱電伝導度、横方向の熱
電伝導度である。一般的に、ゼーベック効果の方がネルンスト効果よりも大きな熱電効果を起こしやす
い。例えば、CoSb3, IrSb3, Hf0.5Zr0.5CoSb0.8Sn0.2, Hf0.75Zr0.25NiSn0.99Sb0.01 のゼーベック係数 S の
オーダーは S ∼ 102 µV/K である [3, 4]。それに対して、CuCr2Se4−xBrx, Ga1−xMnxAs のネルンス
ト係数 N のオーダーは N ∼ 100 µV/Kである [5, 6]。実用のためには N ∼ 20 µV/K以上は必要であ
る [7]。
さらに、熱電変換物質の性能について考える [8]。熱電変換物質の抵抗を R とする。熱電変換物質
に温度差 ∆T を与えた時、生じる電位差は ∆V = α∆T である。ただし、α はゼーベック係数 S また
はネルンスト係数 N である。この熱電変換物質に、抵抗 Rext = xR の外部素子を接続する。ただし、
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図 1.2 左がゼーベック効果を用いた熱電デバイスの図、右がネルンスト効果を用いた熱電デバイス
の図。ネルンスト効果を用いた熱電デバイスの方が、単純な構造である。

0 ≤ x ≤ 1とする。すると、電流 I が流れる。

I =
α∆T

(1 + x)R
. (1.9)

外部素子で得られる電力は

P = I2Rext =
(α∆T )2

R

x

(1 + x)2
, (1.10)

である。最大値は (α∆T )2/4Rで、x = 1つまり Rext = Rの時である。この最大の電力は

α2

ρ
= α2σ, (1.11)

によって決まる。これを熱伝導度 κで割った値は性能指数 z と呼ばれる。

z =
α2σ

κ
. (1.12)

性能指数 z に温度 T をかけると無次元量になる。そのため、zT は無次元性能指数と呼ばれる。

zT =
α2σ

κ
T. (1.13)

ゼーベック効果において。zT の最大値は 1から 1.5程度である [9]。それに対して、ネルンスト効果に
おいては zT の最大値は 0.01から 0.1程度である [10, 11]。
一般に、ネルンスト効果はゼーベック効果と比べて、熱電係数も無次元性能指数も二桁ほど小さいが、
応用上の利点がある [7]。ネルンスト効果を用いた熱電デバイスの方がゼーベック効果を用いた熱電デバ
イスよりも大型化しやすい。また、熱源が平面である必要がないので、表面が丸かったり凹凸のある熱
源も利用可能である。さらに、構造が単純なデバイスを作成することができるので、耐久性に優れる (図
1.2参照)。

1.2 状態密度
単位エネルギー当たりのエネルギー準位の数 (状態数)を状態密度という。エネルギーが ϵから ϵ+ dϵ

までのエネルギー区間に入る状態数 dN(ϵ) は、状態密度 D(ϵ) を用いて D(ϵ)dϵ と表される。したがっ
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て、エネルギーが ϵ以下である状態数 N(ϵ)は

N(ϵ) =

∫ ϵ

−∞
D(ϵ)dϵ, (1.14)

となる。状態密度 D(ϵ)は、ディラックのデルタ関数 δ(ϵ)を用いて、以下のように定義される [12–14]。

D(ϵ) = V

∫
d3k

(2π)3
δ(ϵ− ϵ(k)). (1.15)

ただし、ϵ, k, V はそれぞれエネルギー、波数、unit cellの体積である。さらに、状態密度 D(ϵ)は、

D(ϵ) =

∫
V

(2π)3
dA

|∇kϵ(k)|
, (1.16)

のように k 空間におけるエネルギー ϵ の等エネルギー面 A の積分で表される。この式は、状態密度が
∇kϵ(k) = 0 を満足するところで特異点を持つことを示している。この特異点のことを、van Hove特異
点という。van Hove特異点付近のエネルギーを

ϵ(k) = ϵc ±
ℏ2

2mx
k2x ±

ℏ2

2my
k2y ±

ℏ2

2mz
k2z , (1.17)

のように二次形式で近似すると、van Hove特異点は k = 0に存在する。ただし、ϵc は定数、mx, my,

mz は有効質量である。ϵ(k) = ϵc − ℏ2

2mx
k2x − ℏ2

2my
k2y − ℏ2

2mz
k2z のように符号が全て負の時は、ϵ(k)は k

= 0で極大値をとる。一方、ϵ(k) = ϵc + ℏ2

2mx
k2x + ℏ2

2my
k2y + ℏ2

2mz
k2z のように符号が全て正の時は、ϵ(k)

は k = 0で極小値をとる。それ以外の時は、 k = 0で ϵ(k)は鞍点となる。以上のように、van Hove特
異点は極大型、極小型、鞍点型の三種類がある。二次元系の場合、極大型および極小型 van Hove特異点
で、状態密度は階段関数になる [12–14]。また、鞍点型 van Hove特異点 (ϵ = ϵs)で、状態密度は D(ϵ)

≃ −C
√
mxmy

π2ℏ2 ln |ϵ− ϵs| と表される [12–14] (C は定数)。つまり、ϵ = ϵs で状態密度 D(ϵ)が発散する。

1.3 研究概要
私たちは、大きな熱電効果の起源を知ることは高効率な熱電材料の開発につながると考えたため、
大きなゼーベック係数 (|S| > 103 µV/K) やネルンスト係数 (|N | > 10 µV/K) の要因を研究した。
ゼーベック係数およびネルンスト係数の式 (式 (1.7), (1.8)) は、温度勾配 ∇T が一定ならばゼーベッ
ク係数 |S| やネルンスト係数 |N | が大きいほど、大きな電場 |E| が得られることを示している。ま
た、一般にホール角 θH の大きさは 0.1 以下であり、|S0| や |N0| に比べて小さい。S0 = αxx/σxx,

N0 = αxy/σxx であるから、本研究において、縦方向の熱電伝導度 |αxx| が大きければ |S| も大き
い、横方向の熱電伝導度 |αxy| が大きければ |N | も大きい、とみなす。熱電伝導度 αij は σij を用い
て αij = −1/|e|

∫
dϵ σij (ϵ − µ)/T (−∂f/∂ϵ) と求められる (i, j = x or y)。σxx はボルツマンの半

古典論によると、e2 ∫ dϵ Σxx(ϵ)(−∂f/∂ϵ) と表される [15]。e, ϵ, µ, T , f はそれぞれ電気素量、エネ
ルギー、化学ポテンシャル、絶対温度、フェルミ・ディラック分布関数である。Σxx(ϵ) は transport

distribution function と呼ばれ、Σxx(ϵ) =
∑

k v
2
x(k)τ(k)δ(ϵ − ϵ(k)) である [15]。k, v, τ , δ はそれ

ぞれ波数ベクトル、群速度、緩和時間、ディラックのデルタ関数である。緩和時間 τ を定数と近似
すると、Σxx(ϵ) = τv2x(ϵ)D(ϵ) と表され、v2x(ϵ) =

∑
k v

2
x(k)δ(ϵ − ϵ(k)) /

∑
k δ(ϵ − ϵ(k)) であり、

D(ϵ) =
∑

k δ(ϵ− ϵ(k))は状態密度である。このような場合、vxが有限ならば、D(ϵ)が大きいと |αxx|も
大きくなると推測できる。一方、ホール伝導度 σxy は、波数 kに依存するベリー曲率 Ωn,z(k)を用いて、
e2/ℏ

∑
n

∫
ddk/(2π)d Ωn,z(k)f(ϵn(k), µ, T ) と表される。ただし、n, dはバンドインデックス、系の次
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元である。ここで、エネルギー ϵに依存するベリー曲率 Ωz(ϵ)を、Ωz(ϵ) =
∑
n,k Ωn,z(k)δ(ϵ− ϵn(k)) /∑

n,k δ(ϵ − ϵn(k)) と定義する。すると、σxy は σxy = (e2/ℏ) (1/V )
∫
dϵ Ωz(ϵ)D(ϵ)f(ϵ, µ, T ) と表さ

れ、Ωz(ϵ)が有限ならば、D(ϵ)が大きいと |αxy|も大きくなると期待される。Minami et al.は、三次元
系で nodal lineのある系である Co3Sn2S2, Co2MnGa, Fe3Alにおいて、nodal line由来の大きなベリー
曲率が得られ、さらに nodal line 上の状態密度のピークが得られたため、大きな |αxy|が生じたと報告
した [16]。
大きなゼーベック係数とネルンスト係数を誘起する要因として、状態密度の特異点である van Hove特
異点 [12–14] に注目した。van Hove特異点は極大型、極小型、鞍点型の三種類ある。二次元系の場合、
鞍点型 van Hove特異点で状態密度は発散するため、D(ϵ)および |D(ϵ)/dϵ|は大きい。一方、極大型お
よび極小型 van Hove特異点では、D(ϵ)は階段関数になるため、|D(ϵ)/dϵ|は大きい。よって、二次元系
では極大型、極小型、鞍点型いずれの van Hove特異点でも、大きな |αxx|や |αxy|が期待できる。二次
元系における、大きなゼーベック係数やネルンスト係数に関する先行研究として、例えば ReX2 (X =

S, Se, Te) [17], FeCl2 [18], CrTe2 [19], Fe3GeTe2 [20] などがあるが、van Hove特異点に関する議論は
されていない。そこで、私たちは大きなゼーベック係数と異常ネルンスト係数の起源として、van Hove

特異点に注目した。
第 4章と第 5章において、熱電効果における van Hove特異点の影響について考察し、第 6章で、電
気伝導度 σxx とホール伝導度 σxy の関係、および緩和時間について考察した。第 4章で、二次元系にお
ける鞍点型 van Hove 特異点は、大きな熱電係数を得るためには重要であることを報告する。私たちは
カイラルスピン状態のカゴメ格子モデルに対して密度汎関数理論に基づく第一原理計算を行い、縦方向
の熱電伝導度 αxx および横方向の熱電伝導度 αxy が大きくなる要因として、状態密度とベリー曲率に注
目した。緩和時間を定数と仮定した場合、鞍点型 van Hove 特異点があるところで大きな |αxx| が得ら
れた。|αxy|に関しては、異常ホール伝導度 σxy が内因性の寄与 (intrinsic contribution) が支配的であ
ると仮定した場合、鞍点型 van Hove 特異点があり、かつベリー曲率が大きいところで大きな値が得ら
れた。よって、二次元磁性体の熱電性を増大させる起源として、鞍点型の van Hove 特異点が重要であ
ることがわかった。また、スピンの極角 (z 軸となす角)を変えることによりバンドが平らになり、ゼー
ベック駆動なネルンスト効果が得られることがわかった。第 5章では、現実的な系において、nodal line

の状態密度の van Hove 特異点によって、大きな熱電係数が得られたことを報告する。二次元強磁性体
である、Cr2Ge2Te6 薄膜に関して第一原理を行なった。一層の場合、電子を一個程度ドープした領域で
nodal lineを得た。nodal lineの状態密度の van Hove特異点ではベリー曲率が大きくなり、大きな異常
ホール伝導度 σxy および大きな横方向の熱電伝導度 αxy が得られた。二層の場合、nodal lineがあるエ
ネルギー領域に、状態密度の鞍点型 van Hove特異点があった。そのため、|αxy|は、一層の時に比べて
二層の時の方が二倍程度大きかった。第 6章では、電気伝導度 σxx とホール伝導度 σxy の関係、および
緩和時間について考察した。Onoda et al. は、電気伝導度 σxx とホール伝導度 σxy の実験データから、
ホール伝導度における内因性の寄与が支配的な領域と外因性の寄与が支配的な領域を発見した [21]。私
たちは、その結果を元に緩和時間の考察を行なった。さらに、Onoda et al.の論文 [21]は 2008年に出
版されたものである。そのため、私たちは 2008年以降に出版された論文から、電気伝導度 σxx とホール
伝導度 σxy の実験データを収集し、Onoda et al. [21]のグラフに追加した。
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第 2章

理論

2.1 磁場中の二次元電子系
磁場中の二次元電子系の固有エネルギーおよび波動関数を導出する。二次元電子系に、垂直な磁場を
かけてその抵抗およびホール抵抗を測定する。低温ではホール伝導率は e2/h の整数倍に量子化される
(eは電気素量、hはプランク定数)。

σxy = N
e2

h
. (2.1)

これを整数量子ホール効果と呼ぶ [22–25] 。整数 N は、ランダウ準位の占有率 (第 N 番目のランダウ準
位まで電子が詰まっていること)に相当する。例えば、調和振動子のエネルギー固有値の nである。

En = ℏω
(
n+

1

2

)
, (n = 0, 1, 2, · · · ). (2.2)

「低温でホール伝導度 σxy が量子化される」という現象は、試料の大きさ、形状、クオリティー (易動
度)といった系の詳細によらず普遍的である。

2.1.1 有効質量
有効質量についてまとめる。エネルギー固有値 E(k)の波動関数の群速度 v(k)は、

v(k) =
1

ℏ
∂E(k)

∂k
, (2.3)

である。この時、加速度 dv/dtを計算する。

dv(k)

dt
=

1

ℏ
d

dt

∂E(k)

∂k
(2.4)

=
1

ℏ

(
dk

dt
· ∂
∂k

)
∂E(k)

∂k
. (2.5)

ここで、運動量 p = ℏkより、力 F =
dp

dt
= ℏ

dk

dt
と定義する。これを代入する。

dv(k)

dt
=

1

ℏ2

(
F · ∂

∂k

)
∂E(k)

∂k
(2.6)

dvi(k)

dt
=

1

ℏ2

(
Fj

∂

∂kj

)
∂E(k)

∂ki
(2.7)

=
1

ℏ2
∂2E(k)

∂ki∂ki
Fj . (2.8)
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ここで、 (
1

m∗

)
ij

≡ 1

ℏ2
∂2E(k)

∂ki∂ki
, (2.9)

と定義する。 1

m∗ を逆有効質量テンソル、その逆行列を有効質量テンソルと呼ぶ。

dvi(k)

dt
=

(
1

m∗

)
ij

Fj . (2.10)

以上より、固体中の電子は、有効質量を考えることで、真空中と同形式の運動方程式m
dv

dt
= F が成立

する。

2.1.2 電磁場中の荷電粒子のハミルトニアン
電磁場中の電子のハミルトニアンを導出する。まず、電磁場中の荷電粒子について考える。粒子の質
量をm、電荷を q、速度を v とする。電場を E、磁場をB とすると、粒子が電磁場から受ける力 (ロー
レンツ力)は、

F = q(E + (v ×B)), (2.11)

で与えられる。したがって、運動方程式は

mẍ = qEx + q(ẏBz − żBy), (2.12)

mÿ = qEy + q(żBx − ẋBz), (2.13)

mz̈ = qEz + q(ẋBy − ẏBx), (2.14)

となる。ここで、電磁場を表すのに E と B を用いる替わりに、スカラーポテンシャル Φとベクトルポ
テンシャルAを用いる。E, B との関係は、

E = −∇Φ − ∂A

∂t
, (2.15)

B = ∇×A, (2.16)

で与えられる。これらを代入する。

mẍ = −q ∂Φ

∂x
− q

∂Ax
∂t

+ q

[
ẏ

(
∂Ay
∂x

− ∂Ax
∂y

)
− ż

(
∂Ax
∂z

− ∂Az
∂x

)]
, (2.17)

mÿ = −q ∂Φ

∂y
− q

∂Ay
∂t

+ q

[
ż

(
∂Az
∂y

− ∂Ay
∂z

)
− ẋ

(
∂Ay
∂x

− ∂Ax
∂y

)]
, (2.18)

mz̈ = −q ∂Φ

∂z
− q

∂Az
∂t

+ q

[
ẋ

(
∂Ax
∂z

− ∂Az
∂x

)
− ẏ

(
∂Az
∂y

− ∂Ay
∂z

)]
. (2.19)

このとき、ラグランジアンは以下のようになる。

L =
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) − qΦ + (ẋAx + ẏAy + żAz). (2.20)

運動量は、

px =
∂L

∂ẋ
= mẋ+ qAx, (2.21)

py =
∂L

∂ẏ
= mẏ + qAy, (2.22)

pz =
∂L

∂ż
= mż + qAz, (2.23)
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となる。よって、ハミルトニアンは、以下のようになる。

H = pxẋ+ py ẏ + pz ż − L (2.24)

=
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) + qΦ (2.25)

=
1

2m

[
(px − qAx)2 + (py − qAy)2 + (pz − qAz)

2
]

+ qΦ. (2.26)

2.1.3 磁場中の二次元電子系
磁場中の二次元電子系の波動関数を導出する。磁場のみを考えるので、Φ = 0とする。電子を考える
ので、q = −eとする。CGSガウス単位系を用いると、A → A/cとなる。ただし cは光速である。二次
元系より、x成分と y 成分のみを考える。また、固体中の電子を扱っているので、電子の質量は有効質量
m∗ を用いる。
以上より、磁場中の二次元電子系のハミルトニアンは、以下のようになる。

H(px, py) =
1

2m∗

(
p +

e

c
A
)2
. (2.27)

磁場は +z 方向を向いていると仮定しているので、

A =

 0
Bx
0

 , (2.28)

とする。Aはランダウゲージと呼ばれる。この時、ハミルトニアン

H(px, py) =
1

2m∗

[
px

2 +
(
py +

e

c
Bx
)2]

, (2.29)

は y 座標を含まないため、y 方向の運動量が保存量となる。y 方向に Ly の周期境界条件を課すことによ
り、波動関数は

ψ(x, y) =
1√
Ly
eikyyψky (x), (2.30)

と書ける。そこで、py をその固有値 ℏky で置き換えた、H(px, ℏky)の固有状態を調べる。

H(px, ℏky) =
1

2m∗

[
px

2 +
(
ℏky +

e

c
Bx
)2]

(2.31)

=
1

2m∗ px
2 +

e2B2

2m∗c2

(
x+

ℏcky
eB

)2

(2.32)

=
1

2m∗ px
2 +

m∗ω2
c

2
(x−X)2. (2.33)

ここで、

ωc =
eB

m∗c
, (2.34)

X = −ℏcky
eB

= −l2Bky, (2.35)

lB =

√
ℏc
eB

, (2.36)
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とした。この時、ハミルトニアン H(px, ℏky)(式 (2.33))の固有状態は、調和振動子型ポテンシャルの問
題で知られるように、

ϕn(x) =

(
1

2nn!
√
πlB

)2

exp

[
−1

2

(
x

lB

)2
]
Hn

(
x

lB

)
, (2.37)

で与えられる [26]。ただしHn はエルミート多項式で、n = 0, 1, 2, 3, · · · である。したがって、ハミルト
ニアン H(px, py)(式 (2.29))の固有状態は

ψn,X(x, y) =
1√
Ly
e−i(X/l

2
B)yϕn(x−X), (2.38)

と書ける。これは y 方向に広がっており、x方向には X の周りに √
2n+ 1lB 程度の幅に局在している。

一方、エネルギー固有値は

En = ℏωc
(
n+

1

2

)
, (n = 0, 1, 2, 3, · · · ), (2.39)

となる。nで指定される準位を n次のランダウ準位と呼ぶ。

2.2 ベリー曲率とチャーン数
2.2.1 ベリー曲率およびチャーン数の定義
ベリー曲率およびチャーン数を定義する。y 方向に電場 E をかけた時に、x 方向に流れる電流密
度 ⟨jx⟩E を計算する。電場の項は、磁場中の電子のハミルトニアン H (式 (2.27)) に対する摂動項
H ′ = −(−e)Ey = eEy として考える。摂動論より、ハミルトニアン H における状態を |n⟩ とした時、
ハミルトニアン H +H ′ における状態 |n⟩E は、

|n⟩E = |n⟩ −
∑
m( ̸=n)

⟨m|H ′|n⟩
Em − En

|m⟩ + · · · (2.40)

= |n⟩ +
∑
m( ̸=n)

⟨m|H ′|n⟩
En − Em

|m⟩ + · · · (2.41)

= |n⟩ +
∑
m( ̸=n)

⟨m|eEy|n⟩
En − Em

|m⟩ + · · · , (2.42)

と近似される [27, 28] 。以下では、摂動は一次まで扱うことにする。

|n⟩E = |n⟩ +
∑
m( ̸=n)

⟨m|eEy|n⟩
En − Em

|m⟩. (2.43)

したがって、系の面積を S = LxLy とした時、ホール電流は、

⟨jx⟩E =
1

LxLy

∑
n

f(En)⟨n|E(−e)vx|n⟩E (2.44)

=
1

LxLy

∑
n

f(En)

⟨n| +
∑
m( ̸=n)

⟨n|eEy|m⟩
En − Em

⟨m|

(−e)vx

|n⟩ +
∑
m( ̸=n)

⟨m|eEy|n⟩
En − Em

|m⟩

(2.45)

=
1

LxLy

∑
n

f(En)

(
⟨n|(−e)vx|n⟩

+
∑
m( ̸=n)

⟨n|(−e)vx|m⟩⟨m|eEy|n⟩
En − Em

+
∑
m( ̸=n)

⟨n|eEy|m⟩⟨m|(−e)vx|n⟩
En − Em

+ · · ·

)
. (2.46)
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ここで、⟨n|(−e)vx|n⟩は、電場の無いときの項なので、無視する。加えて、二次以上の摂動も無視する。
よって、電気伝導度 σxy は、

σxy =
⟨jx⟩E
E

(2.47)

=
1

E

1

LxLy

∑
n

f(En)
∑
m( ̸=n)

(
⟨n|(−e)vx|m⟩⟨m|eEy|n⟩

En − Em
+

⟨n|eEy|m⟩⟨m|(−e)vx|n⟩
En − Em

)
(2.48)

=
−e2

LxLy

∑
n

f(En)
∑
m( ̸=n)

(
⟨n|vx|m⟩⟨m|y|n⟩

En − Em
+

⟨n|y|m⟩⟨m|vx|n⟩
En − Em

)
, (2.49)

となる。ここで、ハイゼンベルグ方程式より、

vy =
dy

dt
=

1

iℏ
[y,H ] (2.50)

=
1

iℏ
(yH −Hy). (2.51)

なので、

⟨m|vy|n⟩ =
1

iℏ

(
⟨m|yH|n⟩ − ⟨m|Hy|n⟩

)
(2.52)

⟨m|vy|n⟩ =
1

iℏ

(
En⟨m|y|n⟩ − Em⟨m|y|n⟩

)
(2.53)

⟨m|vy|n⟩ =
1

iℏ
(En − Em)⟨m|y|n⟩ (2.54)

iℏ
En − Em

⟨m|vy|n⟩ = ⟨m|y|n⟩ (2.55)

⟨m|y|n⟩ =
iℏ

En − Em
⟨m|vy|n⟩, (2.56)

となる。よって、電気伝導度 σxy は、

σxy =
−iℏe2

LxLy

∑
n

f(En)
∑
m( ̸=n)

(
⟨n|vx|m⟩⟨m|vy|n⟩

(En − Em)2
+

⟨n|vy|m⟩⟨m|vx|n⟩
(En − Em)(Em − En)

)
(2.57)

=
−iℏe2

LxLy

∑
n

f(En)
∑
m( ̸=n)

(
⟨n|vx|m⟩⟨m|vy|n⟩

(En − Em)2
− ⟨n|vy|m⟩⟨m|vx|n⟩

(En − Em)2

)
, (2.58)

となる。今回、磁場中の二次元電子系を考えている。ハミルトニアンは式 (2.27) 、波動関数は (2.38) で
ある。x方向、y 方向の両方に周期境界条件を課す。x , y それぞれの周期を Lx, Ly とする。位相因子
は、それぞれ eiαLx , eiβLy とする。式 (2.38) より、波動関数 ψ は y 方向に関しては広がっている (平
面波)。

ψ(y + Ly) = eiβLyψ(y). (2.59)

一方、x方向には局在している。

ψ(x+ Lx) = eiαLxe−ikyyψ(x) (2.60)

= eiαLxe−i(−Lx/l
2
B)yψ(x) (∵ (2.36)) (2.61)

= eiαLxe−i(−(eBLx)/(ℏc))yψ(x) (2.62)

= eiαLxei(eB/ℏc)yLxψ(x). (2.63)

状態 |n⟩ の座標表示 ψn に、

ϕn = e−i(αx+βy)ψn, (2.64)
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のようなユニタリー変換を行う。ϕに対するハミルトニアンは、もとの H の中の微分演算子に対して、
変換

−i ∂
∂x

→ −i ∂
∂x

+ α , − i
∂

∂y
→ −i ∂

∂y
+ β, (2.65)

を行なったものになる。これを H̃ とおく。α, β は、波数に対応するので、群速度 vx, vy は以下のよう
になる。

vx =
1

ℏ
∂H̃

∂α
, (2.66)

vy =
1

ℏ
∂H̃

∂β
. (2.67)

これらを、電気伝導度 σxy の式 (2.49)に代入する。

σxy =
−iℏe2

LxLy

∑
n

f(En)
∑
m( ̸=n)

1

(En − Em)2

(〈
ϕn

∣∣∣∣∣1ℏ ∂H̃∂α
∣∣∣∣∣ϕm

〉〈
ϕm

∣∣∣∣∣1ℏ ∂H̃∂β
∣∣∣∣∣ϕn
〉

−

〈
ϕn

∣∣∣∣∣1ℏ ∂H̃∂β
∣∣∣∣∣ϕm

〉〈
ϕm

∣∣∣∣∣1ℏ ∂H̃∂α
∣∣∣∣∣ϕn
〉)

. (2.68)

ここで、ハイゼンベルグ方程式より (eq (2.55))、

⟨m|vy|n⟩ =
1

iℏ
(En − Em)⟨m|y|n⟩, (2.69)

より、 〈
ϕn

∣∣∣∣∣1ℏ ∂H̃∂α
∣∣∣∣∣ϕm

〉
=

1

iℏ
(En − Em)

〈
ϕm

∣∣∣∣ ∂∂α
∣∣∣∣ϕn〉 , (2.70)〈

ϕn

∣∣∣∣∣1ℏ ∂H̃∂β
∣∣∣∣∣ϕm

〉
=

1

iℏ
(En − Em)

〈
ϕm

∣∣∣∣ ∂∂β
∣∣∣∣ϕn〉 , (2.71)

となる。これらを、電気伝導度 σxy の式に代入する。

σxy =
−iℏe2

LxLy

∑
n

f(En)
∑
m( ̸=n)

(En − Em)(Em − En)

(iℏ)2(En − Em)2

(〈
ϕn

∣∣∣∣ ∂∂α
∣∣∣∣ϕm〉〈ϕm∣∣∣∣ ∂∂β

∣∣∣∣ϕn〉

−
〈
ϕn

∣∣∣∣ ∂∂β
∣∣∣∣ϕm〉〈ϕm∣∣∣∣ ∂∂α

∣∣∣∣ϕn〉
)

(2.72)

=
e2

(iℏ)LxLy

∑
n

f(En)
∑
m( ̸=n)

(〈
ϕn

∣∣∣∣ ∂∂α
∣∣∣∣ϕm〉〈ϕm∣∣∣∣ ∂∂β

∣∣∣∣ϕn〉

−
〈
ϕn

∣∣∣∣ ∂∂β
∣∣∣∣ϕm〉〈ϕm∣∣∣∣ ∂∂α

∣∣∣∣ϕn〉
)

(2.73)

=
e2

(iℏ)LxLy

∑
n

f(En)
∑
m( ̸=n)

(〈
ϕn

∣∣∣∣∂ϕm∂α
〉〈

ϕm

∣∣∣∣∂ϕn∂β
〉
−
〈
ϕn

∣∣∣∣∂ϕm∂β
〉〈

ϕm

∣∣∣∣∂ϕn∂α
〉)

.(2.74)

ここで、

⟨ϕm|ϕn⟩ = 0, (2.75)
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より、
∂

∂α
⟨ϕm|ϕn⟩ = 0 (2.76)〈

∂ϕn
∂α

∣∣∣∣ϕm〉+

〈
ϕm

∣∣∣∣∂ϕn∂α
〉

= 0 (2.77)〈
ϕm

∣∣∣∣∂ϕn∂α
〉

= −
〈
∂ϕn
∂α

∣∣∣∣ϕm〉 , (2.78)

であるから、電気伝導度 σxy は、

σxy =
e2

(iℏ)LxLy

∑
n

f(En)
∑
m( ̸=n)

(〈
ϕn

∣∣∣∣∂ϕm∂α
〉〈

ϕm

∣∣∣∣∂ϕn∂β
〉
−
〈
ϕn

∣∣∣∣∂ϕm∂β
〉〈

ϕm

∣∣∣∣∂ϕn∂α
〉)

(2.79)

=
e2

(iℏ)LxLy

∑
n

f(En)
∑
m( ̸=n)

(
−
〈
∂ϕn
∂α

∣∣∣∣ϕm〉〈ϕm∣∣∣∣∂ϕn∂β
〉

+

〈
∂ϕn
∂β

∣∣∣∣ϕm〉〈ϕm∣∣∣∣∂ϕn∂α
〉)

(2.80)

=
e2

(iℏ)LxLy

∑
n

f(En)

(
−
〈
∂ϕn
∂α

∣∣∣∣∂ϕn∂β
〉

+

〈
∂ϕn
∂β

∣∣∣∣∂ϕn∂α
〉)

(2.81)

=
e2

iℏ
∑
n

f(En)

(
−
〈
∂ϕn
∂θx

∣∣∣∣∂ϕn∂θy

〉
+

〈
∂ϕn
∂θy

∣∣∣∣∂ϕn∂θx

〉)
, (2.82)

となる。ただし、θx = αLx, θy = βLy である。今回、フェルミ準位はバンドギャップに存在すると仮定
する。この時、すべての境界条件 (θx, θy)について平均をとる。

σxy =
e2

iℏ
∑
n

∫ 2π

0

dθx
2πi

∫ 2π

0

dθy
2πi

(
−
〈
∂ϕn
∂θx

∣∣∣∣∂ϕn∂θy

〉
+

〈
∂ϕn
∂θy

∣∣∣∣∂ϕn∂θx

〉)
(2.83)

=
e2

h

∑
n

∫∫
dθxdθy

2π

[
(−i)

(〈
∂ϕn
∂θx

∣∣∣∣∂ϕn∂θy

〉
−
〈
∂ϕn
∂θy

∣∣∣∣∂ϕn∂θx

〉)]
. (2.84)

ここで、θ を、一般的な座標 Rで表す。

(θx, θy) = (Rx, Ry) = R. (2.85)

この時、ϕn = ϕn(R)となる。また、積分は面積分 ∫
S
になる。

σxy =
e2

h

∑
n

∫
S

dR

2π

[
(−i)

(〈
∂ϕn
∂Rx

∣∣∣∣ ∂ϕn∂Ry

〉
−
〈
∂ϕn
∂Ry

∣∣∣∣ ∂ϕn∂Rx

〉)]
(2.86)

=
e2

h

∑
n

∫
S

dR

2π

[
(−i)

(
∂

∂Rx

〈
ϕn

∣∣∣∣ ∂ϕn∂Ry

〉
− ∂

∂Ry

〈
ϕn

∣∣∣∣ ∂ϕn∂Rx

〉)]
(2.87)

=
e2

h

∑
n

∫
S

dR

2π

[
∂

∂Rx

(
(−i)

〈
ϕn

∣∣∣∣ ∂

∂Ry

∣∣∣∣ϕn〉)− ∂

∂Ry

(
(−i)

〈
ϕn

∣∣∣∣ ∂

∂Rx

∣∣∣∣ϕn〉)] , (2.88)

となる。ここで、ベリー接続An、ベリー曲率 Ωn を以下で定義する。

An(R) ≡ −i⟨ϕn(R)|∇R|ϕn(R)⟩, (2.89)

Ωn(R) ≡ ∇R ×An(R). (2.90)

ホール伝導度 σxy は、ベリー曲率 Ωn を用いて

σxy =
e2

h

∑
n

∫
S

dR

2π
[Ωn(R)]z, (2.91)
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となる。右辺の積分部分の和を、チャーン数 ν と定義する。

ν ≡
∑
n

∫
S

dR

2π
[Ωn(R)]z. (2.92)

また、面積分 ∫
S
を線積分 ∮

C
に替えることにより、ベリー位相 γn を定義する [29]。

ν =
∑
n

∫
S

dR

2π
[Ωn(R)]z (2.93)

=
1

2π

∑
n

∮
C

dR ·An(R) (2.94)

≡ 1

2π

∑
n

γn. (2.95)

ϕn は一周回ると元に戻るので、ベリー位相 γn は 2π の整数倍になる。よって、フェルミ準位がバンド
ギャップ内にある領域において、電気伝導度 σxy が e2/hの整数倍になることが示された。得られた以
下の式は、Thouless, Kohmoto, Nightingale, Nijs が最初に提案したため、TKNN 公式と呼ばれてい
る [30]。

σxy = ν
e2

h
, (ν = 0,±1,±2, · · · ). (2.96)

また、温度 T、化学ポテンシャル µにおけるホール伝導度 σxy(µ, T )は、エネルギーを ϵとした時のフェ
ルミ・ディラック分布関数 f(ϵ, µ, T )を用いて

σxy(µ, T ) =
e2

h

∑
n

∫
d2k

2π
Ωn,z(k)f(ϵn(k), µ, T ), (2.97)

と表される [31]。ただし、ϵn は n番目のバンドのエネルギーである。

2.2.2 小さなバンドギャップが生み出すベリー曲率
線形分散しているバンドの縮退点はWeyl点と呼ばれていて、そのWeyl点が線のようにつながってい
ると nodal line と呼ばれる。Weyl 点や nodal line などのバンドの縮退点は、スピン軌道相互作用があ
るとその縮退が解けて小さなギャップが生じる。その小さなバンドギャップによって生じるベリー曲率
について考察した。
ベリー曲率 Ωz は以下のように定義される。

Ωn(k) = −i⟨∇kun(k)| × |∇kun(k)⟩. (2.98)

式 (2.98)は、固有値方程式H|un⟩ = En|un⟩を用いて、以下のように表される。(両辺を kγ で微分して、
左から ⟨um|をかけた。)

Ωn,α = −iεαβγ
∑
m( ̸=n)

∑
βγ

⟨un| ∂H∂kβ |um⟩⟨um| ∂H∂kγ |un⟩
(ϵn − ϵm)2

. (2.99)

ただし、εαβγ は、レビチビタ記号である。群速度 vµ = (1/ℏ)(∂H/∂kµ)を用いて表すと、

Ωn,α = −iℏ2εαβγ
∑
m( ̸=n)

∑
βγ

⟨un|vβ |um⟩⟨um|vγ |un⟩
(ϵn − ϵm)2

. (2.100)

となる [25, 29, 30,32]。
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式 (2.99)を式 (2.98)から導出する。

Ωn(k) = −i⟨∇kun(k)| × |∇kun(k)⟩ (2.101)

Ωn,α(k) = −iεαβγ
∑
βγ

〈
∂un
∂kβ

∣∣∣∣∂un∂kγ

〉
(2.102)

Ωn,α(k) = −iεαβγ
∑
βγ

∑
m

〈
∂un
∂kβ

∣∣∣∣um〉〈um∣∣∣∣∂un∂kγ

〉
. (2.103)

固有値方程式

H(k)|un(k)⟩ = En(k)|un(k)⟩, (2.104)

の両辺を kγ について微分し、さらに左から ⟨um|をかける。〈
um

∣∣∣∣ ∂H∂kγ
∣∣∣∣un〉+ Em

〈
um

∣∣∣∣∂un∂kγ

〉
=
∂En
∂kγ

⟨um|un⟩ + En

〈
um

∣∣∣∣∂un∂kγ

〉
. (2.105)

ここで、m ̸= nとすると ⟨um|un⟩ = 0、エネルギーに縮退がないとすると Em ̸= En である。

〈
um

∣∣∣∣∂un∂kγ

〉
=

〈
um

∣∣∣ ∂H∂kγ ∣∣∣un〉
En − Em

. (2.106)

これを式 (2.103)に代入すると、式 (2.99)のベリー曲率の成分表示が得られる。

Ωn,α = −iεαβγ
∑
m( ̸=n)

∑
βγ

⟨un| ∂H∂kβ |um⟩⟨um| ∂H∂kγ |un⟩
(ϵn − ϵm)2

. (2.107)

成分ではなく、行列で表すと以下のようになる。

Ωn = −i
∑
m( ̸=n)

⟨un|∂H∂k |um⟩ × ⟨um|∂H∂k |un⟩
(ϵn − ϵm)2

. (2.108)

式 (2.99)の分母 (ϵn − ϵm)2 より、バンドギャップが狭いところが、ベリー曲率の大きさに大きく寄与
する。その二本のバンドによるベリー曲率を Ω1,z と Ω2,z する。この時、

Ω1,z = −i

(
⟨u1| ∂H∂kx |u2⟩⟨u2|

∂H
∂ky

|u1⟩
(ϵ1 − ϵ2)2

−
⟨u1| ∂H∂ky |u2⟩⟨u2|

∂H
∂kx

|u1⟩
(ϵ1 − ϵ2)2

)
, (2.109)

Ω2,z = −i

(
⟨u2| ∂H∂kx |u1⟩⟨u1|

∂H
∂ky

|u2⟩
(ϵ2 − ϵ1)2

−
⟨u2| ∂H∂ky |u1⟩⟨u1|

∂H
∂kx

|u2⟩
(ϵ2 − ϵ1)2

)
. (2.110)

以上より、Ω2,z = −Ω1,z となる。このことは、Weyl点や nodal line由来の小さなバンドギャップによっ
て、正と負の方向にそれぞれ同じ大きさのベリー曲率のピークが生じると言える。次に、Ω1,z と Ω2,z に
よるホール伝導度 σxy について考える。

σxy(µ, T ) =
e2

h

∑
n

∫
d2k

2π
Ωn,z(k)f(ϵn(k), µ, T ), (2.111)

より、ベリー曲率 Ω1,z, Ω2,z に対応するエネルギーバンドを ϵ1(k), ϵ2(k)とすると、

σxy(µ, T ) =
e2

h

(∫
d2k

2π
Ω1,z(k)f(ϵ1(k), µ, T ) +

∫
d2k

2π
Ω2,z(k)f(ϵ2(k), µ, T )

)
. (2.112)
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今は、Weyl点や nodal line由来の小さなバンドギャップによって生じたベリー曲率を考えている。化学
ポテンシャル µ がそのバンドギャップのエネルギーより十分大きい場合は f(ϵ1, µ, T ) = f(ϵ2, µ, T ) =

0 なので、σxy(µ, T ) = 0 となる。逆に、化学ポテンシャル µ がそのバンドギャップのエネルギーより
十分小さい場合は f(ϵ1, µ, T ) = f(ϵ2, µ, T ) = 1だが、Ω2,z = −Ω1,z なので σxy(µ, T ) = 0となる。化
学ポテンシャル µ がバンドギャップのエネルギーとほぼ同じ位置にある時は、低温 (T ≪ 1) のときは
f(ϵ1, µ, T ) = 1、f(ϵ2, µ, T ) = 0 と近似できるから、

σxy(µ, T ) =
e2

h

∫
d2k

2π
Ω1,z(k), (2.113)

となる。以上の結果は、Ω1,z が正のピークを持てば σxy も正のピークを持ち、Ω1,z が負のピークを持て
ば σxy も負のピークを持つことを示している。また、Mott則 [33]より、低温において横方向の熱電伝導
度 αxy がホール伝導度 σxy のエネルギー微分 ϵに比例する、という近似が成り立つ。なので、Weyl点
や nodal line由来の小さなバンドギャップのあるエネルギーで、横方向の熱電伝導度 αxy のピークが得
られる。

2.3 状態密度の特異点 (van Hove特異点)

状態密度の特異点 (van Hove特異点)についてまとめる。状態密度D(ϵ)は、ディラックのデルタ関数
δ(ϵ)を用いて、以下のように定義される [12–14]。

D(ϵ) = Ld
∫

ddk

(2π)d
δ(ϵ− ϵ(k)). (2.114)

ただし、d, ϵ, k, Lはそれぞれ次元、エネルギー、波数、基本並進ベクトルの長さである。ここで、k 空
間において、二つの等エネルギー面 ϵ(k) = ϵと ϵ(k) = ϵ + dϵ を考える。これら二つの等エネルギー面
の距離 dϵは、

dϵ = ∇kϵ(k) · dk, (2.115)

である。上の二式から、状態密度 D(ϵ)は

D(ϵ) = Ld
∫

1

(2π)d
dϵ

|∇kϵ(k)|
δ(ϵ− ϵ(k)) (2.116)

=
Ld

(2π)d

∫
ϵ(k)=ϵ

dS

|∇kϵ(k)|
, (2.117)

のように等エネルギー面の積分で表される。この式は、k 空間において

∇kϵ(k) = 0, (2.118)

となる臨界点で、状態密度が特異点を持つことを示している。このような特異点は、van Hoveが格子振
動の解析の際に最初に注目した [12] ため、van Hove特異点と呼ばれていている。
三次元系において、van Hove 特異点の近傍は、エネルギー ϵ を波数 k の関数として以下のように書
ける。

ϵ(k) = ϵc ±
ℏ2

2mx
k2x ±

ℏ2

2my
k2y ±

ℏ2

2mz
k2z . (2.119)
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ただし、原点 (k = 0)は van Hove特異点の位置であり、mx, my, mz (> 0)は有効質量である。この
時、状態密度の表式は以下の式で表される。

D(ϵ) =
L3

(2π)3

∫∫∫
dkxdkydkz δ

(
ϵc ±

ℏ2

2mx
k2x ±

ℏ2

2my
k2y ±

ℏ2

2mz
k2z − ϵ

)
. (2.120)

同様に考えて、二次元系の状態密度は以下の式で表される。

D(ϵ) =
L2

(2π)2

∫∫
dkxdky δ

(
ϵc ±

ℏ2

2mx
k2x ±

ℏ2

2my
k2y − ϵ

)
. (2.121)

一次元の状態密度は以下のようになる。

D(ϵ) =
L

2π

∫
dkx δ

(
ϵc ±

ℏ2

2mx
k2x − ϵ

)
. (2.122)

符号が全てプラスの時、ϵ = 0で極小型の van Hove特異点が得られる。符号が全てマイナスの時、ϵ =

0で極大型の van Hove特異点が得られる。それ以外は、ϵ = 0で鞍点型の van Hove特異点が得られる。

2.3.1 二次元系における van Hove特異点
二次元系の状態密度は以下のようになる。

D(ϵ) =
L2

(2π)2

∫∫
dkxdky δ

(
ϵc ±

ℏ2

2mx
k2x ±

ℏ2

2my
k2y − ϵ

)
. (2.123)

まずは、極小型の van Hove特異点について計算する。

D(ϵ) =
L2

(2π)2

∫∫
dkxdky δ

(
ϵc +

ℏ2

2mx
k2x +

ℏ2

2my
k2y − ϵ

)
. (2.124)

qx = (ℏ/
√

2mx)kx, qy = (ℏ/
√

2my)ky に変数変換する。

D(ϵ) =
L2√mxmy

2π2ℏ2

∫∫
dqxdqy δ

(
ϵc − ϵ+ q2x + q2y

)
. (2.125)

ここで、円筒座標系を用いる (q2x + q2y = r2, dqxdqy = 2πrdr)。

D(ϵ) =
L2√mxmy

2π2ℏ2

∫
2πrdr δ(ϵc − ϵ+ r2) (2.126)

=
L2√mxmy

2πℏ2

∫
dr (r2)′δ(ϵc − ϵ+ r2) (2.127)

=

{
0 (ϵ < ϵc),
L2√mxmy

2πℏ2 (ϵc < ϵ).
(2.128)

よって、極小型の van Hove特異点 (ϵ = ϵc)近傍において、状態密度 D(ϵ)は階段関数のようになる。
次に、極大型の van Hove特異点について計算する。

D(ϵ) =
L2

(2π)2

∫∫
dkxdky δ

(
ϵc −

ℏ2

2mx
k2x −

ℏ2

2my
k2y − ϵ

)
. (2.129)

極小型と同様に計算することにより、以下の式が得られる。

D(ϵ) =

{
L2√mxmy

2πℏ2 (ϵ < ϵc),
0 (ϵc < ϵ).

(2.130)
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極大型の van Hove特異点 (ϵ = ϵc)近傍において、状態密度 D(ϵ)は階段関数のようになる。
最後に、鞍点型の van Hove特異点について計算する。

D(ϵ) =
L2

(2π)2

∫∫
dkxdky δ

(
ϵc +

ℏ2

2mx
k2x −

ℏ2

2my
k2y − ϵ

)
. (2.131)

qx = (ℏ/
√

2mx)kx, qy = (ℏ/
√

2my)ky に変数変換する。

D(ϵ) =
L2√mxmy

2π2ℏ2

∫∫
dqxdqy δ

(
ϵc − ϵ+ q2x − q2y

)
. (2.132)

まず、ϵ > ϵ0 とし、関数 f(qx) = ϵc − ϵ + q2x − q2y を考える。このとき、f(qx) = 0 となるのは
qx =

√
ϵ− ϵc + q2y である。また、f ′(qx) = 2qx なので、D(ϵ)は以下のように書ける。

D(ϵ) =
L2√mxmy

2π2ℏ2

∫∫
dqxdqy

1

2
√
ϵ− ϵc + q2y

(
δ
(
qx −

√
ϵ− ϵc + q2y

)
+ δ

(
qx +

√
ϵ− ϵc + q2y

))
(2.133)

=
L2√mxmy

2π2ℏ2

∫
dqy

1√
ϵ− ϵc + q2y

. (2.134)

ここで、積分範囲を −qc から qc とする。ただし、qc は正の定数である。不定積分∫
dx√
a2 + x2

= ln
(
x+

√
a2 + x2

)
, (2.135)

を用いると、D(ϵ)は以下の様に書ける。

D(ϵ) =
L2√mxmy

2π2ℏ2
ln

(
qc +

√
ϵ− ϵ0 + q2c

−qc +
√
ϵ− ϵc + q2c

)
(2.136)

=
L2√mxmy

2π2ℏ2
ln

(
1 +

√
(ϵ− ϵ0)/q2c + 1

−1 +
√

(ϵ− ϵc)/q2c + 1

)
. (2.137)

van Hove特異点近傍を考えているので、|ϵ− ϵc| ≪ 1である。|x| ≪ 1における √
x+ 1 ≃ 1 + 1

2xの近
似を用いて、

D(ϵ) =
L2√mxmy

2π2ℏ2
ln

(
4q2c
ϵ− ϵc

)
. (2.138)

となる。以上の計算は ϵ > ϵc の場合についてである。ϵ < ϵc の場合は、f(qy) = ϵc − ϵ + q2x − q2y とし
て、qy, qx の順に積分することにより、以下が得られる。

D(ϵ) =
L2√mxmy

2π2ℏ2
ln

(
4q2c

−ϵ+ ϵc

)
. (2.139)

以上をまとめると、

D(ϵ) =
L2√mxmy

2π2ℏ2
ln

(
4q2c

|ϵ− ϵc|

)
. (2.140)

となる。さらに、D(ϵ) = L2

2π2

∫∫
dkxdky δ

(
ϵc − ℏ2

2mx
k2x + ℏ2

2my
k2y − ϵ

)
の場合も同様な結果が得られる。

以上より、鞍点型 van Hove特異点 (ϵ = ϵc)近傍において状態密度 D(ϵ)が対数的に発散する。
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2.3.2 三次元系における van Hove特異点
三次元系の状態密度の表式は以下のようになる。

D(ϵ) =
L3

(2π)3

∫∫∫
d3k δ

(
ϵc ±

ℏ2

2mx
k2x ±

ℏ2

2my
k2y ±

ℏ2

2mz
k2z − ϵ

)
. (2.141)

qx = (ℏ/
√

2mx)kx, qy = (ℏ/
√

2my)ky, qz = (ℏ/
√

2mz)kz に変数変換する。

D(ϵ) =
L3√mxmymx

2
√

2π3ℏ3

∫∫∫
d3k δ

(
ϵc ± q2x ± q2y ± q2z − ϵ

)
. (2.142)

まずは、極小型 van Hove特異点について計算する。

D(ϵ) =
L3√mxmymx

2
√

2π3ℏ3

∫∫∫
d3k δ

(
ϵc + q2x + q2y + q2z − ϵ

)
. (2.143)

極座標系を考える (q2x + q2y + q2z = r2, dqxdqydqz = 4πr2dr)。

D(ϵ) =
L3√mxmymx

2
√

2π3ℏ3

∫
4πr2dr δ

(
ϵc + r2 − ϵ

)
. (2.144)

ここで、ϵ < ϵc の時、δ(ϵc + r2 − ϵ) = 0であるため、D(ϵ) = 0である。ϵc < ϵの場合については以下
のようになる。

D(ϵ) =

√
2L3√mxmymx

π2ℏ3

∫
dr r2δ

(
r2 − (ϵ− ϵc)

)
(2.145)

=

√
2L3√mxmymx

π2ℏ3

∫
dr r2

1

2
√
ϵ− ϵc

(
δ(r −

√
ϵ− ϵc) + δ(r +

√
ϵ− ϵc)

)
(2.146)

=

√
2L3√mxmymx

π2ℏ3
√
ϵ− ϵc. (2.147)

よって、極小型 van Hove特異点 (ϵ = ϵc)近傍で、状態密度 D(ϵ)は以下のようになる。

D(ϵ) =

{
0 (ϵ < ϵc),√

2L3√mxmymx

π2ℏ3

√
ϵ− ϵc (ϵc < ϵ).

(2.148)

極大型 van Hove特異点については、極小型と同様な計算で求められる。

D(ϵ) =
L3√mxmymx

2
√

2π3ℏ3

∫∫∫
d3k δ

(
ϵc − q2x − q2y − q2z − ϵ

)
. (2.149)

これは、極小型の時と同様に極座標系を考える (q2x + q2y + q2z = r2, dqxdqydqz = 4πr2dr)。符号の違い
について注意して計算する。極大型 van Hove 特異点 (ϵ = ϵc) 近傍で、状態密度 D(ϵ) は以下のように
なる。

D(ϵ) =

{ √
2L3√mxmymx

π2ℏ3

√
ϵc − ϵ (ϵ < ϵc),

0 (ϵc < ϵ).
(2.150)

次に、二つの符号が正、一つの符号が負の場合における鞍点型 van Hove特異点について考える。今回
は、qx, qy の符号が正、qz の符号が負とする (「qy, qz の符号が正、qx の符号が負」、「qz, qx の符号が
正、qy の符号が負」の場合も同じ結果を得る)。

D(ϵ) =
L3√mxmymx

2
√

2π3ℏ3

∫∫∫
d3k δ

(
ϵc + q2x + q2y − q2z − ϵ

)
. (2.151)
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円筒座標系を用いる (q2x + q2y + q2z = r2, dqxdqydqz = 2πrdrdz)。

D(ϵ) =
L3√mxmymx

2
√

2π3ℏ3

∫∫
2πrdrdz δ

(
ϵc + r2 − z2 − ϵ

)
(2.152)

=
L3√mxmymx

2
√

2π2ℏ3

∫∫
2rdrdz δ

(
z2 − (r2 + ϵc − ϵ)

)
. (2.153)

ϵc < ϵの時、r = 0近傍で δ(z2 − (r2 + ϵc − ϵ)) = 0なので、D(ϵ) = 0となる。ϵ < ϵc の場合は以下の
ようになる。

D(ϵ) =
L3√mxmymx

2
√

2π2ℏ3

∫∫
drdz

2r

2
√
r2 + ϵc − ϵ

(
δ(z −

√
r2 + ϵc − ϵ) + δ(z −

√
r2 + ϵc − ϵ)

)
(2.154)

=
L3√mxmymx

2
√

2π2ℏ3

∫
dr

2r√
r2 + ϵc − ϵ

. (2.155)

ここで、積分範囲を 0から rc とする。ただし rc は定数である。

D(ϵ) =
L3√mxmymx

2
√

2π2ℏ3
[
2
(
r2 + ϵc − ϵ

)1/2]rc
0

(2.156)

=
L3√mxmymx√

2π2ℏ3
(√
rc + ϵc − ϵ−

√
ϵc − ϵ

)
. (2.157)

よって、二つの符号が正、一つの符号が負の場合における鞍点型 van Hove特異点 (ϵ = ϵc)近傍におけ
る状態密度 D(ϵ)は、以下のようになる。(だたし rc は定数)

D(ϵ) =

{
L3√mxmymx√

2π2ℏ3
(
√
rc + ϵc − ϵ−

√
ϵc − ϵ) (ϵ < ϵc),

0 (ϵc < ϵ).
(2.158)

最後に、二つの符号が負、一つの符号が正の場合における鞍点型 van Hove特異点について考える。今
回は、qx, qy の符号が負、qz の符号が正とする (「qy, qz の符号が負、qx の符号が正」、「qz, qx の符号が
負、qy の符号が正」の場合も同じ結果を得る)。

D(ϵ) =
L3√mxmymx

2
√

2π3ℏ3

∫∫∫
d3k δ

(
ϵc − q2x − q2y + q2z − ϵ

)
. (2.159)

二つの符号が正、一つの符号が負の場合と同様に、円筒座標系 (q2x+q2y+q2z = r2, dqxdqydqz = 2πrdrdz)

を考える。符号の違いに注意して計算する。二つの符号が負、一つの符号が正の場合における鞍点型 van

Hove特異点 (ϵ = ϵc)近傍における状態密度 D(ϵ)は、以下のようになる。だたし rc は定数である。

D(ϵ) =

{
0 (ϵ < ϵc),
L3√mxmymx√

2π2ℏ3
(
√
rc + ϵ− ϵc −

√
ϵ− ϵc) (ϵc < ϵ).

(2.160)

2.4 状態密度と熱電係数
状態密度 D と熱電伝導度 αxx, αxy との関係式を導出する。二次元系における電気伝導度 σxx は、緩
和時間 τ を定数と近似した場合、

σxx(T, µ) = e2τ
∑
n

∫
d2k

(2π)2
v2n,x(k)

(
−∂f(ϵ, µ, T )

∂ϵ

)∣∣∣∣
ϵ=ϵn(k)

, (2.161)
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と表される [18,34]。二次元系における、ベリー曲率Ωn(k) = −i ⟨∇un(k)|× |∇un(k)⟩ 由来の異常ホー
ル伝導度 σxy は、

σxy(T, µ) =
e2

h

∑
n

∫
d2k

2π
Ωn,z(k)f(ϵn(k), µ, T ), (2.162)

と表される。ただし、un(k)はブロッホ関数である [35, 36]。
熱電伝導度 αij は σij を用いて

αij(T, µ) = − 1

|e|

∫
dϵ σij(T = 0, ϵ)

ϵ− µ

T

(
−∂f
∂ϵ

)
, (2.163)

と表される (i, j = x or y) [1, 2]。私たちは、状態密度 D(µ)の van Hove特異点と、熱電伝導度 αij と
の関係を調べるために、Mott則を用いて、αxx と αxy を D(µ)で表した [37]。

αxx(µ) = −π
2|e|k2BTτ

3V

d

dµ

(
D(µ)v2x(µ)

)
, (2.164)

αxy(µ) = −π
2|e|k2BT
3ℏV

D(µ)Ωz(µ), (2.165)

ただし、kB はボルツマン定数である。以下に導出を示す。
状態密度D(ϵ)は、n番目の量子状態のエネルギー ϵn(k)を用いて、ディラックのデルタ関数 δ で表さ
れる。

D(ϵ) =
∑
n

V

∫
d3k

(2π)3
δ(ϵ− ϵn(k)), (2.166)

V , ϵ, k は unit cell の体積、エネルギー、波数である。ホール伝導度 σxy(µ)はベリー曲率 Ωn,z(k)から
計算でき、フェルミ・ディラック分布関数を f(ϵ, µ, T )とすると、以下のように表される。

σxy(µ) =
e2

ℏ
∑
n

∫
d3k

(2π)3
Ωn,z(k)f(ϵn(k), µ, T ), (2.167)

µは化学ポテンシャルである。ここで、式 (2.167) の積分変数を k から ϵに替える。

σxy(µ) =
e2

ℏ
∑
n

∫
d3k

(2π)3
Ωn,z(k)

∫
dϵ δ(ϵ− ϵn(k))f(ϵ, µ, T ) (2.168)

=
e2

ℏ
1

V

∫
dϵ

[
V
∑
n

∫
d3k

(2π)3
Ωn,z(k)δ(ϵ− ϵn(k))

]
f(ϵ, µ, T ) (2.169)

=
e2

ℏ
1

V

∫
dϵ D(ϵ)Ωz(ϵ)f(ϵ, µ, T ). (2.170)

ここで、Ωz(ϵ)は、

Ωz(ϵ) ≡
∑
n

∫
d3k
(2π)3 Ωn,z(k)δ(ϵ− ϵn(k))∑
n

∫
d3k
(2π)3 δ(ϵ− ϵn(k))

, (2.171)

と定義する。T = 0 Kでは、

σxy(µ) =
e2

ℏ
1

V

∫ µ

−∞
dϵ D(ϵ)Ωz(ϵ). (2.172)
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両辺を µで微分する。

dσxy(µ)

dµ
=
e2

ℏ
1

V
D(µ)Ωz(µ). (2.173)

すると、ベリー曲率 Ω(µ) は dσxy/dµ を用いて以下のように表される。

Ωz(µ) =
ℏV

e2D(µ)

dσxy(µ)

dµ
. (2.174)

低温では、 αij に関してはMott則が成り立つ [33, 38]。

αij(T, µ) = −π
2k2B
3|e|

T

[
dσij(T = 0, ϵ)

dϵ

]
ϵ=µ

, (2.175)

kB はボルツマン定数である。Mott則 (式 (2.175))が成り立つ時、 αxy/T は温度によらず一定である。
低温では αxy は −T に比例し、高温では −T ln (T ) に比例する、という実験結果が、Co2MnGa [39],

Fe3X (X = Ga, Al) [40], CoMnSb [41] で得られた。
Mott則 (式 (2.175))を用いると、αxy(µ)は D(µ)Ω(µ) で表される。

αxy(µ) = −π
2|e|k2BT
3ℏV

D(µ)Ω(µ). (2.176)

σxx(式 (2.161))に関しては、状態密度 D(ϵ)を用いて以下のように表せる。

σxx(µ) = e2τ
1

V

∫
dϵ D(ϵ)v2x(ϵ)

(
−∂f
∂ϵ

)
. (2.177)

ただし、v2x(ϵ)は

v2x(ϵ) ≡
∑
n V

∫
d3k
(2π)3 v

2
n,x(k)δ(ϵ− ϵn(k))∑

n V
∫

d3k
(2π)3 δ(ϵ− ϵn(k))

, (2.178)

と定義し、緩和時間 τ は定数とした。T = 0 Kでは −(∂f/∂ϵ) = δ(ϵ− µ)なので、

σxx(µ) = e2τ
1

V
D(µ)v2x(µ), (2.179)

となる。両辺を µで微分する。

dσxx(µ)

dµ
= e2τ

1

V

d

dµ

(
D(µ)v2x(µ)

)
. (2.180)

Mott則 (式 (2.175))より、αxx(µ) は D(µ)v2x(µ) を用いて以下のように表される。

αxx(µ) = −π
2|e|k2BTτ

3V

d

dµ

(
D(µ)v2x(µ)

)
. (2.181)

二次元系では、鞍点型の van Hove特異点で状態密度 D(µ)が発散する [12, 13] ので、|D(µ)|および
|dD(µ)/dµ|が大きくなり、式 (2.164), (2.165)より、|αxx|, |αxy|も大きいことが予想される。
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第 3章

計算手法とその理論

3.1 密度汎関数理論
3.1.1 Born-Oppenheimer近似
電子系と原子核系とを別々に考えるという、断熱近似 (Born-Oppenheimer 近似) について説明す
る [42–45]。数個の原子から構成される分子について考える。電子の電荷, 質量, 座標, 運動量をそれぞれ
−e (< 0), m, ri, pi、原子核の電荷, 質量, 座標, 運動量をそれぞれ Zne, Mn, Rn, Pn とする。この系
の、電子と原子核に関する非相対論的なハミルトニアンHは、

H =
∑
i

p2
i

2m
+

1

2

∑
i ̸=j

e2

|ri − rj |
−
∑
i,n

Zne
2

|ri −Rn|
+
∑
n

P 2
n

2Mn
+

1

2

∑
n ̸=m

ZnZme
2

|Rn −Rm|
, (3.1)

である。それぞれの項は、第一項から順に、電子の運動エネルギー、電子間のクーロン相互作用エネル
ギー、電子と原子核間のクーロン相互作用エネルギー、原子核の運動エネルギー、原子核間のクーロン相
互作用エネルギーである。ここでは、CGS単位系を用いた。
ハミルトニアンHの固有エネルギーを E、固有状態を Φとする。

HΦ = EΦ. (3.2)

ここで、上の式を満足する固有状態として

Φ(r1, · · · ;R1, · · · ) = Ψ(r1, · · · ;R1, · · · )ϕ(R1, · · · ), (3.3)

を仮定する。ただし、ΨはハミルトニアンHのうちの電子系に関する部分

Hel =
∑
i

p2
i

2m
+

1

2

∑
i ̸=j

e2

|ri − rj |
−
∑
i,n

Zne
2

|ri −Rn|
, (3.4)

の固有状態で、

HelΨ(r1, · · · ;R1, · · · ) = E(R1, · · · )Ψ(r1, · · · ;R1, · · · ), (3.5)

を満足する。電子系のエネルギー固有値 E は原子核の位置Rn にのみ依存する。
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この時、ハミルトニアンHに固有状態 Φを作用させると、

HΦ =

Hel −
∑
n

ℏ2

2Mn
∇2
n +

1

2

∑
n ̸=m

ZnZme
2

|Rn −Rm|

Φ

= Ψ

E(R1, · · · ) −
∑
n

ℏ2

2Mn
∇2
n +

1

2

∑
n ̸=m

ZnZme
2

|Rn −Rm|

ϕ

−
∑
n

ℏ2

2Mn

(
2(∇nΨ) · (∇nϕ) + (∇2

nΨ)ϕ
)
, (3.6)

となる。ここで、電子の質量は 0.511 MeV、陽子の質量は 938 MeV、中性子の質量は 940 MeV [46] で
あるため、原子核の質量Mn は、電子の質量mに比べて三桁以上大きい。そこで、原子核は電子に比べ
てほとんど動かない、つまりRn は固定されているとして、∇nΨ = 0と近似する。すると、右辺の第二
項が消え、HΦは以下のように近似できる。

Hϕ =

E(R1, · · · ) −
∑
n

ℏ2

2Mn
∇2
n +

1

2

∑
n ̸=m

ZnZme
2

|Rn −Rm|

ϕ. (3.7)

これは原子核系に関する波動関数 ϕの固有値方程式である。電子系に関する固有方程式は HelΨ = EΨ

であったため、この近似によって、電子系と原子核系とをそれぞれの固有値方程式に分解できた。これ
は電子系と原子核系との運動の断熱的な分離を意味するので、断熱近似という。また、提唱者の Bornと
Oppenheimerの名をとって、Born-Oppenheimer近似といわれることも多い。

3.1.2 Hohenberg-Kohnの定理
Born-Oppenheimer 近似 [42] で電子系と原子核系を分離したので、ここからは電子系に注目す
る [43–45, 47]。式 (3.4)の電子系のハミルトニアン Hel の各項について見ていく。第一項の運動エネル
ギー、第二項の電子間クーロン相互作用は物質によらず同じ形である。物質の特徴が反映されるのは、
第三項の原子核と電子とのクーロン相互作用である。Hel を第一原理的に (経験的なパラメータを導入せ
ずに)計算する方法として、密度汎関数理論に基づく局所密度近似 (LDA)や一般化勾配近似 (GGA)が
ある。
この節では、密度汎関数理論の出発点である。Hohenberg-Kohnの定理 [47]について説明する。

[定理 1]

基底状態が縮退していない時、原子核ポテンシャルなどの電子系の外部から与えられるポテンシャル
Vext(r)は、基底状態の電子密度 ρ(r)が与えられると一意に決まる。
[定理 2]

外部ポテンシャル Vext(r) に依存しない、電子密度 ρ(r) の汎関数 F [ρ] が存在し、基底状態のエネル
ギーは、

F [ρ] +

∫
d3r Vext(r)ρ(r), (3.8)

を ρ(r)について最小化することによって求められる。
まずは、定理 1について。一般に、外部ポテンシャル Vext が定まると、その物質の基底状態の波動関
数が決まる。波動関数が定まれば、電子密度 ρ(r)が決まる。ゆえに、Vext が与えられれば、ρ(r)は一意
に決まる。逆に、ρ(r)が与えられた時に Vext が一意に定まるというのが、Hohenberg-Kohnの定理 1で
ある。この定理 1を、背理法で示す。ある電子密度 ρ(r)が与えられた時、それを基底状態とするポテン

24



シャルが二つあると仮定する。それらを Vext, V
′
ext とする。この時、それぞれに対応するハミルトニアン

H, H ′ は以下の様になる。

H =
−ℏ2

2m

∑
i

∇2
i +

e2

2

∑
i ̸=j

1

|ri − rj |
+
∑
i

Vext(ri), (3.9)

H ′ =
−ℏ2

2m

∑
i

∇2
i +

e2

2

∑
i ̸=j

1

|ri − rj |
+
∑
i

V ′
ext(ri). (3.10)

今回、H, H ′ の基底状態には縮退がないとし、その時の固有エネルギーを E, E′、固有状態を ψ(r1, · · · ),
ψ′(r1, · · · )とする。

H|ψ⟩ = E|ψ⟩, (3.11)

H ′|ψ′⟩ = E′|ψ′⟩. (3.12)

この時、ψ′ は H の基底状態ではないため、以下が成り立つ。

⟨ψ|H|ψ⟩ < ⟨ψ′|H|ψ′⟩. (3.13)

右辺は以下のように書ける。

⟨ψ′|H|ψ′⟩ = ⟨ψ′|H ′|ψ′⟩ + ⟨ψ′|(Vext − V ′
ext)|ψ′⟩. (3.14)

また、電子密度 ρ(r)は以下のように定義される。ただし、r は空間中の任意の座標、r1, r2, · · · , rN は
電子の座標である。

ρ(r) =

∫∫
· · ·
∫
d3r1d

3r2 · · · d3rN ψ†(r1, · · · )

(
N∑
i=1

δ(r − ri)

)
ψ(r1, · · · ). (3.15)

⟨ψ′|(Vext − V ′
ext)|ψ′⟩は電子密度 ρ(r)を用いて以下のように表される。

⟨ψ′|(Vext − V ′
ext)|ψ′⟩ (3.16)

=

∫
· · ·
∫
d3r1 · · · d3rN ψ†(r1, · · · )

(
N∑
i=1

(Vext(ri) − V ′
ext(ri))

)
ψ(r1, · · · ) (3.17)

=

∫
· · ·
∫
d3r1 · · · d3rN ψ†(r1, · · · )

(
N∑
i=1

(Vext(ri) − V ′
ext(ri))

)
ψ(r1, · · · )

∫
d3r

N∑
j=1

δ(r − rj)

(3.18)

=

∫
d3r

∫
· · ·
∫
d3r1 · · · d3rN ψ†(r1, · · · )

 N∑
j=1

δ(r − rj)

ψ(r1, · · · )
N∑
i=1

(Vext(ri) − V ′
ext(ri))

(3.19)

=

∫
d3r ρ(r)

(
Vext(r) − V ′

ext(r)
)
. (3.20)

よって、式 (3.13) は以下のようになる。

E < E′ +

∫
d3r ρ(r)

(
Vext(r) − V ′

ext(r)
)
. (3.21)

H と H ′ を入れ替えて同様の計算を行うと、以下の式が得られる。

E′ < E +

∫
d3r ρ(r)

(
V ′
ext(r) − Vext(r)

)
. (3.22)
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上の二式の両辺を足すと、E + E′ < E + E′ となり矛盾が生じたため、最初に仮定したことは間違って
いることになる。ゆえに、ある電子密度 ρ(r)が与えられた時、それを基底状態とするポテンシャルは一
つに定まることになる。このことは、ある電子密度 ρ(r)に対してハミルトニアンが一意に定まることを
意味する。ハミルトニアンが決まればエネルギーや波動関数も定まるため、系の物理量は基底状態の電
子密度 ρ(r)の汎関数といえる。
次に定理 2について。定理 1より、系の物理量は基底状態の電子密度 ρ(r)の汎関数といえるため、エ
ネルギー E は電子密度 ρの汎関数である。

E[ρ] =

〈
ψ

∣∣∣∣∣∣
−ℏ2

2m

∑
i

∇2
i +

e2

2

∑
i ̸=j

1

|ri − rj |
+
∑
i

Vext(ri)

∣∣∣∣∣∣ψ
〉
. (3.23)

また、運動エネルギーと電子間のクーロン相互作用のエネルギーも ρの汎関数であるため、それらの和
を F [ρ]とする。

F [ρ] =

〈
ψ

∣∣∣∣∣∣
−ℏ2

2m

∑
i

∇2
i +

e2

2

∑
i ̸=j

1

|ri − rj |

∣∣∣∣∣∣ψ
〉
. (3.24)

F [ρ]は外部ポテンシャル Vextに依存しない汎関数である。E[ρ]は F [ρ]を用いて以下のように表される。

E[ρ] = F [ρ] +

∫
d3r Vext(r)ρ(r). (3.25)

ここで、変分原理より、エネルギー E が最小となるのは、波動関数 ψ が基底状態のときである。また、
定理 1より、ψ は電子密度 ρの汎関数なので、ρが基底状態の電子密度に一致した時、E[ρ]が最小にな
る。よって、汎関数 F [ρ] +

∫
d3r Vext(r)ρ(r) が ρに関して最小である時、エネルギー E が最小、つま

り基底状態のエネルギーとなる。
Hohenberg-Kohnの定理に基づく電子系の記述は、その基底状態に関しては Schrödinger方程式と等
価である。基底状態に関しては厳密な理論であるため、密度汎関数理論に基づく電子状態計算は、第一
原理計算と呼ばれる。

3.1.3 Kohn-Sham理論
Hohenberg-Kohnの定理 [47] は厳密な理論ではあるが、汎関数 F [ρ]自身の形については何も述べてい
ない。エネルギー汎関数の電子密度依存性に局所近似を仮定することにより、具体的な電子状態計算に使
えるような理論を構築する [43–45,48]。Kohnと Shamが最初に提唱したため、この理論はKohn-Sham

理論と呼ばれる。
まず、Hartree近似をする。電子系のハミルトニアンH を、H = T + Vint + Vext とする。ただし、T ,

Vint, Vext は、それぞれ電子の運動エネルギー、電子間のクーロン相互作用エネルギー、電子と原子核間
のクーロン相互作用エネルギーを表す。この時、

T =
−ℏ2

2m

∑
i

∇2
i , (3.26)

Vint =
e2

2

∑
i ̸=j

1

|ri − rj |
, (3.27)

Vext =
∑
i,n

−Zne2

|ri − rj |
, (3.28)
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である。電子の運動エネルギー T , 電子と原子核間のクーロン相互作用エネルギー Vext は、それぞれの
iに関して独立、つまり他の電子に依存しない。しかし、電子間のクーロン相互作用エネルギー Vint は、
はそれぞれの i に関して従属、つまり他の電子に依存する。そこで、電子間のクーロン相互作用エネル
ギー Vint を、各電子が位置 r につくる一体のポテンシャル (Hartreeポテンシャル)

VH(r) =

∫
d3r′

e2ρ(r′)

|r − r′|
, (3.29)

に近似する (Hartree近似)。この近似によって、ハミルトニアン H を、独立した一電子に対するハミル
トニアン Hi の和で書ける。

H =
∑
i

(
−ℏ2

2m

∑
i

∇2
i + VH(ri) + Vext(ri)

)
=
∑
i

Hi. (3.30)

一電子に関するハミルトニアンHi におけるポテンシャル VH は、電子密度 ρによって定まる。その電子
密度 ρは、自己無撞着 (self-consistent)な手続きで決める。すなわち、まず何か適当な ρ (つまり VH)を
仮定し、固有方程式 (Hartree方程式)

Hiϕi(r) = ϵiϕi(r), (3.31)

を解く。そして電子密度

ρ(r) =
∑
i

|ϕi(r)|2, (3.32)

を求める。この新しく求まった ρを用いて VH を計算し、改めて ρを求める。これを ρが変わらなくな
るまで繰り返す。
次に、Hohenberg-Kohnの定理を用いて、Hartree近似で行った多体問題から一体問題への近似を、よ
り良くしていく。まず、λというパラメータを導入して、多体ハミルトニアンと相互作用のないハミルト
ニアンを対応させる。

H(λ) = T + V λint +
∑
i

V λeff(ri) (3.33)

=
−ℏ2

2m

∑
i

∇2
i +

λe2

2

∑
i ̸=j

1

|ri − rj |
+
∑
i

V λeff(ri). (3.34)

λはクーロン力の強さを制御するパラメータで、λが 1の時がもとの多体ハミルトニアン、0の時が相互
作用のないハミルトニアンに対応する。Hohenberg-Kohnの定理の証明の時と同様に、外部ポテンシャ
ル Vext の存在を仮定し、Veff は基底状態の密度 ρ が λ = 1 の場合と同じになるように選ぶ。この時、
V λeff は λ = 1の時はもとのハミルトニアンの Vext に一致する。一方、λ = 0の時は、Vext に補助的な補
正 Vaux が加わり、

V λ=0
eff = Vext + Vaux, (3.35)

となる。
このハミルトニアン H(λ)の規定状態を |ψλ⟩、そのエネルギーを EλG とする。

H(λ)|ψλ⟩ = EλG|ψλ⟩. (3.36)

ここで、波動関数は ⟨ψλ|ψλ⟩ = 1と規格化されているとすると、

dEλG
dλ

=

〈
ψλ
∣∣∣∣dH(λ)

dλ

∣∣∣∣ψλ〉 , (3.37)
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である。H(λ)の各項のうち、λに依存するものは V λint と V λeff であるから、〈
ψλ
∣∣∣∣dH(λ)

dλ

∣∣∣∣ψλ〉 =

〈
ψλ

∣∣∣∣∣∣
e2

2

∑
i ̸=j

1

|ri − rj |
+
∑
i

dV λeff(ri)

dλ

∣∣∣∣∣∣ψλ
〉
, (3.38)

となる。ここで、密度 ρ(r)を与える演算子

ρ̂(r) =
∑
i

δ(r − ri), (3.39)

を用いると、V λeff の項は以下のように変形できる。(ψλ は ri の関数で、r の関数ではない。)〈
ψλ

∣∣∣∣∣∑
i

dV λeff(ri)

dλ

∣∣∣∣∣ψλ
〉

=

∫
d3r

〈
ψλ

∣∣∣∣∣∑
i

δ(r − ri)
dV λeff(r)

dλ

∣∣∣∣∣ψλ
〉

(3.40)

=

∫
d3r

〈
ψλ

∣∣∣∣∣∑
i

δ(r − ri)

∣∣∣∣∣ψλ
〉
dV λeff(r)

dλ
(3.41)

=

∫
d3r ρ(r)

dV λeff(r)

dλ
, (3.42)

と書き直せる。同様の変形を V λint にも行う。〈
ψλ

∣∣∣∣∣∣e
2

2

∑
i ̸=j

1

|ri − rj |

∣∣∣∣∣∣ψλ
〉

(3.43)

=
e2

2

∫∫
d3rd3r′

〈
ψλ

∣∣∣∣∣∣
∑
i ̸=j

δ(r − ri)δ(r
′ − rj)

1

|r − r′|

∣∣∣∣∣∣ψλ
〉

(3.44)

=
e2

2

∫∫
d3rd3r′

〈
ψλ
∣∣∣∣
∑
i δ(r − ri)

∑
j δ(r

′ − rj) −
∑
i δ(r − ri)δ(r

′ − ri)

|r − r′|

∣∣∣∣ψλ〉 (3.45)

=
e2

2

∫∫
d3rd3r′

⟨ψλ|ρ̂(r)ρ̂(r′)|ψλ⟩ − ρ(r)δ(r − r′)

|r − r′|
. (3.46)

以上より、dEλG/dλは

dEλG
dλ

=

∫
d3r ρ(r)

dV λeff(r)

dλ
+
e2

2

∫∫
d3rd3r′

⟨ψλ|ρ̂(r)ρ̂(r′)|ψλ⟩ − ρ(r)δ(r − r′)

|r − r′|
, (3.47)

と書ける。λ = 1の多体ハミルトニアンの基底状態のエネルギーは、dEλG/dλを λ = 0から 1まで積分
すると得られる。

Eλ=1
G = Eλ=0

G +

∫ 1

0

dλ
dEλG
dλ

(3.48)

= Eλ=0
G +

∫
d3r ρ(r)[V λ=1

eff (r) − V λ=0
eff (r)]

+

∫ 1

0

dλ
e2

2

∫∫
d3rd3r′

⟨ψλ|ρ̂(r)ρ̂(r′)|ψλ⟩ − ρ(r)δ(r − r′)

|r − r′|
(3.49)

= Eλ=0
G +

∫
d3r ρ(r)[Vext(r) − (Vext(r) + Vaux(r))]

+

∫ 1

0

dλ
e2

2

∫∫
d3rd3r′

⟨ψλ|(ρ(r) + δρ̂(r))(ρ(r′) + δρ̂(r′))|ψλ⟩ − ρ(r)δ(r − r′)

|r − r′|
. (3.50)
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ここで、δρ̂ = ρ̂− ρと定義した。なので、

⟨ψλ|δρ̂|ψλ⟩ = ⟨ψλ|ρ̂|ψλ⟩ − ⟨ψλ|ρ|ψλ⟩ (3.51)

= ρ− ρ (3.52)

= 0. (3.53)

よって、Eλ=1
G は以下のようになる。

Eλ=1
G = Eλ=0

G −
∫
d3r ρ(r)Vaux(r) +

e2

2

∫∫
d3rd3r′

ρ(r)ρ(r′)

|r − r′|

+

∫ 1

0

dλ
e2

2

∫∫
d3rd3r′

⟨ψλ|δρ̂(r)δρ̂(r′)|ψλ⟩ − ρ(r)δ(r − r′)

|r − r′|
. (3.54)

Eλ=0
G は相互作用のない独立粒子系の基底状態のエネルギーである。一般に、独立粒子系の多体の波動関
数は、一体の波動関数 {ϕi}の Slater行列式で表される。

ψ(r1, r2, · · · , rN ) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(r1) · · · ϕ1(rN )

...
...

ϕN (r1) · · · ϕN (rN )

∣∣∣∣∣∣∣ . (3.55)

ただし、ρ(r) =
∑
i |ϕi(r)|2 である。この多体の波動関数を用いると、ハミルトニアン H(λ = 0)の基

底状態のエネルギーは、

Eλ=0
G =

∑
i

〈
ϕi

∣∣∣∣−ℏ2∇2
i

2m

∣∣∣∣ϕi〉+

∫
d3r ρ(r)

(
Vext(r) + Vaux(r)

)
. (3.56)

と書ける。この Eλ=0
G を Eλ=1

G の式に代入すると、

Eλ=1
G =

∑
i

〈
ϕi

∣∣∣∣−ℏ2∇2
i

2m

∣∣∣∣ϕi〉+

∫
d3r ρ(r)Vext(r)) +

e2

2

∫∫
d3rd3r′

ρ(r)ρ(r′)

|r − r′|

+

∫ 1

0

dλ
e2

2

∫∫
d3rd3r′

⟨ψλ|δρ̂(r)δρ̂(r′)|ψλ⟩ − ρ(r)δ(r − r′)

|r − r′|
(3.57)

≡ Ts[ϕi] + Eext[ρ] + EH [ρ] + Exc[ρ], (3.58)

となる。Exc は交換相関エネルギー汎関数と呼ばれるものである。ρ(r) =
∑
i |ϕi(r)|2 であることを踏

まえ、Eλ=1
G の {ϕi}に関する最小値を求める。そのために、Lagrangeの未定乗数法より、

δ

δϕ∗i (r)

[
Eλ=1
G −

∑
i

ϵi(⟨ϕi|ϕi⟩ − 1)

]
= 0, (3.59)

を計算する。

δTs
δϕ∗i

+

[
δEext

δρ
+
δEH
δρ

+
δExc

δρ

]
δρ

δϕi
− ϵiϕi = 0 (3.60)(

−ℏ2

2m
∇2 + Vext(r) + VH(r) + Vxc(r)

)
ϕi(r) = ϵiϕi(r). (3.61)

これを Kohn-Sham 方程式という。Vxc = δExc/δρ は交換相関ポテンシャルで、Hartree 近似には
なかった項である。この Vxc を近似することにより、Kohn-Sham 方程式を解くことができる。その
近似として局所密度近似 (local density approximation: LDA) や一般化勾配近似 (general gradient

approximation: GGA)などがある。
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3.1.4 non-collinearなスピン系における密度汎関数理論
波動関数を以下のように表す。

|ψν⟩ = |ψαν , α⟩ + |ψβν , β⟩. (3.62)

ここで、|ψαν , α⟩は、空間の波動関数 |ψαν ⟩とスピンの波動関数 |α⟩を用いて |ψαν , α⟩ = |ψαν ⟩ ⊗ |α⟩ と表
される。次に、密度演算子を定義する。

n̂ =
∑
ν

fν |ψν⟩⟨ψν | (3.63)

=
∑
ν

fν

(
|ψαν , α⟩ + |ψβν , β⟩

)(
⟨ψαν , α| + ⟨ψβν , β|

)
. (3.64)

ただし、fν はフェルミ・ディラック分布関数である。すると、non-collinearなスピン系の状態密度は以
下のようになる。

nσσ′ = ⟨rσ|n̂|rσ′⟩ (3.65)

= ⟨rσ|
∑
ν

fν

(
|ψαν , α⟩ + |ψβν , β⟩

)(
⟨ψαν , α| + ⟨ψβν , β|

)
|rσ′⟩ (3.66)

=
∑
ν

fν

(
φαν + φβν

)(
φα∗ν + φβ∗ν

)
(3.67)

=
∑
ν

fνφ
σ
νφ

σ′∗
ν . (3.68)

ただし、σ = α or β, σ′ = α or β である。アップスピンとダウンスピンの状態密度 n′↑, n′↓ は、nσσ′ を
ユニタリー行列 U を用いて対角化することによって得られる。

U

(
nαα nαβ
nβα nββ

)
U† =

(
n′↑ 0

0 n′↓

)
. (3.69)

この時、non-collinearなスピン系の全エネルギーは以下のように表される [49, 50]。

Etot =
∑
ν,σ

fν⟨φσν |T̂ |φσν ⟩ +
∑
σ,σ′

∫
d3r wσσ′(r)nσσ′(r)

+
1

2

∑
σ,σ′

∫∫
d3rd3r′

nσσ′(r)nσσ′(r′)

|r − r′|
+ Exc{nσσ′}. (3.70)

第 1項は運動エネルギー、第 2項は原子核と電子とのクーロン相互作用、第 3項は電子同士のクーロン
相互作用、第 4項は交換相関エネルギーである。Hartree近似より、以下のように表される。

Etot = Eband − 1

2

∑
σ,σ′

∫
d3r nσσ′(r)VH(r) −

∑
σ,σ′

∫
d3r Tr(Vxcnσσ′) + Exc. (3.71)

ただし、Vxc は non-collinear なスピン系における交換相関ポテンシャルである。Lagrange の未定乗数
法を用いて、Kohn-Sham方程式を導出する。波動関数の直交性より、以下のような関数 F を導入する。

F = Etot +
∑
ν,ν′

ϵνν′(δνν′ − ⟨ψν |ψν′⟩). (3.72)

空間における波動関数 φに関して変分を取る。
δF

δφσ∗µ
= T̂φσµ +

∑
σ′

wσσ′φσ
′

µ + VHφ
σ
µ +

∑
σ′

V σσ
′

xc φσ
′

µ −
∑
ν

ϵµνφ
σ
ν . (3.73)

30



ただし、

VH =
∑
σ,σ′

∫
d3r

nσσ′(r)

|r − r′|
, V σσ

′

xc =
δExc

δnσσ′
. (3.74)

である。よって、non-collinearなスピン系における Kohn-Sham方程式は以下のようになる。(
T̂ + wαα + VH + V ααxc wαβ + V αβxc

wβα + V βαxc T̂ + wββ + VH + V ββxc

)(
φαµ
φβµ

)
= ϵµ

(
φαµ
φβµ

)
. (3.75)

式 (3.69) の、non-collinear スピン密度と、アップスピン、ダウンスピンの密度を関係づけるユニタ
リー行列 U は、回転演算子 D を用いて表される。

D = exp

(
−iσ · hϕ

2

)
. (3.76)

ここで、hは単位ベクトル、ϕは hを中心とした回転角、σ はパウリ行列である。

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (3.77)

よって、

exp

(
−iσ · hϕ

2

)
= cos

ϕ

2
− iσ · h sin

ϕ

2
=

(
cos ϕ2 − ih3 sin ϕ

2 (−ih1 − h2) sin ϕ
2

(−ih1 + h2) sin ϕ
2 cos ϕ2 + ih3 sin ϕ

2

)
. (3.78)

となる。ここで、あるベクトルを y 軸中心に θ 回転し、次に z 軸中心に ϕ回転することを考える。この
時の回転演算子は以下のようになる。

exp

(
−iσ3ϕ

2

)
exp

(
−iσ2θ

2

)
=

(
exp (−iϕ2 ) 0

0 exp (iϕ2 )

)(
cos ( θ2 ) − sin ( θ2 )
sin ( θ2 ) cos ( θ2 )

)
(3.79)

=

(
exp (−iϕ2 ) cos ( θ2 ) − exp (−iϕ2 ) sin ( θ2 )

exp (iϕ2 ) sin ( θ2 ) exp (iϕ2 ) cos ( θ2 )

)
. (3.80)

よって、この行列の複素共役をとったものを、式 (3.69)のユニタリー行列 U と定義する。

U =

(
exp (iϕ2 ) cos ( θ2 ) exp (−iϕ2 ) sin ( θ2 )

− exp (iϕ2 ) sin ( θ2 ) exp (−iϕ2 ) cos ( θ2 )

)
. (3.81)

式 (3.69) で電子の状態密度を対角化したように、式 (3.71) の non-collinear な系の相関交換ポテン
シャル Vxc も対角化できる。

V̄xc =

(
V ↑
xc 0
0 V ↓

xc

)
(3.82)

=
1

2
(V ↑

xc + V ↓
xc)I +

1

2
(V ↑

xc − V ↓
xc)σ3 (3.83)

= V 0
xcI + ∆Vxcσ3. (3.84)

よって、Vxc は V̄xc から以下のように計算できる。

Vxc = U†V̄xcU (3.85)

= V 0
xcI + ∆VxcU

†σ3U (3.86)

=

(
V 0
xc + ∆Vxc cos θ ∆Vxc exp (−iϕ) sin θ

∆Vxc exp (iϕ) sin θ V 0
xc − ∆Vxc cos θ

)
. (3.87)
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3.2 Fukui-Hatsugai-Suzuki法による異常ホール伝導度の計算
ホール伝導度 σxy に関しては、Sawahata et al.が作成した OpenMXの拡張機能 [51] を用いて計算し
た。このプログラムは、Fukui et al. が提唱した手法 (Fukui-Hatsugai-Suzuki 法) [52] によりベリー曲
率を求め、それからホール伝導度 σxy を求めている。この節では、Fukui-Hatsugai-Suzuki 法について
説明する。

3.2.1 シングルバンドの場合 (バンドを一本ずつ考える)

ホール伝導度 σxy は、n番目のバンドのチャーン数 cn を用いて、以下のように表される。

σxy =
e2

h

∑
n

cn. (3.88)

ただし、e, hはそれぞれ電気素量、プランク定数を表す。そして、チャーン数 cn は

cn =
1

2π

∫
d2k Ωn,z(k), (3.89)

と定義する。ただし、kは波数である。Ωn,z(k)は n番目のバンドに関するベリー曲率であり、ベリー接
続 Aµ,n を用いて以下のように定義される。

An,µ(k) = −i⟨un(k)|∂µ|un(k)⟩, (3.90)

Ωn,z(k) = ∂xAn,y(k) − ∂yAn,x(k). (3.91)

ただし、|un(k)⟩は n番目のバンドに対するブロッホ状態の周期部分である。以上は連続的な空間におけ
る話なので、数値計算のために離散化された Brillouin zone におけるホール伝導度を考える。離散化さ
れたベリー接続およびベリー曲率は

An,µ(k)δkµ = −i⟨un(k)|δµ|un(k)⟩, (3.92)

Ωn,z(k)δkxδky =
(
δxAn,y(k) − δyAn,x(k)

)
δkxδky, (3.93)

である。ただし、δµ は関数を微小変化させる演算子であり、関数 f(k)に対しては

δµf(k) = f(k + δkµ) − f(k), (3.94)

となる。チャーン数 cn は、|δkµ| → 0の極限において、Ωn,z(k)δkxδky を足しあげることによって得ら
れる。しかし、このように直接的にチャーン数を求める方法は、ハミルトニアンが複雑な場合は計算コ
ストがかかる。そこで、以下のようにしてベリー曲率を求める。まず、Brillouin zoneを Nx ×Ny 個の
格子に区切る。それぞれの格子の k 点を kl, (l = 1, 2, · · · , NxNy)とする。そして、以下のように、n番
目のバンドに関する U(1)リンク変数を定義する。

Uµ(kl) ≡
⟨n(kl)|n(kl + δkµ)⟩
|⟨n(kl)|n(kl + δkµ)⟩|

. (3.95)

次に、場の強さ Fz を以下のように定義する。

Fz(kl) ≡ ln Ux(kl)Uy(kl + δkx)[Ux(kl + δky)]−1[Uy(kl)]
−1. (3.96)

32



この時、n番目のバンドに関するチャーン数 c̃n は、以下のようになる。

c̃n =
−i
2π

∑
l

Fz(kl). (3.97)

以上より、離散化された格子におけるホール伝導度 σ̃xy は以下のようになる。

σ̃xy =
e2

h

∑
n

c̃n. (3.98)

3.2.2 マルチバンドの場合
以下のようなM 次元の波動関数 ψ を考える。

ψ =


|n1⟩
|n2⟩

...
|nM ⟩

 . (3.99)

この時、ベリー接続 AはM ×M 行列で表される。

A = ψ†dψ. (3.100)

この時、チャーン数 cψ は

cψ =
−i
2π

∫
S

tr dA, (3.101)

と表される。ただし、S は任意の k において En(k) ̸= En′(k) を満足する面であり、n, n′ は、I =

{n1, n2, · · · , nM} とした時に n ∈ I, n /∈ I を満足する。次に、U(1) リンク変数を以下のように定義
する。

Uµ(kl) =
det ψ†(kl)ψ(kl + δkµ)

|det ψ†(kl)ψ(kl + δkµ)|
. (3.102)

シングルバンドの時と同様に、場の強さ Fz を以下のように定義する。

Fz(kl) ≡ ln Ux(kl)Uy(kl + δkx)[Ux(kl + δky)]−1[Uy(kl)]
−1. (3.103)

すると、チャーン数 c̃ψ は、以下のようになる。

c̃ψ =
−i
2π

∑
l

Fz(kl). (3.104)

以上より、離散化された格子におけるホール伝導度 σ̃xy は以下のようになる。

σ̃xy =
e2

h
c̃ψ. (3.105)

Sawahata et al.が作成したOpenMXの拡張機能 [51]は、マルチバンドにおける Fukui-Hatsugai-Suzuki

法 [52] を用いている。
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第 4章

カイラルスピン状態のカゴメ格子の熱電
効果

4.1 スピンカイラリティとベリー位相の関係
ある空間に三つのスピン S1, S2, S3 があるとする (図 4.1)。この時、スピンのスカラー三重積

(S1 · (S2 ×S3)) のことをスピンカイラリティと言う。そして、スピンカイラリティ (S1 · (S2 ×S3)) に
ベリー位相 γ は比例する [53]。
三つのスピン S1, S2, S3 に関して、「1 → 2 → 3 → 1」のループを考える。さらに、Si の単位ベクト
ルを ni = Si/|Si| とする。ただし、i = 1, 2, 3である。ここで、ni に対応する状態を |ni⟩、ベリー位相
を γ とすると、

⟨n1|n2⟩⟨n2|n3⟩⟨n3|n1⟩ = (1 + n1 · n2 + n2 · n3 + n3 · n1) + i(n1 · (n2 × n3)),

∝ exp (iγ/2), (4.1)

となる [36, 54]。虚部に注目すると

sin (γ/2) ∝ n1 · (n2 × n3), (4.2)

<latexit sha1_base64="dd1OBnZyesGtdCiRuQYO2qTBeMs="></latexit>

S1

<latexit sha1_base64="zbDL4IiHm7AQabJe4JAIphG5uRk="></latexit>

S2

<latexit sha1_base64="FGCovveNMpOKhqzapHm2nsXf2z0="></latexit>

S3

図 4.1 カイラルスピン状態。三つのスピン S1, S2, S3 に対してスカラー三重積 (S1 · (S2 × S3))

のことをスピンカイラリティと言う。ベリー位相はスピンカイラリティに比例する。
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となる。γ が十分小さければ γ/2 ∝ n1 · (n2 × n3) なので、
γ ∝ S1 · (S2 × S3), (4.3)

が成立する。つまり、ベリー位相 γ はスピンカイラリティ (S1 · (S2 × S3)) に比例する。よって、ス
ピンカイラリティ (S1 · (S2 × S3)) が有限な値を取れば、ベリー曲率が有限となる可能性があるため、
異常ホール伝導度 σxy が得られると期待できる。実際、Ohgushi et al. は、強束縛近似 (tight-binding

approximation)においてカイラルスピン状態のカゴメ格子模型で有限な異常ホール伝導度 σxy が得られ
たと報告した [55]。

4.2 状態密度の van Hove特異点におけるゼーベック効果・ネルンスト
効果

私たちはモデル計算を行い、状態密度の特異点 (van Hove 特異点)によって熱電効果が増大している
ことを確認した [37]。大きな熱電性、ゼーベック効果と異常ネルンスト効果を示す典型例として、カイ
ラルスピン状態のカゴメ格子モデルに対して密度汎関数理論に基づく第一原理計算を行なった。カイラ
ルスピン状態のカゴメ格子で大きなベリー曲率が得られることが知られているため [55]、大きな横方向
の熱電効果が期待される。また、二次元系では van Hove特異点で、状態密度が階段関数のようになった
り、状態密度が発散したりすることが知られている [12, 13]。カゴメ格子は二次元系であるため、カイラ
ルスピン状態のカゴメ格子の横方向の熱電効果において、ベリー曲率だけでなく van Hove特異点による
寄与があるのではないかと注目した。さらに、縦方向の熱電効果に関しても van Hove特異点の寄与を調
べた。その結果、熱電効果を大きくする一つの要因として、van Hove特異点が重要であることを、理論
および第一原理計算の双方の側面から明らかにした。理論に関しては第 2.4節にまとめたので、この章で
は第一原理計算の結果についてまとめる。緩和時間を定数と近似した場合、縦方向の熱電伝導度 αxx は、
バンドの下限と上限のバンドエッジとなる K点と Γ点、および鞍点となるM点のエネルギーで大きく
なった。また、そのエネルギーには van Hove特異点と呼ばれる状態密度の特異点が存在した。また、異
常ホール伝導度 σxy において内因性の寄与 (intrinsic contribution)が支配的な場合、横方向の熱電伝導
度 αxy は、状態密度の van Hove特異点が存在し、かつ大きなベリー曲率が存在するところで大きかっ
た。特に、二次元系における鞍点型 van Hove特異点では状態密度が発散するので、そこで |αxy|は最大
となり、今回の系では 10 µV/Kほどの大きな異常ネルンスト係数が期待される。このように、二次元磁
性体の熱電性の増大のために、van Hove特異点が重要であることがわかった。

4.2.1 計算手法および計算したカゴメ格子の系
カイラルスピン状態のカゴメ格子モデルを水素原子によって構築し、OpenMX (version 3.9) [56–59]

を用いて、密度汎関数理論に基づく第一原理計算を行なった。Kohn-Sham方程式を解く際に、交換相関
ポテンシャルは一般化勾配近似 (GGA) [60] を用いて近似した。Self-Consistent Field (SCF) 計算にお
ける、エネルギーカットオフ、k 点サンプリングはそれぞれ 210 Ry, 30×30×1とした。基底関数として
擬原子軌道を用いており、それぞれの水素原子について二つの s軌道と一つの p軌道を用意した。また、
カットオフ半径は 6.0 Bohrとした。今回は、カイラルスピン状態起源のベリー曲率による異常ホール伝
導度 σxy に注目し、スピン軌道相互作用を入れずに計算を行なった。
次に、電気伝導度 σxx と異常ホール伝導度 σxy の化学ポテンシャル µ 依存性を、µ の変化に対
してバンドが不変であるという、rigid band approximation を用いて計算した。σxx の µ 依存性は、
Wannier90 [61–63] を用いて計算した。まず OpenMXで、水素原子の s軌道を考慮し、occupied band
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<latexit sha1_base64="2lv+XQw4m7AjSGPXOE+kVl0Ngxc="></latexit>a1

<latexit sha1_base64="n3zSmJCZzDInzqw5PIKMz80GpdU="></latexit>a2

<latexit sha1_base64="BMIsE34w64yGyMwTmABXjQ1kRu0="></latexit>a3
<latexit sha1_base64="ft3xN2Yd4ZimLX6uexJl1ONczpY="></latexit>

b3

<latexit sha1_base64="O1u9BU4S7qbazoMG1KUY3F8lgIs="></latexit>

b2
<latexit sha1_base64="JPjFEohH6bqrZDGsrkt+hCr0DA8="></latexit>

b1

図 4.2 計算した系 [37] (a) 計算したカゴメ格子の上から見た図。黒の菱形は unit cellであり、a1 =

a2 = 6.60 Å, a3 = 100 Å, α = 120◦, β = 90◦, γ = 90◦ である。灰色の球は固定された水素原子で
あり、灰色の線は化学結合を表している。緑の矢印はスピンを表していて、s1 = (θ = 70◦, ϕ = 60◦),

s2 = (θ = 70◦, ϕ = 180◦), s3 = (θ = 70◦, ϕ = 300◦) である。(b) カゴメ格子の逆格子。 b1, b2, b3

は逆格子ベクトルである。赤の六角形は Brillouin zoneを表している。Γ点、M点、K点は、2π/a

を 1 とした分率座標 (fractional coordinates) で Γ = (0, 0, 0), M = (1/2, 0, 0), K = (1/3, 1/3,

0)である。ただし、aは unit cellベクトルの長さである。

である 3本のバンドに対して最局在ワニエ関数 (maximally-localized Wannier functions) を作成した。
次に、Wannier90 で、緩和時間を定数と近似してボルツマン方程式を解くことによって σxx を求めた。
異常ホール伝導度 σxy の µ依存性は、Fukui-Hatsugai-Suzuki法 [52] をもとにして Sawahata et al.が
開発した OpenMX の拡張プログラム [51, 64] を用いてベリー曲率から計算した (式 (2.162) 参照)。今
回、異常ホール伝導度 σxy は内因性の寄与 (intrinsic contribution)が支配的である、moderately dirty

regime [21] を想定し、ホール角が 0.01から 0.1程度となるように緩和時間を仮定した (詳細は第 6.1節
を参照)。
図 4.2(a)は、計算したカイラルスピン状態の系である。スピンにのみ注目したかったので、水素原子
でカゴメ格子を構成し、さらに原子の位置を固定した。unit cellのベクトルは a1 = a2 = 6.60 Å、それ
ぞれのベクトルのなす角度は α = 120◦ である。十分な真空層 (a3 = 100 Å)を適用した slab modelを
用い、周期境界条件による影響を除いた。極角 (z 軸となす角)が 70◦ のカイラルスピン状態の場合につ
いて計算するために、penalty function [65] を用いて、スピンを固定した。図 4.2(b)は k 空間を表して
いて、逆格子ベクトルは b1, b2, b3 である。Γ点、M点、K点の k空間における座標は、2π/aを 1とし
た分率座標系で、(0, 0, 0), (1/2, 0, 0), (1/3, 1/3, 0)である。

4.2.2 バンド図、状態密度
図 4.3(a)は価電子帯のバンド図である。unit cellあたりの電子数が 3なので、3本のバンドが得られ
た。また、エネルギーの基準を価電子帯トップとした。今回は、正孔 (hole)を 1個よりも少ない数だけ
ドープした状況、つまり、フェルミ準位が価電子帯トップのバンドのエネルギー幅 (−0.2 eVから 0 eV

まで) にある場合を考慮した。以降は、エネルギーが −0.2 eV から 0 eV までの範囲に限って議論をす
る。Γ点、M点、K点で、それぞれエネルギー固有値 ϵ(k)が極大、鞍点、極小になっている。そのこと
は図 4.3(b)に示した k 空間におけるエネルギー固有値の分布からわかる。以下では、バンドの Γ点、M
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図 4.3 バンド図、エネルギー分布、状態密度 [37] (a) カイラルスピン状態のカゴメ格子の価電子帯
のバンド図。赤い丸は、Γ点 (0, 0, 0)、M点 (1/2, 0, 0)、K点 (1/3, 1/3, 0)上のそれぞれのエネル
ギー Emax、Es、Emin である。Γ 点、M 点、K 点の座標は 2π/a を 1 とした分率座標 (fractional

coordinates) で表した (ただし、a は unit cell vector の長さである)。Emax = 0 eV とした。この
時、Es = −0.181 eV、Emin = −0.211 eV である。(b) 価電子帯トップのバンドの、k空間における
エネルギー固有値の分布。z 軸はエネルギー固有値を表す。カラーバーは Emin から −0.1 eVまでの
線形目盛であり、紫から黄になるにつれて大きくなる。k1 と k2 は分率座標 (fractional coordinates)

である。M点から K点への線は、(a)のバンド図におけるM-Kの k-pathである。(c) 価電子帯トッ
プのバンドの状態密度。極大型、鞍点型、極小型の van Hove singulatitiesは Emax, Es, Emin で得
られた。

点、K点を通るエネルギーを、それぞれ Emax、Es、Emin とする。図 4.3(c)は、Emin から Emax のエ
ネルギー範囲において、状態密度 D(ϵ)は三つの特異点、つまり van Hove特異点を持つことを示してい
る。極大、鞍点、極小型の van Hove特異点はそれぞれ ϵ = Emax, Es, Emin にある。今回計算した系は
二次元系なので、D(ϵ)は ϵ = Emin, Emax で階段関数のようになり、ϵ = Es では発散する [12, 13]。

4.2.3 電気伝導度、異常ホール伝導度
図 4.4(a)に、T = 0 Kにおける電気伝導度 σxx の化学ポテンシャル µ依存性を示す。バンドエッジ

(µ = Emin, Emax)では σxx = 0 (e2/h)、µ = −0.15 eVで σxx は最大であった。今回、私たちは緩和
時間 τ を定数と近似し、10 fsとして式 (2.161)を用いて σxx を計算した。式 (2.177)より、状態密度と、
群速度 vx の二乗との積が大きいところで、大きな σxx が得られる。図 4.3(c) より、状態密度は µ = Es

= −0.18 eV付近にピークを持つ。それに対して、図 4.4(a)より、σxx は µ = −0.15 eV付近に最大値
を持つ。状態密度のピークの位置と σxx の最大値の位置が異なるのは、群速度 vx によるものだと考えら
れる。

37



 0

 1

 2

 3

-0.3 -0.2 -0.1  0

σ
xx

 [
e

2
/h

]

Chemical potential [eV]

T=0 K

-100

-50

 0

 50

-0.3 -0.2 -0.1  0

α
xx

 [
(µ

V
/K

) 
(e

2
/h

)]

Chemical potential [eV]

T=10K
T=30K
T=50K

-1

-0.5

 0

-0.3 -0.2 -0.1  0

σ
xy

 [
e

2
/h

]

Chemical potential [eV]

T=0 K

-20

-15

-10

-5

 0

-0.3 -0.2 -0.1  0

α
xy

 [
(µ

V
/K

) 
(e

2
/h

)]

Chemical potential [eV]

T=10K
T=30K
T=50K

(a) (b)

(c) (d)

EmaxEsEmin EmaxEsEmin

EmaxEsEmin EmaxEsEmin

図 4.4 (a) 電気伝導度 σxx、(b) 異常ホール伝導度 σxy、(c) 縦方向の熱電伝導度 αxx、(d) 横方向
の熱電伝導度 αxy の化学ポテンシャル依存性 [37]。σxx, σxy は温度 T = 0 K、αxx, αxy は温度 T

= 10, 30, 50 Kにおけるものである。σxx の計算に用いた緩和時間 τ は定数で近似し、10 fsとした。
Emax, Es, Emin は図 4.3におけるエネルギーと対応している。
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図 4.5 ベリー曲率の図 [37] (a) バンド図の k-path 上での k 空間におけるベリー曲率 Ωz(k)。(b)

Eq. (2.174)によって計算した、化学ポテンシャル µに依存するベリー曲率 Ωz(µ)。どちらも価電子
帯トップのバンドに関するベリー曲率である。Emax, Es, Emin は図 4.3 におけるエネルギーと対応
している。
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図 4.4(b)に、T = 0 Kにおける異常ホール伝導度 σxy の化学ポテンシャル µ依存性を示す。今回、異
常ホール伝導度 σxy は内因性の寄与 (intrinsic contribution) が支配的な場合を考え、式 (2.162)を用い
て計算した。µ < Emin では σxy = −1 (e2/h)、µ = Es では σxy = −0.5 (e2/h)、µ > Emax では σxy

= 0 (e2/h)である。ホールを 1個ドープした時、量子化された異常ホール伝導度 σxy = −1 (e2/h) が
得られた。一番下のバンド、真ん中のバンド、一番上のバンドのチャーン数はそれぞれ −1, 0, 1だった。
この結果は、Ohgushi et al.のモデル計算の結果 [55]と一致した。
σxy の起源を明らかにするために、私たちは価電子帯トップのバンドのベリー曲率を計算した。図

4.5(a)は k 空間におけるベリー曲率 Ωz(k)、図 4.5(b)はエネルギー空間におけるベリー曲率 Ωz(ϵ) (式
(2.174)参照)である。図 4.5(a)より、Ωz(k)は K点で最大で、Γ点ではほとんど 0であるとわかる。そ
れは、図 4.3(a)からわかるように、Γ点では一番上のバンドと真ん中のバンドとのエネルギー差が大き
く、K点では一番上のバンドと真ん中のバンドとのエネルギー差が小さいからである。式 (2.100)のエネ
ルギー差とベリー曲率の大きさの関係より、Ωz(k)は Γ点で小さく、K点では大きいと期待される。そ
れに対応して、図 4.5(b)より、Ωz(µ)のピークは、K点のエネルギーである µ = Emin にあり、Γ点のエ
ネルギーである µ = Emax 付近では Ωz(µ) はほとんど 0 Å2 である。Ωz(µ)が有限である µ = Emin か
ら Emax の範囲で、σxy が −1 (e2/h)から 0 (e2/h)まで増加し、Ωz(µ) がほぼ 0 Å2 である µ < Emin,

µ > Emax では、σxy が一定である。これは σxy を状態密度とベリー曲率 Ωz(µ)で表した式 (2.170) と
整合性が取れている。

4.2.4 熱電伝導度
図 4.4(c)は、縦方向の熱電伝導度 αxx の化学ポテンシャル µ依存性を表していて、van Hove特異点
のあるエネルギー (µ = Emin, Es, Emax) 近傍で極値が得られた。それは、二次元系における van Hove

特異点では状態密度または状態密度のエネルギー微分の発散が起きるからである。式 (2.164)より、αxx
は d

dµ (D(µ)v2x(µ)) = dD
dµ v

2
x + D

dv2x
dµ に比例する。二次元系では、鞍点型 van Hove特異点では、状態密

度が発散する。なので、µ = Es では |D|および |dD/dµ|が大きくなり、T = 10 Kで見られるように、
最も大きな |αxx|のピークが得られたと考えられる。一方、極小型および極大型の van Hove特異点では
状態密度が階段関数のようになるので、µ = Emin と Emax では |dD/dµ|が大きい。それゆえ、T = 10

Kで見られるように、µ = Emin と Emax で |αxx|が大きくなっていると理解できる。以上より、|αxx|
は µ = Es で最大となり、Emin, Emax でも大きいことがわかった。

van Hove特異点付近で大きな |αxx|が得られたが、それは緩和時間 τ を定数と近似した場合である。
Bi2Sr2Ca1−xYxCu2O8+y [66] および一重のカーボンナノチューブ [67] に関する実験において、フェル
ミ準位付近の van Hove特異点で、大きなゼーベック係数が得られたという報告がある。しかし、銅系の
超伝導体の理論的な研究において、エネルギー ϵに依存する緩和時間 τ(ϵ) を適用した際に、フェルミ準
位が van Hove特異点付近にある場合にゼーベック係数が 0になるという報告がある [68]。その結果は、
大きな |αxx|は van Hove特異点付近では得られない可能性を示唆している。一方、式 (2.162)より、ベ
リー曲率由来の異常ホール伝導度 σxy は緩和時間とは独立である。よって、σxy において内因性の寄与
が支配的な場合は、αxy に関しては τ の不確定性はない。
図 4.4(d)は、横方向の熱電伝導度 αxy の化学ポテンシャル µ依存性を表しており、µ = Emin, Es で
極値が得られ、Emax ではほぼ 0であった。van Hove特異点は µ = Emin, Es, Emax にある。大きなベ
リー曲率は µ = Emin, Es で得られたが、Emax ではほぼ 0であった。なので、van Hove特異点と大き
なベリー曲率の両方のあるエネルギーで大きな αxy が得られたと言える。まずは、鞍点型 van Hove特
異点 (µ = Es)における値について考察した。式 (2.165)より、αxy は状態密度とベリー曲率 Ωz(µ)の

39



積に比例する。図 4.3(c)と図 4.5(b)より、µ = Es には状態密度のピークがあり、ベリー曲率も大きい。
ゆえに、大きな |αxy|が µ = Es で得られたと考えられる。また、µ = Emin には、ベリー曲率 Ωz(µ)の
ピークがあり、状態密度も大きい。そのため、大きな |αxy|が µ = Emin でも得られたと考えられる。一
方、µ = Emax で αxy はほぼ 0である。それは、図 4.5(b) において、µ = Emax で Ωz(µ) はほぼ 0で
あるため、状態密度とベリー曲率 Ωz(µ) の積がほぼ 0 となり、αxy は µ = Emax でほぼ 0 になったと
考えられる。以上より、大きな |αxy|の起源は、van Hove特異点と大きなベリー曲率だということがわ
かった。
大きな |αxy| は、 µ = Emin と Es で得られた。なので、大きな |αxy| を与える状態密度とベリー曲
率の条件を調べた。式 (2.165)より、αxy は状態密度 D(µ)とベリー曲率 Ωz(µ)の積に比例する。今回
の私たちの系において、π2ek2B/3ℏV は 4.07 × 10−3 (µV/K) (e2/h) (eV/Å2) (1/K)なので、10 Kに
おいて、1.0 から 10 (µV/K) (e2/h) 程度の大きな |αxy| を得るためには、D(µ)Ωz(µ) は 30 から 300

eV−1 Å2 程度である必要がある。図 4.4(d)は、大きな |αxy|は µ = Emin と Es で得られたことを示し
ている。µ = Emin においては、D(Emin) = 5.47 eV−1、Ωz(Emin) = 17.9 Å2 だったので、D(µ)Ωz(µ)

= 97.9 eV−1 Å2 となった。µ = Es においては、D(Es) = 18.6 eV−1、Ωz(Es) = 10.2 Å2 だったので、
D(µ)Ωz(µ) = 189 eV−1 Å2 となった。µ = Es では Ωz(µ)の大きさは最大値の半分程度だが、D(µ)は
最大値であるため、大きな |αxy|が得られた。一方、µ = Emin では、D(µ)の大きさは最大値の 1/3程
度だが、Ωz(µ)は最大値のため、µ = Es の時と同じぐらい大きな |αxy|が得られた。それに対して、µ
= Emax では Ωz(µ)はほぼ 0のため、D(µ)Ωz(µ)もほぼ 0となり、αxy もほぼ 0となった。ゆえに、大
きな |αxy|の起源は、µ = Es の D(µ)および µ = Emin の Ωz(µ)である。

Mott則 (式 (2.175))より、αxx/T および αxy/T は温度によらず一定となるはずである。しかし、図
4.6(a) より、αxx/T は van Hove 特異点付近 (µ = Emin, Es, Emax) で温度に依存し、Mott 則が破綻
しているとわかる。また、図 4.6(b)より、極小型 van Hove特異点 (µ = Emin), 鞍点型 van Hove特異
点 (µ = Es) 付近では αxy/T が温度依存していて、Mott 則が破綻しているとわかる。Minami et al.

は、nodal line由来の van Hove特異点で、αxy/T が温度依存していると報告した [16]。私たちの系に
は nodal lineが存在しないが、同様な結果が得られた。さらに、αxx/T に関しても、van Hove特異点
付近で温度依存することがわかった。
最後に、純粋ネルンスト係数 N0 = αxy/σxx について考察する。第 6.1節より、鞍点型 van Hove特
異点 (µ = Es)において、異常ホール伝導度 σxy における内因的な寄与 (intrinsic contribution)が支配
的な場合は、緩和時間 τ が 10 fs から 100 fs の場合である。表 4.1 は、µ = Es における σxy, τ , σxx,

θH , N0 の値である。τ は 10 fsまたは 100 fsと仮定し、T = 10 Kと 50 Kの場合について調べた。τ =

10 fs, T = 50 K では、|N0| = 9.74 µV/K と大きな値が得られた。本研究のモデルは水素原子による
カゴメ格子モデルであり、バンド幅は 0.2 eV程度である。現実的な系として報告されている二次元系の
FeCl2 [18] や CrI3 [69]のバンド幅は現在のモデルと同程度であるため、チャーン数が有限な二次元磁性
体で同様に大きな |N0|が得られる可能性がある。実際、FeCl2 では 50 Kで |N0| ≃ 6 µV/K程度が第
一原理計算から得られている [18]。さらに、三次元系である Fe3Gaや Fe3Alでは、実験で 50 Kで約 1

µV/K 程度のネルンスト係数が得られたので [40]、私たちの |N0|の結果はそれよりも 10倍程度大きい
と言える。

4.3 フラットバンドにおける、ゼーベック駆動なネルンスト効果
この節では、カイラルスピン状態のカゴメ格子のフラットバンドにおける熱電効果について考察する。

40



-0.6

-0.4

-0.2

 0

-0.3 -0.2 -0.1  0

α
xy

/T
 [

(µ
V

/K
2
) 

(e
2
/h

)]

Chemical potential [eV]

T=10K
T=30K
T=50K

Emin EminEs EsEmax Emax(a) (b)

-2

-1

 0

 1

-0.3 -0.2 -0.1  0

α
xx

/T
 [

(µ
V

/K
2
) 

(e
2
/h

)]

Chemical potential [eV]

T=10K
T=30K
T=50K

図 4.6 αxx/T および αxy/T の化学ポテンシャル依存性の図 [37]。(a) αxx/T の化学ポテンシャル
依存性。温度 T は 10, 30, 50 K の場合についてである。van Hove 特異点が観測された Emin, Es,

Emax 付近で αxx/T は温度に依存していることがわかる。それ以外の場所では、αxx/T は温度によ
らず一定である。(b) αxy/T の化学ポテンシャル依存性。温度 T は 10, 30, 50 Kの場合についてで
ある。Emin, Es 付近で αxx/T は温度に依存していることがわかる。それ以外の場所では、αxy/T は
温度によらず一定である。

表 4.1 µ = Es = −0.18 eVにおける値
[Shibata et al. (2023).] [37] の Table 1からの引用

T [K] σxy [e2/h] τ [fs] σxx [e2/h] θH N0 [µV/K]

10 −0.459 10 2.16 −0.213 −2.45

10 −0.459 100 21.6 −0.0213 −0.245

50 −0.474 10 2.07 −0.230 −9.74

50 −0.474 100 20.7 −0.0230 −0.974

4.3.1 バンド図、状態密度
カゴメ格子の三次元版であるパイロクロア格子において、カイラルスピン状態でフラットバンドが得
られたという先行研究がある [70]。前節のカイラルスピン状態のカゴメ格子のバンド図 (図 4.3(a))にお
いても、真ん中のバンドはフラットであった。私たちは、スピンの極角 (z 軸となす角 θ)を 70度よりも
小さくしていくと、一番上のバンドのバンド幅が小さくなることを確認した。θ = 70度のときのバンド
幅は 0.211 eVで、θ = 50度のときのバンド幅は 0.125 eVだった (図 4.7)。そこで、θに関しては 70度
だけでなく、50度の場合についても計算し、熱電係数におけるバンド幅の影響を調べた。
図 4.8(a), (b)はそれぞれスピンの極角 (z 軸となす角 θ)が 50度, 70度の場合のバンド図である。正
孔 (hole)を 1個よりも少ない数だけドープした状況、つまり、フェルミ準位が価電子帯トップのバンド
のエネルギー幅にある場合を考慮した。以降、価電子帯トップのバンドのエネルギー帯に関して議論を
行う。価電子帯トップのバンド幅は、θが 50度の時は 0.125 eV、θが 70度の時は 0.211 eVであり、二
倍程度の差がある。よって、θ が 50度の場合は 70度の場合と比べて、価電子帯トップのバンドが平ら
(フラット)であると言える。
図 4.8(c), (d)はそれぞれスピンの極角 (θ)が 50度, 70度における、価電子帯トップのバンドの状態密

度である。θ = 50度の方の価電子帯トップのバンドの方がフラットであるため (バンド幅が狭いため)、
状態密度の大きさおよび傾きは大きい。式 (2.164), (2.165)より、大きな熱電伝導度 αxx, αxy が期待で
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す角 θ)である。θ = 70度の時は一番上のバンドのバンド幅が大きいが、θ = 20, 30, 40, 50 度では
一番小さい。

きる。

4.3.2 ネルンスト係数
ネルンスト係数 N の式 (式 (1.8)) N = (N0 − θHS0)/(1 + θ2H) の分子に注目する。通常のネルンスト
効果の場合、N における寄与は、第 1項「N0」の方が第 2項「−θHS0」よりも大きい。しかし、N0 の寄
与よりも −θHS0 の寄与の方が大きい時、ゼーベック駆動 (Seebeck inducedもしくは Seebedk driven)

なネルンスト効果と言う。例えば、Co2MnGa/Si で実験的に確かめられたという報告がある [71]。ま
た、理論的な研究では、MnBi2Te4 [72]や Cr原子をドープした Bi2Se3 [73]などがある。私たちが計算
した、カイラルスピン状態のカゴメ格子でも、ゼーベック駆動なネルンスト効果が得られた。以下でそ
れを説明する。
まず、図 4.9(a), (b)のネルンスト係数について考察する。ネルンスト係数の大きさ |N |は、スピンの
極角 θが 50度の場合は 22 µV/K、θが 70度の場合は 16 µV/Kである。θが 50度の時の方が大きいの
は、バンド幅が狭いことによるものだと考えられる。状態密度および状態密度の傾きが大きくなり、そ
れにより熱電伝導度 αxx, αxy が大きくなったと考えられる。また、ピークの位置は、θ が 50度の場合
は M 点のエネルギー付近、θ が 70 度の場合は K 点のエネルギー付近にある。M 点付近は鞍点型 van

Hove 特異点による状態密度の発散がある位置である。バンド幅が狭いと状態密度が大きくなり、熱電
係数に対する状態密度の寄与も大きくなる。そのため、フラットバンドを持つ θ が 50 度の時は、ネル
ンスト係数 N がM点のエネルギーでピークが得られたのだと考えられる。一方、θ が 70度の場合は、
バンドエッジ由来の大きな熱電伝導度 αxx, αxy によって、K点にピークが生じたと考えられる。S0 =

αxx/σxx, N0 = αxy/σxx であり、バンドエッジでは σxx は 0に漸近するため、S0, N0 はバンドエッジ
で大きい。よって、K点で大きなネルンスト係数 N が得られたのだと考えられる。
次に、ゼーベック駆動なネルンスト効果かどうかを確かめた。今回は、ネルンスト係数 N = (N0 −

θHS0)/(1 + θ2H) の分母と分子に電気伝導度 σxx をかけて、その分子である「αxy」と「−σxyS0」の比
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図 4.8 (a), (b) はそれぞれスピンの極角 θ が 50 度, 70 度の場合におけるカイラルスピン状態のカ
ゴメ格子の価電子帯のバンド図である。Γ点, M点, K点の座標は、それぞれ (0, 0, 0), (1/2, 0, 0),

(1/3, 1/3, 0) である。ただし、2π/a を 1 とした分率座標 (fractional coordinates) で表した (a は
unit cell vector の長さである)。また、エネルギーに関しては、価電子帯トップで 0 eV とした。こ
の時、(a)スピンの極角 θ が 50度の場合、Γ点, M点, K点のエネルギーはそれぞれ 0 eV, −0.116

eV, −0.125 eV である。(b) スピンの極角 θ が 70 度の場合、Γ 点, M 点, K 点のエネルギーはそれ
ぞれ 0 eV, −0.181 eV, −0.211 eVである。(c), (d)はそれぞれスピンの極角 θ が 50度, 70度の場
合における価電子帯トップの状態密度および積分状態密度である。どちらも、Γ点、K点で状態密度
が階段関数のようになり、M点では状態密度が発散している。

較を行った。そうすることにより、緩和時間を考慮しなくてよくなる。ホール伝導度 σxy と、横方向の
熱電伝導度 αxy は緩和時間に依存しない。また、緩和時間を定数と近似した場合、S0 = αxx/σxx も
緩和時間に依存しない。図 4.9(c), (d) がそれぞれ θ が 50 度の場合、θ が 70 度の場合である。どちら
の場合も | − σxyS0| は |αxy| よりも 2 倍から 10 倍程度大きい。そのため、ゼーベック駆動なネルンス
ト効果であると言える。表 4.2 に、N のピーク位置 [eV]、N [µV/K]、αxy [(µV/K)(e2/h)]、−σxyS0

[(µV/K)(e2/h)] をまとめた。θ が 50度の場合は | − σxyS0|が |αxy|よりも 4倍程度、θ が 70度の場合
は | − σxyS0| が |αxy| よりも 16 倍程度大きい。ただし、θ が 70 度の場合の N のピーク位置はバンド
エッジ付近にあるため (図 4.9(b))、バンドエッジの影響を大きく受けている可能性が高い。それに対し
て、θが 50度の場合のN のピーク位置はM点 (鞍点)のエネルギー付近にある (図 4.9(a))。さらに、ネ
ルンスト係数 |N |は、θが 50度の場合が 21.9 µV/K、70度の場合は 15.7 µV/Kであり、50度の場合の
方が大きい。ただし、ネルンスト係数 N は緩和時間に依存するが、今回は前節と同様に 10 fsで一定と
近似した。θ が 50度の場合の方は、フラットバンドによる大きな状態密度が得られた。その大きな状態
密度由来の熱電伝導度 αxy により、20 µV/K程度の大きなネルンスト係数 N が得られたと考えられる。
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表 4.2 スピンの極角 θ ごとの、ネルンスト係数 N のピーク位置における αxy と −σxyS0 の寄与の比較

θ N のピーク位置 [eV] N [µV/K] αxy [(µV/K)(e2/h)] −σxyS0 [(µV/K)(e2/h)]

50度 −0.117 −21.9 −8.62 −28.7

70度 −0.207 −15.7 −3.871 −50.1
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図 4.9 (a), (b) はそれぞれ θ が 50度, 70度のときのネルンスト係数 N である。緩和時間は 10 fs

の定数であると仮定した。θ が 50度の時のネルンスト係数のピークは、M点 (鞍点)のエネルギー付
近にある。一方、θ が 50度の時のネルンスト係数のピークは、K点 (バンドエッジ)のエネルギー付
近にある。(c), (d) は、それぞれ θ が 50 度, 70 度のときの αxy および −σxyS0 である。どちらも、
−σxyS0 の軸は αxy の軸の方が 10倍大きい。実際、| − σxyS0|の値は |αxy|の値よりも 2倍から 10

倍程度大きい。
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第 5章

二次元強磁性体 Cr2Ge2Te6の熱電効果

5.1 二次元強磁性体
磁性は紀元前から注目されており、例えば磁鉄鉱 (Fe3O4)が他の磁鉄鉱を引きつける、といった現象
は Thales、Plato、Socratesらが言及した [74]。また、二次元物質に関しては 20世紀ごろから注目され
るようになり、2010年のノーベル物理学賞は、二次元物質であるグラフェンの画期的な研究を行なった
として、Novoselovと Geimに贈られた。2004年に Novoselov et al. は、炭素原子が六角形のセルを構
成したシート状の物質である、グラフェンの単離に成功した [75]。グラフェン同士はファンデルワール
ス力によって結合しているが、ファンデルワールス力は他の相互作用と比較して小さいため、単層に分
離できた。異なる二次元物質同士を、ファンデルワールス力によって結合させた物質をファンデルワー
ルスヘテロ構造とよび、新規材料の開発の可能性がある [76, 77]。さらに、二次元磁性体は、スピントロ
ニクスを用いたデバイスへの応用が期待されている [78]。表 5.1は、実験的に存在が確かめられている二
次元強磁性体であり、文献 [79] からの引用 (一部改変)である。

5.2 熱電効果における nodal lineの寄与
線形分散しているバンドの縮退点はWeyl点と呼ばれていて、そのWeyl点が線のようにつながってい
ると nodal lineと呼ばれる。Weyl点や nodal lineなどのバンドの縮退点は、スピン軌道相互作用がある
とその縮退が解けて小さなギャップが生じる。ベリー曲率の式 (2.100)より、小さなギャップは大きなベ
リー曲率を生む。そのため、Weyl点や nodal lineがあると、大きなホール伝導度 σxy が期待される (式
(2.162))。Minami et al.は、Weyl半金属 Co3Sn2S2、Weyl半金属 Co2MnGa、Heusler合金 Fe3Al に
対して第一原理計算を行い、それらの物質では nodal lineが存在することを確かめた [16]。さらに、そ
れらの物質の nodal lineの状態密度の van Hove特異点において、大きな |αxy|が得られたと報告した。
Minami et al.は、nodal lineの状態密度を以下のように定義した。

DNL(ϵ) =
∑

n,k∈kNL

δ(ϵ− ϵn,k). (5.1)

私たちもこれにならい、以降、「nodal lineの状態密度」は式 (5.1)で計算された値のこととする。

5.3 強磁性体 Cr2Ge2Te6 の一層の薄膜における nodal line

私たちは、二次元強磁性体として実験的に確かめられている、Cr2Ge2Te6 薄膜 [85] について密度汎関
数理論に基づく第一原理計算をした。計算には OpenMX (version 3.9) [56–59] を用いた。
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表 5.1 二次元強磁性体の例 (文献 [79]からの引用 (一部改変))

物質 キュリー温度 [K] 参照文献
VSe2 > 300 (monolayer) [80, 81]

V5Se8 14 (three layers) [82]

V5S8 7 (<5.4 nm) [83]

CrSiTe3 17 (4.2 nm) [84]

Cr2Ge2Te6 < 4.7 (bilayer) [85]

CrTe2 200 (monolayer) [86–88]

Cr2Te3 280 (5.5 nm) [89]

Cr5Te8 50 (5 nm) [90]

Cr3Te4 300 (monolayer) [91]

CrTe 300 (few-UC) [92]

CrSe2 65 (monolayer) [93]

CrSe 280 [94]

MnSex > 300 (monolayer) [95]

MnSb2Te4 20 (monolayer) [96]

MnBi2Te4 15.2 (monolayer) [97]

Fe3GeTe2 130 (monolayer) [98, 99]

Fe4GeTe2 270 (seven layers) [100]

Fe5GeTe2 170 (1 nm) [101,102]

Fe3GaTe2 350 (9.5 nm) [103]

FeTe 170 (4 nm) [104]

FexTaS2 20 (bilayer) [105]

CrI3 45 (monolayer) [106]

CrBr3 34 (monolayer) [107,108]

CrCl3 13 (monolayer) [109,110]

VI3 60 (monolayer) [111]

AgVP2Se6 19 (6.7 nm) [112]

CrPS4 23 (monolayer) [113]

ϵ-Fe2O3 > 300 (7.5 nm) [114]

Fe3O4 > 400 (8.1 nm) [115]

CoFe2O4 > 300 (3.8 nm) [116]

5.3.1 Cr2Ge2Te6 薄膜について
Cr2Ge2Te6 分子は、Cr原子を Ge原子または Te原子で挟む構造になっており、実験では 2, 3, 4, 5層
およびバルクが確かめられている [85]。キュリー温度は、バルクの時は 66 K程度である [85, 117, 118]。
一方、薄膜では 4.7 K以下である [85]。しかし、0.075 Tの微小な磁場中において、強磁性体特有の反応
であるカー効果 (Kerr effect)がそれよりも高温で観測された。2, 3, 4, 5層では、それぞれ 30 K, 40 K,

45 K, 50 K程度である [85]。
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図 5.1 一層の Cr2Ge2Te6 薄膜。青色、灰色、黄色の円は、それぞれ Cr 原子、Ge 原子、Te 原
子を表す。赤の矢印は Cr 原子の磁化を表す。unit cell (単位 Å) a1 = (6.9036100, 0, 0), a2 =

(−3.4518095, 5.9787002, 0), a3 = (0, 0, 90.0). |a1| = 6.9036100 Å, |a2| = 6.9036100 Å, |a3| =
90.0 Å, α = 90.0◦, β = 90.0◦, γ = 120◦.

5.3.2 強磁性 Cr2Ge2Te6 の一層の薄膜のバンド図と状態密度
まず、構造が最も単純であり、バンド構造が見やすい一層の Cr2Ge2Te6 薄膜 (図 5.1) の計算をした。
図 5.2(a), (b)はバンド図であり、それぞれスピン軌道相互作用を入れずに計算した場合とスピン軌道相
互作用を入れて計算した場合である。フェルミ準位付近にある、伝導帯の一番下のバンドと下から二番
目のバンドに注目した。図 5.2(a)の赤丸および赤矢印が示すように、スピン軌道相互作用を入れなかっ
た場合、KΓ線および ΓM線のそれぞれ二箇所にバンドの縮退点が存在する。KΓ線にある縮退点の位置
は 0.43 eV、ΓM線にある縮退点の位置は 0.58 eVである。スピン軌道相互作用を入れて計算すると、バ
ンド同士の縮退が解けてバンド間の距離が広がる。図 5.2(b)の赤丸および赤矢印が示すところには小さ
なバンドギャップがある。位置は、KΓ線では 0.32 eV、ΓM線では 0.45 eVであり、どちらもスピン軌
道相互作用がなしの時の縮退点の位置からは 0.1 eVほどずれた。
図 5.2(c), (d)は、それぞれ状態密度と積分状態密度であり、どちらもスピン軌道相互作用を入れて計
算した場合における結果である。状態密度の、0.12 eVおよび 0.23 eV付近での階段関数のような振る舞
いは、KΓ線にあるバンドの極小値に起因する、極小型 van Hove特異点由来のものだと考えられる。ま
た、状態密度の 0.27 eV付近にあるピークは、M点におけるバンドの鞍点に起因する、鞍点型 van Hove

特異点由来のものだと考えられる。図 5.2(d)の積分状態密度から、電子を 0.5個程度ドープするとフェ
ルミ準位の位置は、KΓ線にある小さなバンドギャップの位置 0.32 eV付近になる。さらに、電子を一個
ドープすると、ΓM線にある小さなバンドギャップの位置 0.45 eV付近になる。

5.4 nodal lineの状態密度の van Hove特異点による熱電効果
5.4.1 nodal lineと、nodal lineの状態密度
前節より、スピン軌道相互作用がない場合、強磁性体の Cr2Ge2Te6 の一層の薄膜の価電子バンドには
縮退点が生じることがわかった。この縮退点を k 空間全体で見た時、一本の線で繋がることがわかった。
これは nodal lineと呼ばれるものである。図 5.3が nodal lineのグラフである。Γ点を中心として kxky

平面上に円状であり、エネルギーに関しては 0.4 eVから 0.6 eVの範囲を振動している。極小と極大は
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図 5.2 (a) スピン軌道相互作用を入れずに計算した時のバンド図である。赤丸および赤矢印で印を
つけた、伝導帯の KΓ線および ΓM線上は、バンドの縮退点を示している。(b)スピン軌道相互作用
を入れて計算した時のバンド図である。小さなバンドギャップが、赤丸および赤矢印で印をつけた、
伝導帯の KΓ線および ΓM線上に存在している。(c)スピン軌道相互作用を入れて計算した時の状態
密度である。(d)スピン軌道相互作用を入れて計算した時の積分状態密度である。

それぞれ 6箇所あり、極小値は 0.43 eV、極大値は 0.58 eVである。図 5.4(a)は nodal lineのバンド図
である。ΓM線を横切る点および ΓΓ′ 線を横切る点で極大になり、ΓK線を横切る点で極小になっている
ことがわかる。図 5.4(b)は nodal lineの状態密度のグラフであり、Minami et al.の論文 [16]で定義さ
れている式 (5.1)を用いて計算した。nodal lineの状態密度のピークは 0.43 eVと 0.58 eVにある。これ
ら 0.43 eVと 0.58 eVは、スピン軌道相互作用を入れないで計算した時のバンド図 (図 5.2(a))における、
縮退点の位置と一致している。なので、nodal lineは KΓ線上で極小となり、ΓM線上で極大となる。

5.4.2 ベリー曲率
伝導帯の一番下のバンドと下から二番目のバンドに注目した。スピン軌道相互作用がない時の縮退点
である nodal lineは、スピン軌道相互作用を入れると縮退が解けて、小さなバンドギャップを生み出す。
ベリー曲率の式 (2.100)より、小さなバンドギャップがあると、大きなベリー曲率が得られることがわか
る。図 5.5(a) はバンド図である。KΓ 線の 0.32 eV、ΓM 線の 0.45 eV に、小さなバンドギャップがあ
る。図 5.5(b)はベリー曲率のグラフである。小さなバンドギャップ由来の大きなベリー曲率が存在する
ことがわかる。
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図 5.3 スピン軌道相互作用を入れていない場合における、伝導帯の一番下のバンドと下から二番目
のバンドが生成する nodal line。色はエネルギー固有値を表していて、紫は 0.4 eV、黄は 0.6 eVで
ある。k メッシュは、第一ブリュアンゾーンを「600×600×1」で計算をした。伝導帯の一番下のバン
ドと下から二番目のバンドのエネルギー差が 0.02 eV 以下のデータを抽出した。nodal line は 0.43

eVから 0.58 eVの範囲を振動しており、KΓ線上 (点 B)だと 0.43 eV、ΓM線上 (点 A)だと 0.58

eVである。点 Aから点 A’まで反時計回りの経路が、振動の一周期分に対応する。

図 5.4 スピン軌道相互作用を入れていない場合における、(a) nodal lineのバンド図。点 A, A’, B

は図 5.3に対応していて、点 Aから点 A’まで反時計回りの経路をとった。(b) nodal line の状態密
度。k メッシュは、第一ブリュアンゾーンを 4 つに等分したそれぞれの領域を「1200×1200×1」で
計算をした。伝導帯の一番下のバンドと下から二番目のバンドの、エネルギー差が 0.0003 eV以下の
データを抽出し、それを元に nodal lineの状態密度 (式 (5.1))を作成した。また、グラフの振動を抑
えるために、温度が 20 Kのフェルミ・ディラック分布関数を用いて、スメアリングを行なっている。
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図 5.5 (a)スピン軌道相互作用を入れて計算したときのバンド図である。「1」, 「2」は伝導帯のう
ち、下から 1 番目, 2 番目のバンドであることを表す。スピン軌道相互作用によって縮退がとけて生
じた、 0.32 eVと 0.45 eV付近にある小さなバンドギャップがわかる。(b) 伝導帯の一番下および下
から二番目のバンドの、KΓM 線におけるベリー曲率である。バンドギャップが小さいところで、ベ
リー曲率が大きくなっていることがわかる。
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図 5.6 (a)温度が 0 Kにおけるホール伝導度 σxy の化学ポテンシャル依存性 (計算に用いた k メッ
シュは 500×500×1)。(b) 温度 10 K における横方向の熱電伝導度 αxy の化学ポテンシャル依存性。
どちらもスピン軌道相互作用を入れて計算した時の場合である。
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図 5.7 二層の Cr2Ge2Te6 薄膜。青色、灰色、黄色の円は、それぞれ Cr 原子、Ge 原子、Te 原
子を表す。赤の矢印は Cr 原子の磁化を表す。unit cell (単位 Å) a1 = (6.9036100, 0, 0), a2 =

(−3.4518095, 5.9787002, 0), a3 = (0, 0, 80.0). |a1| = 6.9036100 Å, |a2| = 6.9036100 Å, |a3| =
80.0 Å, α = 90.0◦, β = 90.0◦, γ = 120◦.

5.4.3 ホール伝導度と熱電伝導度
電子ドープが一個未満となる、エネルギーが 0.4 eV以下の範囲における横方向の熱電効果を調べた。
図 5.6(a)からわかるように、ホール伝導度 σxy に関しては、nodal lineの状態密度のピークのある、µ =

0.32 eVに上に凸のピークが得られた。バンド図 5.5(a)において、KΓ線上に小さなバンドギャップがあ
り、それが nodal lineである。nodal lineの極小値は 0.43 eVであるが、スピン軌道相互作用を加えると
0.32 eVに移る。上に凸となったのは、ベリー曲率のグラフ (図 5.5(b))において、伝導帯の一番下のバ
ンド (band: 1)におけるベリー曲率は正のピーク、下から二番目のバンド (band: 2)におけるベリー曲
率は負のピークだからである。Mott則 (式 (2.175))より、横方向の熱電伝導度 αxy はホール伝導度 σxy

の傾きに比例する。図 5.6(b)は温度 10 Kにおける αxy の化学ポテンシャル依存性のグラフである。µ
= 0.32 eV付近に正のピークと負のピークが得られた。どちらのピークも、大きさは 10 (µV/K)(e2/h)

程度である。

5.5 強磁性体 Cr2Ge2Te6 の二層の薄膜における van Hove特異点の寄与
前節までは強磁性 Cr2Ge2Te6 の一層の薄膜について考えていた。しかし、実験的に得られているのは
二層以上であるため [85]、ここからは現実的な系である二層の強磁性 Cr2Ge2Te6 薄膜について考える
(図 5.7)。

5.5.1 二層の薄膜のバンド図と状態密度
図 5.8(a) は、強磁性 Cr2Ge2Te6 の二層の薄膜のバンド図である。スピン軌道相互作用を入れて計算
した。一層の場合は、スピン軌道相互作用を入れると KΓ線にバンドギャップが開いたが、二層の場合
は 0.27 eVに縮退点があり、ギャップは開いていない。また、M点の 0.27 eVにはバンドの鞍点がある。

51



 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

K Γ M K

E
n

e
rg

y 
[e

V
]

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 14

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5
 0

 1

 2

D
e

n
si

ty
 o

f 
S

ta
te

s 
[1

/e
V

]

In
te

g
ra

te
d

 D
O

S

Energy [eV]

(a) (b)

図 5.8 (a) スピン軌道相互作用を入れて計算した時のバンド図である。KΓ 線の 0.27 eV に、バン
ドの縮退点がある。また、M点の 0.27 eVにはバンドの鞍点がある。(b)スピン軌道相互作用を入れ
て計算した時の状態密度および積分状態密度である。0.27 eVに状態密度のピークがあるが、それは
鞍点型 van Hove特異点だと考えられる。積分状態密度より、電子を一個ドープすると、フェルミ準
位は 0.35 eVまで上昇する。

図 5.8(b)を見ると、0.27 eVには状態密度のピークがある。それは鞍点型の van Hove特異点だと考え
られる。また、積分状態密度が 1 となるのはエネルギーが 0.35 eV なので、電子を一個ドープすると、
フェルミ準位は 0.35 eV まで上昇するといえる。そのため、0.27 eV は電子ドープが一個以下のエネル
ギー領域であると言える。

5.5.2 二層の薄膜のベリー曲率
伝導帯の下から 1, 2, 3番目のバンドに注目した。図 5.9(a)がバンド図である。スピン軌道相互作用を
入れたが、縮退は解けなかった。KΓ線の 0.27 eV、ΓM線の 0.38 eV に縮退点がある。図 5.9(b) はベ
リー曲率のグラフである。縮退点由来の大きなベリー曲率が存在することがわかる。

5.5.3 二層の薄膜のホール伝導度と熱電伝導度
ドープした電子の個数が一個以下のエネルギー領域である、µ = 0.35 eV以下の領域について考える。
図 5.10(a)はホール伝導度 σxy の化学ポテンシャル µ依存性のグラフである。µ = 0.13 eVと 0.27 eV

付近に、σxy = 0.4 (e2/h)ほどの大きさのピークがある。µ = 0.27 eVにあるピークは、一層の時と同
様に nodal line由来のものだと考えられる。µ = 0.13 eVにあるピークは、一層の時にはなかったもの
である。二層になりバンドの数が増え、さらにスピン軌道相互作用を入れて計算していたため、K点付
近に生じた小さなバンドギャップ由来のピークであると推測できる。図 5.10(b)は温度 10 Kの時の横方
向の熱電伝導度 αxy のグラフである。µ = 0.27 eV付近に、|αxy| = 20 (µV/K)(e2/h)ほどのピークが
ある。一層の時は、10 (µV/K)(e2/h)程度だったため、二層にしたら |αxy|が二倍ほど大きくなったこ
とになる。この要因として、鞍点型 van Hove特異点が考えられる。一層の時も二層の時も、M点にバ
ンドの鞍点が存在する。一層の時は鞍点のエネルギーと KΓ線の縮退点のエネルギーが異なる。しかし、
二層の時は一致している。鞍点型 van Hove特異点では状態密度が発散していて、大きな値が得られる。
また、バンドの縮退点では大きなベリー曲率が得られる。αxy はベリー曲率と状態密度の積で表される
ので (式 (2.165))。よって、二層の時は一層の時と比べて大きな状態密度が得られたため、大きな |αxy|
が得られたと考えられる。また、µ = 0.13 eV 付近には |αxy| = 10 (µV/K)(e2/h) ほどのピークがあ
り、それは σxy のピーク由来のものだと考えられる。σxy のピークの大きさは 0.4 (e2/h)で、それは µ
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図 5.9 (a)スピン軌道相互作用を入れて計算したときのバンド図である。「1」, 「2」, 「3」は伝導
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ら 1番目, 2番目, 3番目のバンドの、KΓM線におけるベリー曲率である。縮退点付近で、ベリー曲
率が大きくなっていることがわかる。
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図 5.10 (a) 温度が 0 K の時のホール伝導度 σxy の化学ポテンシャル依存性。k メッシュは
700×700×1で計算した。(b) 温度が 10 K の時の横方向の熱電伝導度 αxy の化学ポテンシャル依存
性。どちらも、スピン軌道相互作用を入れて計算した場合についてである。
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= 0.27 eVでも同じである。しかし、µ = 0.27 eVの |αxy|が µ = 0.13 eVの |αxy|の二倍程度大きい
のは、鞍点型 van Hove特異点による増大を受けたからだと考えられる。つまり、鞍点型 van Hove特異
点によって |αxy|は増大されたと言える。Cr2Ge2Te6 と同じく、二次元物質で Cr原子が強磁性を示す
monolayerの強磁性 CrTe2 に関する理論的な研究において、|αxy| ≃ 25.8 (µV/K)(e2/h) が得られてた
という報告がある [19]。私たちが行なった Cr2Ge2Te6 の研究では同程度の |αxy|が得られたといえる。
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第 6章

電気伝導度とホール伝導度の関係

6.1 内因的寄与 (intrinsic contribution)が支配的な、ホール伝導度 σxy

異常ホール伝導度 σxy の起源として外因的なものと内因的なものの二種類がある。外因的なものは、
skew scattering [119,120] と side jump [121,122] であり、それらは電子の散乱によるものである。散乱
による効果に関しては、摂動論を用いた理論的な考察がなされている [123, 124]。内因的なものはベリー
曲率である [35, 36]。skew scatteringによって生じた異常ホール伝導度 σxy は、電気伝導度 σxx に比例
する [21]。一方、side jump やベリー曲率によって生じた異常ホール伝導度 σxy は、電気伝導度 σxx か
らは独立である。よって、サンプルが純粋で温度が低い場合 (緩和時間が大きい場合)、skew scattering

による寄与が支配的である [35, 36]。一方、サンプルに不純物が多く温度が高い領域 (緩和時間が小さい
場合)、side jump とベリー曲率による寄与が支配的である [35, 36]。Onoda et al. は、内因的な寄与が
支配的な場合 (moderately dirty regime) では、σxx ∼ 3 × 103 - 5 × 105 Ω−1 cm−1, σxy ∼ 102 - 103

Ω−1 cm−1 であると報告した [21]。
私たちのカイラルスピン状態のカゴメ格子の系 (第 4章)では、緩和時間 τ を定数と仮定した場合、τ

= 10 fsまたは 100 fsとすると、異常ホール伝導度 σxy において内因的な寄与が支配的となり、現実の
系との対応がつく。今回の計算で用いた系は monolayerであるため、厚さを 1 Åとした。この時、µ =

Es では、σxy ≃ −2 ×103 Ω−1 cm−1 である。σxx に関しては、σxx ≃ 1 × 104 Ω−1 cm−1 となるのは、
τ = 10 fsの場合であり、この時、ホール角 θH = σxy/σxx ≃ −0.2である。また、σxx ≃ 1 × 105 Ω−1

cm−1 となるのは、τ = 100 fsの場合であり、この時 θH ≃ −0.02である。よって、今回の系では、緩和
時間を 10 fsから 100 fsとすると、内因的な寄与が支配的な場合 (moderately dirty regime) における現
実的な系との整合性が取れる。

6.2 電気伝導度 σxx とホール伝導度 σxy の実験データのまとめ
図 6.1は、電気伝導度 σxx とホール伝導度 σxy の関係を表した散布図である。実験の論文から σxx と

σxy のデータを蒐集し、作成した。全体的な傾向として、σxx が増加すれば σxy も増加する。ただし、
Onoda et al. (2008) [21] で moderately dirty regime と呼ばれている領域 (σxx ∼ 3 × 103 - 5 × 105

Ω−1 cm−1, σxy ∼ 102 - 103 Ω−1 cm−1) では、σxx が増加しても σxy がほとんど一定であるようなデー
タが複数ある。例えば、Cr, Fe, Co, Niなどの磁性体を含む薄膜などがその傾向にある。

Miyasato et al. (2007) [125] からの引用
Fe crystal, Fe film, Co film, Ni film, Gd film, SrRuO3, Cu(1−x)ZnxCr2Se4, La(1−x)SrxCoO3.
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Ueno et al. (2007) [126] からの引用
Ti(1−x)CoxO(2−δ) (anatase), Ti(1−x)CoxO(2−δ) (rutile).

Onoda et al. (2008) [21] からの引用
Nd2MoNb2O7, Ga(1−x)MnxAs, In(1−x)MnxAs, La(1−x)SrCaxMnO3, Fe(1−x)CoxSi, CoTiO2

(anatase), CoTiO2 (rutile), MnSi.

Venkateshvaran et al. (2008) [127] からの引用
Fe3O4 (001), Fe3O4 (110), Fe3O4 (111), Fe2.9Zn0.1O4, Fe2.5Zn0.5O4 (in Ar), Fe2.5Zn0.5O4 (in

O2/Ar).

Glunk et al. (2009) [128] からの引用
(Ga, Mn)As.

Sangiao et al. (2009) [129] からの引用
Fe (1.3 nm), Fe (1.8 nm), Fe (2.0 nm), Fe (2.5 nm), Fe (patterned sample: 10 nm, w = 300 µm),

Fe (patterned sample: 9.5 nm, w = 4 µm).

Nagaosa et al. (2010) [36] からの引用
Fe-Co alloy, Fe-Cr alloy, Fe-Mn alloy, Fe-Si alloy.

Yamasaki et al. (2011) [130] からの引用
EuS, EuO, EuTiO3.

Chen et al. (2011) [131] からの引用
FePt.

Ye et al. (2012) [132] からの引用
Ni (6 nm), Ni (9 nm), Ni (12 nm), Ni (15 nm), Ni (20 nm), Ni (30 nm).

Lu et al. (2013) [133] からの引用
FePt.

Shi et al. (2016) [134] からの引用
Ni0.6Fe0.4, Ni0.75Fe0.25, Ni0.8Fe0.2, Ni0.85Fe0.15, Ni0.88Fe0.12, Ni0.9Fe0.1, Ni0.94Fe0.06, Ni.

Jedrecy et al. (2016) [135] からの引用
ZnxFe(3−x)O4.

Kabara et al. (2017) [136] からの引用
Mn4N.

Hazra et al. (2017) [137] からの引用
Co2FeSi (12 nm), Co2FeSi (25 nm), Co2FeSi (50 nm), Co2FeSi (90 nm), Co2FeSi (100 nm).

Wagenknecht et al. (2019) [138] からの引用
Ni1.01Mn0.99Sb, Ni1.10Mn0.90Sb, Ni0.94Mn1.06Sb, Ni0.98Mn1.02Sb.

Cai et al. (2019). [139] からの引用
Fe0.29TaS2 (14 nm), Fe0.29TaS2 (24 nm), Fe0.29TaS2 (124 nm), Fe0.29TaS2 (bulk).

Karpenkov et al. (2019) [140] からの引用
LaFe11.5Si1.5, LaFe11.40Co0.62Si1.08, LaFe11.06Co0.81Si1.04.

Chen et al. (2019) [141] からの引用
Co3Sn2S2 (0.2 GPa), Co3Sn2S2 (1.6 GPa), Co3Sn2S2 (2.8 GPa), Co3Sn2S2 (4.9 GPa), Co3Sn2S2

(7.1 GPa), Co3Sn2S2 (9.4 GPa), Co3Sn2S2 (11.6 GPa), Co3Sn2S2 (15.7 GPa), Co3Sn2S2 (17.6 GPa).

Park et al. (2020) [142] からの引用
Co2MnGa.
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Yang et al. (2020) [143] からの引用
Co3Sn2S2.

Fujishiro et al. (2021) [144] からの引用
MnGe.

Huang et al. (2021) [145] からの引用
CeTe2.

Yu et al. (2021) [146] からの引用
CsV3Sb5.

Kan (2021) [147] からの引用
NiCo2O4 (3 nm), NiCo2O4 (5 nm), NiCo2O4 (10nm), NiCo2O4 (20 nm), NiCo2O4 (30 nm).

Tiwari et al. (2021) [148] からの引用
WTe2, MoTe2 (crystal), MoTe2 (film).

Afzal et al. (2022) [149] からの引用
Mn3Sn.

Xu et al. (2022) [150] からの引用
CeMn2Ge2.

Chen et al. (2022) [151] からの引用
NiCo2O4 (1.5 uc), NiCo2O4 (2 uc), NiCo2O4 (3 uc), NiCo2O4 (4 uc), NiCo2O4 (5 uc).

Gu et al. (2022) [152] からの引用
Cr2.63V0.25Te4 (3 K - 100 K), Cr2.63V0.25Te4 (160 K - 180 K).

Wang et al. (2023) [153] からの引用
LiMn6Sn6.

Wang et al. (2023) [154] からの引用
FeCo.

Yadav et al. (2023) [155] からの引用
Co2MnGe.

Shao et al. (2023) [156] からの引用
Nd(1−x)SrxNiO2.

Siddiquee et al. (2023) [157] からの引用
USbTe.

Gong et al. (2024) [158] からの引用
CeGaSi.

Liu et al. (2024) [159] からの引用
GdAuPb.

Khaliq et al. (2024) [160] からの引用
Ge(1−x−y)(SnxMny)Te, (x = 0.41, y = 0.07), (x = 0.79, y = 0.072), (x = 0.64, y = 0.086).
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図 6.1 電気伝導度 σxx とホール伝導度 σxy の関係。データは実験の論文から蒐集した。σxx が増加
すると σxy も増加するが、σxx ∼ 104 [1/(Ω cm)] 付近では、σxy が一定になっているデータが比較
的存在する。
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第 7章

まとめと展望

私たちは、二次元磁性体において大きな熱電係数が得られる典型例である、カイラルスピン状態のカ
ゴメ格子モデルに対して密度汎関数理論に基づく第一原理計算を行なった。バンド図には停留点 (極大、
極小、鞍点)が存在し、それによって状態密度の特異点 (van Hove特異点)が生じた。二次元系であるた
め、極大型および極小型の van Hove特異点において状態密度は階段関数になり、鞍点型の van Hove特
異点において状態密度は発散した。そこで、van Hove特異点の熱電係数への寄与を調べた。熱電係数と
して、ゼーベック効果およびネルンスト効果の大きさの指標となる、縦方向の熱電伝導度 αxx と横方向
の熱電伝導度 αxy に注目した。今回、電気伝導度 σxx において、緩和時間を定数と近似した。また、異
常ホール伝導度 σxy に関しては内因的寄与 (intrinsic contribution)が支配的であると仮定したため、緩
和時間を考慮する必要はない。縦方向の熱電伝導度 αxx のピークは van Hove特異点の存在するエネル
ギー帯で得られた。横方向の熱電伝導度 αxy のピークは、状態密度の van Hove特異点があり、かつベ
リー曲率が有限のところで得られた。また、私たちは熱電伝導度 αij(ϵ)と状態密度D(ϵ)との関係を示す
式をMott則を元に導出した。縦方向の熱電伝導度 αxx(ϵ)は状態密度 D(ϵ)と群速度 vx(ϵ)の積のエネ
ルギー微分 (d(D(ϵ)vx(ϵ))/dϵ)に比例し、横方向の熱電伝導度 αxy は状態密度 D(ϵ)とベリー曲率 Ω(ϵ)

の積 (D(ϵ)Ω(ϵ))に比例することを示した。これらの結果は鞍点型 van Hove特異点付近でよく成り立っ
た。私たちのカゴメ格子の系で、最大の |αxy|は鞍点型 van Hove特異点と有限のベリー曲率があるとこ
ろで得られ、10 µV/K程度の大きなネルンスト係数が得られる可能性があることがわかった。カイラル
スピン状態のカゴメ格子は、スピンの角度を変えるとバンド構造も変わるため、スピンの角度を制御す
ることによって大きな熱電効果が得られる可能性がある。今後はスピン構造と熱電効果の関係について
の研究が期待される。
二次元系における熱電効果において、鞍点型 van Hove特異点と有限のベリー曲率は重要であると予想

される。有限のベリー曲率は磁性体で得られる可能性があるので、二次元磁性体は熱電材料の有力な候
補となり得る。今回は、実験で存在が確認されている、二次元強磁性体として Cr2Ge2Te6 薄膜について
密度汎関数理論に基づく第一原理計算を行なった。一層の時、スピン軌道相互作用を入れずに計算した
場合、電子を一個程度ドープした範囲の価電子帯において、nodal lineが得られた。スピン軌道相互作用
を入れると、縮退が解けて小さなバンドギャップが生じた。この小さなバンドギャップによって大きな
ベリー曲率が得られ、大きな異常ホール伝導度 σxy と大きな横方向の熱電伝導度 αxy が得られた。さら
に、二層の場合、nodal lineのあるエネルギー帯に鞍点型の van Hove特異点があったため、一層の時と
比べて二倍程度大きな横方向の熱電伝導度 αxy が得られた。以上より、二次元磁性体において van Hove

特異点が重要であると言える。現在、さまざまな二次元強磁性体が発見されている。それらは大きな熱
電効果が得られる可能性があり、熱電デバイスへの応用が期待される。
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いる。大阪大学で開催された学会に来ていた。その時は早期卒業をして特任助教になっていたことには
驚いた。そして、その時は一緒に研究をやることになるとは思っていなかった。私が金沢大学の石井史
之氏の研究室に配属され、OpenMXの使い方を学んだのは山口直也氏からである。JPSJの論文にも指
導していただいたおかげで、無事に出版できたのだと思っている。
澤端日華瑠氏 (元・ナノマテリアル研究所、研究協力員)と出会ったのは、私が博士後期課程の学生と

して、石井史之氏の研究室に配属された時である。私が配属された時、澤端日華瑠氏は石井史之氏の研
究室で博士号を取得し、研究協力員として着任された。普段は会社員として勤務し、合間の時間で研究
をしていた。JPSJの論文でホール伝導度の計算を行なっており、そのプログラムの主要な部分を作成し
たのは澤端日華瑠氏である。澤端日華瑠氏は私が博士後期課程の二年から三年になる時期にホール伝導
度の計算プログラムの論文 [Sawahata, et al., Phys. Rev. B 107, 024404 (2023).] が出版されたことを
機に研究協力員を辞められたが、その後も私の JPSJ の論文に関してご指導いただけた。さらに私の博
士論文の相談にものっていただいた。
また、私は金沢大学博士後期課程の三年間、「金沢大学博士研究人材支援・研究力強化戦略プロジェク

ト」から研究費等をご支援いただいた。ここに感謝の意を表したい。
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G. Kresse, K. Koepernik, E. Küçükbenli, Y. O. Kvashnin, I. L. Locht, S. Lubeck, M. Marsman,

N. Marzari, U. Nitzsche, L. Nordström, T. Ozaki, L. Paulatto, C. J. Pickard, W. Poelmans,

M. I. Probert, K. Refson, M. Richter, G.-M. Rignanese, S. Saha, M. Scheffler, M. Schlipf,

K. Schwarz, S. Sharma, F. Tavazza, P. Thunström, A. Tkatchenko, M. Torrent, D. Van-

derbilt, M. J. Van Setten, V. Van Speybroeck, J. M. Wills, J. R. Yates, G.-X. Zhang, and

S. Cottenier, Science 351, aad3000 (2016).

[60] J. P. Perdew, K. Burke, and M. Ernzerhof, Phys. Rev. Lett. 77, 3865 (1996).

[61] A. A. Mostofi, J. R. Yates, Y.-S. Lee, I. Souza, D. Vanderbilt, and N. Marzari, Comput. Phys.

Commun. 178, 685 (2008).

[62] A. A. Mostofi, J. R. Yates, G. Pizzi, Y.-S. Lee, I. Souza, D. Vanderbilt, and N. Marzari,

Comput. Phys. Commun. 185, 2309 (2014).

[63] H. Weng, T. Ozaki, and K. Terakura, Phys. Rev. B 79, 235118 (2009).

[64] H. Sawahata, N. Yamaguchi, H. Kotaka, and F. Ishii, Jpn. J. Appl. Phys. 57, 030309 (2018).

[65] P. Kurz, F. Förster, L. Nordström, G. Bihlmayer, and S. Blügel, Phys. Rev. B 69, 024415
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S. Roche, Nature 606, 663 (2022).

[79] H. Wang, X. Li, Y. Wen, R. Cheng, L. Yin, C. Liu, Z. Li, and J. He, Appl. Phys. Lett. 121,

220501 (2022).

[80] M. Bonilla, S. Kolekar, Y. Ma, H. C. Diaz, V. Kalappattil, R. Das, T. Eggers, H. R. Gutierrez,

M.-H. Phan, and M. Batzill, Nat. Nanotechnol. 13, 289 (2018).

[81] W. Yu, J. Li, T. S. Herng, Z. Wang, X. Zhao, X. Chi, W. Fu, I. Abdelwahab, J. Zhou, J. Dan,

Z. Chen, Z. Chen, Z. Li, J. Lu, S. J. Pennycook, Y. P. Feng, J. Ding, and K. P. Loh, Adv.

Mater. 31, 1903779 (2019).

[82] M. Nakano, Y. Wang, S. Yoshida, H. Matsuoka, Y. Majima, K. Ikeda, Y. Hirata, Y. Takeda,

H. Wadati, Y. Kohama, Y. Ohigashi, M. Sakano, K. Ishizaka, and Y. Iwasa, Nano Lett. 19,

8806 (2019).

[83] J. Niu, B. Yan, Q. Ji, Z. Liu, M. Li, P. Gao, Y. Zhang, D. Yu, and X. Wu, Phys. Rev. B 96,

075402 (2017).

[84] C. Zhang, L. Wang, Y. Gu, X. Zhang, X. Xia, S. Jiang, L.-L. Huang, Y. Fu, C. Liu, J. Lin,

X. Zou, H. Su, J.-W. Mei, and J.-F. Dai, Nanoscale 14, 5851 (2022).

[85] C. Gong, L. Li, Z. Li, H. Ji, A. Stern, Y. Xia, T. Cao, W. Bao, C. Wang, Y. Wang, Z. Q. Qiu,

R. J. Cava, S. G. Louie, J. Xia, and X. Zhang, Nature 546, 265 (2017).

[86] L. Meng, Z. Zhou, M. Xu, S. Yang, K. Si, L. Liu, X. Wang, H. Jiang, B. Li, P. Qin, P. Zhang,

J. Wang, Z. Liu, P. Tang, Y. Ye, W. Zhou, L. Bao, H.-J. Gao, and Y. Gong, Nat. Commun.

12, 809 (2021).

[87] X. Sun, W. Li, X. Wang, Q. Sui, T. Zhang, Z. Wang, L. Liu, D. Li, S. Feng, S. Zhong, H. Wang,

V. Bouchiat, M. Nunez Regueiro, N. Rougemaille, J. Coraux, A. Purbawati, A. Hadj-Azzem,

Z. Wang, B. Dong, X. Wu, T. Yang, G. Yu, B. Wang, Z. Han, X. Han, and Z. Zhang, Nano

Res. 13, 3358 (2020).

[88] X. Zhang, Q. Lu, W. Liu, W. Niu, J. Sun, J. Cook, M. Vaninger, P. F. Miceli, D. J. Singh,

S.-W. Lian, T.-R. Chang, X. He, J. Du, L. He, R. Zhang, G. Bian, and Y. Xu, Nat. Commun.

12, 2492 (2021).

[89] Y. Wen, Z. Liu, Y. Zhang, C. Xia, B. Zhai, X. Zhang, G. Zhai, C. Shen, P. He, R. Cheng,

L. Yin, Y. Yao, M. Getaye Sendeku, Z. Wang, X. Ye, C. Liu, C. Jiang, C. Shan, Y. Long, and

J. He, Nano Lett. 20, 3130 (2020).

[90] C. Chen, X. Chen, C. Wu, X. Wang, Y. Ping, X. Wei, X. Zhou, J. Lu, L. Zhu, J. Zhou,

T. Zhai, J. Han, and H. Xu, Adv. Mater. 34, 2107512 (2022).

[91] R. Chua, J. Zhou, X. Yu, W. Yu, J. Gou, R. Zhu, L. Zhang, M. Liu, M. B. H. Breese, W. Chen,

K. P. Loh, Y. P. Feng, M. Yang, Y. L. Huang, and A. T. S. Wee, Adv. Mater. 33, 2103360

(2021).

[92] H. Wu, W. Zhang, L. Yang, J. Wang, J. Li, L. Li, Y. Gao, L. Zhang, J. Du, H. Shu, and

H. Chang, Nat. Commun. 12, 5688 (2021).

[93] B. Li, Z. Wan, C. Wang, P. Chen, B. Huang, X. Cheng, Q. Qian, J. Li, Z. Zhang, G. Sun,

B. Zhao, H. Ma, R. Wu, Z. Wei, Y. Liu, L. Liao, Y. Ye, Y. Huang, X. Xu, X. Duan, W. Ji,

and X. Duan, Nat. Mater. 20, 818 (2021).

[94] Y. Zhang, J. Chu, L. Yin, T. A. Shifa, Z. Cheng, R. Cheng, F. Wang, Y. Wen, X. Zhan,

64



Z. Wang, and J. He, Adv. Mater. 31, 1900056 (2019).

[95] D. J. O’Hara, T. Zhu, A. H. Trout, A. S. Ahmed, Y. K. Luo, C. H. Lee, M. R. Brenner,

S. Rajan, J. A. Gupta, D. W. McComb, and R. K. Kawakami, Nano Lett. 18, 3125 (2018).

[96] Z. Zang, Y. Zhu, M. Xi, S. Tian, T. Wang, P. Gu, Y. Peng, S. Yang, X. Xu, Y. Li, B. Han,

L. Liu, Y. Wang, P. Gao, J. Yang, H. Lei, Y. Huang, and Y. Ye, Phys. Rev. Lett. 128, 017201

(2022).

[97] S. Yang, X. Xu, Y. Zhu, R. Niu, C. Xu, Y. Peng, X. Cheng, X. Jia, Y. Huang, X. Xu, J. Lu,

and Y. Ye, Phys. Rev. X 11, 011003 (2021).

[98] Z. Fei, B. Huang, P. Malinowski, W. Wang, T. Song, J. Sanchez, W. Yao, D. Xiao, X. Zhu,

A. F. May, W. Wu, D. H. Cobden, J.-H. Chu, and X. Xu, Nat. Mater. 17, 778 (2018).

[99] S. Liu, X. Yuan, Y. Zou, Y. Sheng, C. Huang, E. Zhang, J. Ling, Y. Liu, W. Wang, C. Zhang,

J. Zou, K. Wang, and F. Xiu, npj 2D Mater. Appl. 1, 30 (2017).

[100] J. Seo, D. Y. Kim, E. S. An, K. Kim, G.-Y. Kim, S.-Y. Hwang, D. W. Kim, B. G. Jang,

H. Kim, G. Eom, S. Y. Seo, R. Stania, M. Muntwiler, J. Lee, K. Watanabe, T. Taniguchi,

Y. J. Jo, J. Lee, B. I. Min, M. H. Jo, H. W. Yeom, S.-Y. Choi, J. H. Shim, and J. S. Kim,

Sci. Adv. 6, eaay8912 (2020).

[101] A. F. May, D. Ovchinnikov, Q. Zheng, R. Hermann, S. Calder, B. Huang, Z. Fei, Y. Liu,

X. Xu, and M. A. McGuire, ACS Nano 13, 4436 (2019).

[102] G. K. R. Nair, Z. Zhang, F. Hou, A. Abdelaziem, X. Xu, S. W. Q. Yang, N. Zhang, W. Li,

C. Zhu, Y. Wu, H. Weiling, L. Kang, T. Salim, J. Zhou, L. Ke, J. Lin, X. Li, W. Gao, and

Z. Liu, Nano Res. 15, 457 (2022).

[103] G. Zhang, F. Guo, H. Wu, X. Wen, L. Yang, W. Jin, W. Zhang, and H. Chang, Nat. Commun.

13, 5067 (2022).

[104] L. Kang, C. Ye, X. Zhao, X. Zhou, J. Hu, Q. Li, D. Liu, C. M. Das, J. Yang, D. Hu, J. Chen,

X. Cao, Y. Zhang, M. Xu, J. Di, D. Tian, P. Song, G. Kutty, Q. Zeng, Q. Fu, Y. Deng,

J. Zhou, A. Ariando, F. Miao, G. Hong, Y. Huang, S. J. Pennycook, K.-T. Yong, W. Ji,

X. Renshaw Wang, and Z. Liu, Nat. Commun. 11, 3729 (2020).
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