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Satz XI: Sei « eine beliebige recursive widerspruchsfreiel Klasse von FORMELN,
dann gilt: Die SATZFORMEL, welche besagt, da « winderspruchsfrei ist, ist nicht
« -BEWEISBAR; insbhesondere ist die Widerspruchsfreiheit von Pin Punbeweisbar®,
vorausgesetzt, daB P widerspruchsfrei ist(m entgegengesetzten Fall ist natiirlich
jede Aussage beweisbar).

Der Beweis ist (in Umrissen skizziert) der folgende: Sei x eine beliebige fiir die
folgenden Betrachtungen ein fiir allemal gewihlte recursive Klasse von FORMELN
(im einfachsten Fall die leere Klasse). Zum Beweise der Tatsach, dal 17 Gen rnicht &
-BEWEISBAR ist, 8 wurde, wie aus 1, Seite 189, hervorgeht, nur die
Widerspruchsfreiheit von « benutzt, d. h. es gilt:

Wid () — Bew,(17 Gen ), (23)
d. h. nach (6.1):

Wid (k) — () xB.(17Gen r).

Nach (13)ist 17 Gen r =Sh(p192(,)) und daher:



Godel DE _RELMERMOIEHICEIT 5 EEEA ~DHH

Wid (k) — (x) x B.(Sb( p1oz»))),
d. h. nach (8.1):

Wid (k) — (x)Q(x, p). (29)

Wir stellen nun folgendes fest:

Samtliche in Abschnitt 2% und Abschnitt 4 bisher definierte Begriffe (bzw. Beweishar
Behauptungen).sind auch in P ausdriickbar (bzw. Beweibar). Denn es wurden iiberall
nur die gewohnliche Definitions- und Beweismethoden der klassischen Mathematik
verwendet, wie sie im System P formalisiert sind. Insbesondere ist x (wie jede
recursive Klasse) in P definierbar. Sei wdie SATZFORMEL, druch welche in P Wid
() ausgedriickt wird. Die Relation @ (x, y) wird gemiB (8.1), (9), (10) durch das
RELATIONSZEICHEN ¢ ausgedriickt, folglich @ (x, p) durch r (da nach 12) r
=5b(q %z (»»)) und der Satz (x) @(x, p) durch 17 Gen r.

Wegen (24) ist also w Imp(17 Gen r ) in P beweishar® (um so mehr
x-BEWEISBAR). Wire nun w « -BEWEISBAR, so wire auch 17 Gen r «
-BEWEISBAR und daraus wiirde nach (23) folgen, daB « nicht widerspruchsfrei ist.

Es sei bemerkt, dal auch dieser Beweis konstruktiv ist, d. h. er gestattet, falls ein
BEWEIS aus « fiir w vorgelegt ist, einen Widerspruch aus « effektiv herzuleiten.
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