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ファジィ線形計画問題と逆問題

前 隆田

１゜はじめに

ファジィ数を目的関数や制約条件式の係数とする線形計画問題，すなわち，

ファジィ線形計画問題を考察する場合，目的関数値がファジィ値となるため，

通常の線形計画問題と異なり，いわゆる'最適解は存在しない。このため，

実行可能解および最適解の定義，さらにはファジィ線形計画問題の解釈をめ

ぐって，多くの議論が交わされてきた。坂和［４］では，ファジィ線形計画

問題に対し，各係数をファジィ数のα－カット値の上限あるいは下限で置き

換えた可能性線形計画問題が定義され,そのα－可能性最適解とα-可能性最

適値の特徴づけが与えられた。さらに，SakawaetaL［５］では，ファジィ

線形多目的計画問題に対して，（α,γ)-可能性パレート最適解が定義された。

本論文の目的は，三角型のファジィ数を目的関数および制約条件式にもつ

ファジィ線形計画問題に対して，可能性最大化問題とその逆問題を定義し，

これら２つの問題の間に成立する関係を調べることである。特に，この逆問

題が可能性線形計画問題と同値であり，可能,性線形計画問題の逆問題が，可

能性最大化問題であることが示される。さらに，この関係を利用し，ファジ

ィ線形計画問題に対して，双対問題を定義し，いわゆる’双対定理を導く。

２．数学的準備

ここでは，以下の分析で用いられる記号，定義および基本的な結果を与え

る。Ｒ露を〃次元ユークリッド空間とし，錐＝(z,,蝉,…,ｒ")ＴＥＲ漣とする。

ただし，ｒｆＥＲ,ノー１，２，…,〃であり，Ｔはベクトルの転置を表す。任意の
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jr,zﾉｅＲ河に対し，内積を〈jr,z/〉によって表す。さらに，ｊｒ,ｇｅＲ〃に対

し，r≦ｙｉｆｆエゴ≦ｇi，ノー１，２，…,〃,ｊｒ≦ｙｉｆｆＪｒ≦z/,かつｊｒ≠ｇとかく。

定義2.1．クを実数直線尺上で定義されたファジィ集合とし,“をそのメ

ンパシップ関数とする。このとき，ある実数ｃが一意に存在して，

(i皿匝に)=1,

(ii皿亙は(-..,ｃ]上で単調非減少，

(iii池‘は(c,＋｡｡]上で単調非増加

が成立するとき，ワをファジィ数という。ファジィ数の全体からなる集合を

７によって表す。

実数αｅＲの特性関数池：Ｒ→(0,1}は上の条件（ｉ),（ii）および(iii)を

満たすので，αｅうである。

定義2.2.Ｌ:Ｒ→Ｒをつぎの条件を満たす任意の実数値関数とする。

（ｉ）Ｌ(z)＝Ｌ(－工）ＶｒｅＲ，

（ii）Ｌ(jr)＝１iffdr＝０，

（iii）Ｌは[0,＋｡｡)上で狭義単調減少であり，かつ，、b＝inf(砥＞01L(jc)＝O｝

を満たす実数功が存在する

このとき，Ｌを型関数といい，実数功をＬのゼロ点という。

定義2.3．加を任意の実数とし，αを任意の正の実数とする。さらに，Ｌを

任意の型関数とする。ファジィ数互は，メンパシップ関数砿：Ｒ→[０，１]が

"(錘)篝max{L(旱)0｝ (1)jｒＥＲ

によって与えられるとき，Ｌ型ファジィ数といわれる。特に，型関数Ｌが

[0,鋤]上で線形であるとき，丘を三角型ファジィ数という。ただし，実数jrb

はＬのゼロ点である。三角型ファジィ数の全体からなる集合を７Tによって

表す。
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丘を任意のファジィ数とし，αＥ[0,1]を任意の実数とする。このとき，

(jreRlMr)≧α)をα-レベル集合という。特に，ファジィ数‘がＬ型フ

ァジィ数であれば，α-レベル集合は閉区間となるので，ファジィ数面の

α_レベル集合を[α:｝`z:]によって表す。ただし，蛇＝ｍin(ｊｒｅＲ|“(jr)＝α)，

α:＝max(ｚｅＲ|“(必)＝α)である。

定義2.4．任意のファジィ数‘’６に対して，不等式関係を以下のように定

義する。

（ｉ）Pos(‘≧５)＝sup{min(ぬ(z),川Z/))|エ≧Z/)，

（ii）Ｐｏｓ(`〉5)＝sup壁{inMmin(廃(蜜),l-lUZ(`))|ｚ≦,}}，

（iii）Ｎｅs('≧6)＝inf露{suMmax(1-以釘),妃(，)巾≧`}}，

（iv）Ｎｅs(`〉5)＝inflmax(1-厘(錘),1-川`))に≦`｝
ただし，Pos(‘≧５)は〃が６以上である可能性の度合い（可能性測度）を

表し，Ｎｅs(‘≧５)は‘が６以上である必然性の度合い（必然性測度）を表
す。

定理2.1．‘および６を任意の三角型ファジィ数とする。このとき，つぎの

関係が成立する。

Pos（Zr≧５)≧α

Pos(‘＞、≧ａ

Ｎｅｓ（‘≧５)≧ａ

Ｎｅｓ（‘＞６)≧α

(ｉ）

(ii）

(iii）

(iv）

α
α

②
Ｄ
Ｌ
Ｌ
庇
Ｌ

ｊ
一
典
ひ
Ａ
Ｕ

Ｌ
ａ
配
ｌ

Ａ
Ｕ
Ａ
Ｕ
之
一
三
一

三
一
ｚ
一
冠
訶

仔
α
虎
ａ
Ｃ
Ｌ
１
Ｌ
１

ａ
α
ａ
ａ

iff

iff

iff

iff

３．可能性最大化問題と逆問題

はじめに，ファジィ数を目的関数の係数とするつぎのファジィ線形計画問

題を考察しよう。

(、l鰯:i繩彗雄臺，
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ただし，

,薑Wii」 6＝(6,,比,…，Ｍ'６＝(5,,凸,…，で〃)，

αｉｊｅＲ,ｊ＝1,2,…,,",ノー1,2,…,〃,ｂｅＲ,ノー1,2,…，池,凸こ▽T,ノー１，
〃

2,…,〃であり，くら,ェ>Ｆ＝己らiriである。
ｉ＝ｌ

問題(FLP,)は目的関数値がファジィ数であるためIこ，いわゆる最適解の

概念は存在しない。そこで,問題(FLP,)に対し，可能性最大化問題を以下の

ように定義しよう。

Pos(<5,エル≧Ｚ）

Ａｊｒ≦６，釘≧０，(MJl鰯麗‘
ただし，実数息ｅＲは与えられたパラメータである。

問題(FLPいはファジィ目的関数値が任意に与えられた目標値ＺｅＲ以

上である可能性を最大にする実行可能解を求める問題である。さて，問題

(FLPFご)に対し，逆問題をつぎのように定義しよう。

１MＪ|躍蜑寵……Pos(<で,必>Ｆ≧Ｚ)≧α，

ただし，実数αＥ[０，１]は与えられたパラメータである。

問題(FLPra)はファジィ目的関数値がご以上である可能性がα以上の目

標値のなかで，最大の目標値を求める目標値最大化問題である。明らかに，

可能性最大化問題(FLPFz)は非線形計画問題であり，目標値最大化問題

(FLPrα)は線形計画問題である。また，問題(FLPFα)の逆問題は，問題

(FLPFz)である。
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定理2.1から，問題(FLPFご)および(FLPmは，それぞれつぎの問題と同

値であることがわかる。

(ＦＭ)|職:1歪…
α

Ａｒ≦６０ｚ≧０，

<Ｃｌ,jr〉≧ｚ,αｅ[０，１１

(FMJl騨照魁…
ただし，ｃ:＝(ｃｆａ,CAH,ｃ舟)丁ｅ尺測である。

さて，問題(FLPF蔓)および(FLP肋に対し，最適値写像をそれぞれ

①｢(α)＝sup(<Ｃｆ工>|Ａ虹≦６，ﾕF≧0)，

Ⅵ(ご)＝sup(α|<c9,鉦〉≧ｚ,Ａｒ≦６，Jr≧0,αｅ[0,1]）

によって定義しよう。ただし，sup（０）＝-..である。

以下では，議論を簡単にするため，①『(ｏ）＝〈Ｃｉｒ｡>が存在すると仮定

し，Ｚｏ＝(の『(０),＋｡｡),Ｚ!＝(＿｡｡,①r(1)]およびＺ２＝[①『(1),①ＫＯ)］

とおく。このとき，以下の定理が成立する。

定理3.1．問題(FLP切において，つぎのことが成立する。

’

０
１
２

Ｚ
ｚ
ｚ

ｅ
Ｅ
Ｅ

ｚ
ｚ
Ｚ

iff

iff

iff

一○○

１

αＥ[0,1］

vHz)＝

定理3.2.ｇｅＺ２を任意の実数とする。点(が,α*)が問題(FLPrご)の最適

解であれば,このとき，ｒ＊は問題(FLPFa.)の最適解であり，〈c湯,jr*>＝ｇが

成立する。

定理3.3.α＊ｅ[0,1]を任意の実数とする。ベクトルｒ*ｅＲ"が問題

(FLPFa.)の最適解であれば，このとき，（r*,α*)は問題(FLPL)の最適解で
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ある。ただし，ｚ*＝<Ｃｆ,ｒ*＞である。

定理3.2および3.3から，

ご＝①｢(Ｗｆ(ご))，ＶｚｅＺ２，

α＝Ⅵ(①f(α))）Ｖａｅ[0,1］

がえられる。すなわち，①「とＶｒは逆関数の関係であることがわかる。

つぎに，ファジィ数を制約条件式に含む問題を考察しよう。

〈ｃ,ｍ〉
～～

AJU≦６，r≧0，川)|職:!（言

ただし,Ａは三角型ﾌｧｼﾞｨ数`鰄巨ﾜﾊｵｰL2,…,"j=L2…〃を第バノ
成分とするがz×〃行列であり，６は三角型ファジィ数ｂｊｅ７Ｔ,ノー1,2,･･･,柳

を要素とする〃次元ベクトルである。

さて，問題(FLP2)に対し，可能性最大化問題をつぎのように定義しよう。

(MJl騨蜜芽轍二?鬘，
ただし，ｚｅＲは与えられたパラメータである。

このとき，問題(FLP;ご)の逆問題は

ご

<c,r＞≧ｚ，

Pos(Ｉェ≦５)≧α，ｚ≧０，

(肌)KIiiii::!（:蘂

となる。ただし，αｅ[0,1]は与えられたパラメータである。

問題(FLP;愚)および(FLP;｡)は，それぞれつぎと同値である。

(MJl鰯:I歪…
α

<ｃ,jr＞≧ｚ，

Ａ:ｒ≦bfjr≧０，αｅ[0,1]，

－３８－
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くり’工＞

Ａ:ｚ≦61,必≧０．(…)|難藤
問題(FLPL)および(FLP;．)に対し，最適値写像をそれぞれ

錘(α)＝sup{<C,虹>lＡｌ;工≦６$,r≧0)，

唾(z)＝sup(α|<C,ｒ>≧毒,Ａ:r≦63,エ≧0,αｅ[0,1]｝

によって定義する。

以下では，議論を簡単にするため，①;(1)＝<qrI>および①f(0)＝〈c,主゜〉

が存在すると仮定し，Ｚｏ＝(①;(O),＋｡｡),Ｚ!＝(-..,域(1)]およびＺ２＝

[砥(1),のf(0)]とおく。

このとき，つぎの定理が成立する。

定理3.4．問題(FLP;層)において，つぎのことが，成立する。

卵Ｉ
ごＥＺＯ，

ｚｅＺ１，

ｚｅＺ２．

一｡ｏｉｆｆ

ｌｉｆｆ

ａｅ[0,1]iff

定理3.5.ｚｅＺ２を任意の実数とする。(z*,α*)を問題(FLPE鬘)の最適解

とし，

〃

葛α趣:｡`巧く０，ｊｅＭｒ*)，（２）

。｝≧０，ノeIh(６℃*）（３）

を満たすベクトルゴ已尺〃が存在するものとする。ただし

〃

Ｉｉ(錘*)＝{ｊｅ(1,2,…,”}|翼α伽ブー6'＠鮒}，
Ｌ(ｒ*)＝(ｊｅ(1,2,…,〃}|鐘＝0}’

である。このとき，ベクトルェ＊は問題(FLPEa･)の最適解である。

-３９－
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定理3.6.α*ｅ[0,1]を任意の実数とする。ベクトル⑰*ＥＲ"を問題

(FLPMの最適解とし，

(4)<c,の＞０，仏≧０，ノeIb("*）

を満たすベクトル‘ｅＲ'1が存在するものとする。このとき,(砥*,α*)は問題

(FLPE夏.)の最適解である。ただし，こ*＝<c,⑰*>である。

定理３５および3.6から，問題(FLPB量)および(FLPか)において，

Z＝“(唖(Z))，ＶｚｅＺ２，

α＝唖(“(α))，Ｖａｅ[0,1］

が成立することがわかる。

最後に，ファジィ数が目的関数と制約条件式の両方に含まれる場合を考え

よう。

<６，勿乃

Ａｊｒ≦６，虹≧0．(、l蹴霊芹

問題(FLP)に対し，可能性最大化問題を

(Pos(<5,ｍ”≧ご),Pos(A、≦５)）

虹≧０(FLP:)|鰯:'雷
によって定義しよう。ただし，ここＲはパラメータである。

問題(FLPE)に対して，逆問題をつぎのように定義しよう。

ご

Pos(<6,6r>Ｆ≧三)≧α，

Pos(Aお≦ｎ≧β,釘≧0，

(川)|職:!ｆ:雫

ただし，α,βｅ[0,1]はパラメータである。

問題(FLP:)および(FLP:β)はそれぞれつぎの問題と同値である。

-４０－



ファジィ線形計画問題と逆問題（前田）

(α,β）

<cKjr>≧z，

A泣≦６“≧0,α,βｅ[0,11

(、)|鰯lWi:…

<c9,ｚ〉

Ａ戯≦６；,ェ≧０．(FLP:,)|脇Ｈ１雷
ところで，問題(FLP:)は２つの目的関数をもつベクトル値最適化問題で

あり,一般に最適解は存在しない｡そこで問題(FLP:)に対してパレート最適

解をつぎのように定義しよう。

定義3.1．問題(FLPE)の実行可能解(r*,α*,β*)は(α*,β*)≦(α,β)を

満たす他の実行可能解(工,α,β)が存在しないとき,パレート最適解といわれ

る。

さて,問題(FLP:)および(FLPSβ)に対し,最適値写像およびパレート最適

値写像をそれぞれ

①P(α,β)＝sup(<c9,Jr>ｌＡカエ≦bfJF≧0}，（５）

ＶＰ(ご)＝sup((α,β)|<c:,鉱>≧ｚ,Ａｔｊｒ≦６；,鉦≧0,α,βｅ[0,1]）（６）

によって定義する。

以下では，①P(1,1)＝〈cf6r1>および①P(0,0)＝〈Ｃｆ,jro>が存在すると仮

定し，Ｚｏ＝(①P(0,0),＋｡｡),Ｚ'三(－｡｡,①P(,,,)),Ｚ２＝（＿｡｡,①P(1,0))，

z3＝[｡P(1,1),①P(0,0)ｌｚ４＝(-..,①P(,’0))およびｚ５＝[①P(1,0),①P(0,0)］

とおく。

定理3.7．ごｅＺ５を任意の実数とし，（必*,α*,β*)を問題(FLP:)のパレ

ート最適解とする。このとき，ェ＊は問題(FLP除〆)の最適解である。

定理3.8．ごｅＺ３を任意の実数とし，（ｚ*,α*,β蝋)を問題(FLP:)のパレー

ト最適解とする。さらに，(2)および(3)を満たすベクトルｄｅＲ"が存在する

－４１－
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ものとする。このとき，ベクトルヱ＊は問題(FLPPa…)の最適解である。

定理3.9.α*,β*ｅ[0,1]を任意の実数とし，ベクトル勿窯を問題

(FLPP…)の最適解とする。さらに，

<c3.,.＞＞０，．１≧0,ｊｅＬ(工*） (7)

を満たすベクトル‘ｅＲ"が存在すると仮定する。このとき,(r*,α*,β*)は

問題(FLP:箪)のパレート最適解である。ただし，ｚ*＝<c鼎,亜*>である。

定理3-8および3.9から，

ｚｅ①P(ＰＰに))，ＶごｅＺ３，

(α,β)已切P(のP(α,β))，Ｖα,βｅ[o’1］

が成立することがわかる。

４．双対性

ここでは，前節で定義した問題(FLP,)および(FLP)に対し，双対問題を

定義しよう。まずはじめに，問題(FLPl)に対し，双対問題を定義し，いわゆ

る双対定理が成立することを示そう。

問題(FＬＰ,)に付随する可能性最大化問題(FＬＰＬ)に対する逆問題

(FLPra)は,実数を係数とする通常の線形計画問題である。したがって,双対

問題は

〈６，９＞

Ａ､≧ｃ:,ｙ≧０，のFLP『･)|鶏蝋

となる。ただし，ＡＴは行列Ａの転置を表す。

Ａ､≧ｃ:iffPos(ＡT2/≦５)≦αであることに注意すると，問題(DFLP『｡）

は，

－４２－
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<６，Ｊ〉

Pos(ＡＴｙ≦６)≦αロヅ≧０、剛|鍋鰐
となる。したがって，問題(DFLP『．)に対する逆問題は，

Pos(A7b/≦６）

<６，ｙ＞≦の，ｙ≧0(DFLP肋|魏艦
となる。ただし，②ｅＲはパラメータである。

さて，問題(DFLPFa)および(DFLP『⑩)に対し，最適値写像をそれぞれ

①PP(α)＝inf(<6,ｙ>|Ａ、≧ｃ9,D≧0)，

Ｗ，(の)＝inf{α|<6,ｙ＞≦α,Ａ７ｂ/≧ｃｉＷ≧０，αＥ[0,1]）

によって定義する。ただし，ｉｎf(6)＝＋・・とする。

以下では,議論を簡単にするため,｡PP(0)＝<6,〃o>が存在するものと仮定

し，Ｗｏ＝(①PP(1),＋｡｡)，〃!＝(-..,①PP(O)ＬＷ２＝[のPP(O),①P，(1)]とお

く。このとき，問題(DFLP肋と(DFLPF｡)の間につぎの関係が成立する。

定理4.1.②ｅＷ２を任意の実数とし，（y*,α*)を問題(DFLPMの最適

解とする。さらに，

加

囚αが仏＞0,ノeli(z/*)，
ゴー１

．(，≧０，ノｅＬ(y*）

を満たすｄｅＲ噸が存在するものとする。ただし，

加

Ｉｉ(g*)＝(/ｅ(1,2,…，〃)’２α趣』ノザ＝ｃ'｡．}，
ｆ＝1

ｌｂ(ｼ*)＝{/Ｅ{1,2,…,柳}|リブ＝0｝

である。このとき，ペクトルン率は問題(DFLP別の最適解である。

定理4.2.α＊Ｅ[０１１]を任意の実数とし，ベクトルz/＊を問題(DFLPM

の最適解とする。さらに，
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<6,.＞＜ｑｄｉ≧０，ｊｅＬ(y*） (8)

を満たす‘ｅＲ耐が存在するものとする。このとき，（y*,α*)は問題

(DFLPFo零)の最適解である。ただし，②*＝〈ムリ*>である。

さて，問題(FLPFz)と(DFLP肋の間に双対関係が成立することを示そ
＞

つ｡

定理4.3．ｚｅＲを任意の実数とし，（z,α)および(",β)をそれぞれ問題

(FLPF圏)および(DFLPいの任意の実行可能解とする。このとき，

(9)α≦β

が成立する。

定理4.4．ｚＥＲを任意の実数とし，（jr,α)および(y,α)をそれぞれ問題

(FLPFz)および(DFLPFz)の任意の実行可能解とする。このとき,(虹,α)は問

題(FLPrご)の最適解であり，（y,α)は問題(DFLPFz)の最適解である。

定理4.5．ｚｅＺ２を任意の実数とし,(ｒ*,α*)を問題(FLPrご)の最適解と

する。さらに，(8)を満たすベクトルｄｅＲｍが存在するものとする。このと

き，あるベクトルェ＊ＥＲ"が存在して,(z*,α*)が問題(FLPFz)の最適解と

なる。

最後に，問題(FLP)に対して，双対問題を定義しよう。問題(FLP:β)は，

線形計画問題なので，双対問題は，

<6;,ｙ＞

Ａ;ｒＵ≧ｃＡｙ≧０、P:`)|鍋鯛
となる。これは，つぎの問題と同値である。

－４４－
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したがって，問題(DFLP:β)に対する逆問題は

(α,β）

Pos(<5,ソ＞≦の)≦β，

Pos(Ａ、≧Ｕ)≦β，

Pos(〃≧６)≦α，

α,βＥ[0,1］

ｍｌｎｌｍｌｚｅﾘ,α､β

subjectto

(DFLP３）

となる。ただし，ＤＥＲ〃およびＣＵｅＲはパラメータである。

さて，問題(DFLP:β)および(DFLPRJに対し,最適値写像およびパレート

最適値写像をそれぞれ

①DP(α,β)＝inf{<砿,ｙ>|ＡｉＴｚ/≧ｃｌＫｙ≧0)，

WDP(⑩）＝inf{(α,β)|<6;,ｙ>≦⑩,ＡＬ肱≧Ｃ3,ｙ≧0,α,βＥ[0,0]｝

によって定義しよう。以下では,議論を簡単にするため,①DP(1,1)＝〈6ｆｙ１〉

および①DP(0,0)＝〈6『,ｇｏ>が存在すると仮定し，Ｗｏ＝(－。。,｡ＤＰ(1,1)1

Ｗ'＝[①DP(1,1),①DP(0,0)ＬＷ２＝[①DP(1,1),①DP(1,0)]およびＷ３＝

(①DP(0,0),＋｡｡）とおく。

定理4.6.CueW2を任意の実数とし,(ｇ*,α*,β*)を問題(DFLP3)のパレ

ート最適解とする。さらに，

ｌｍ

Ｚａ噂触＞0,ノeIi(9/*)，ｕＯ
ｉ＝】

。'≧０，ｊｅＺｈ(y*）（１，

を満たすａｅＲ獺が存在するものとする。このとき，ｙ＊は問題(DFLP駒･）

の最適解である。ただし，

－４５－
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ﾉﾘＴ

")|星α趣〃＝c'．．)，

")|zﾉﾌﾞ＝0｝

ハ(y*)＝(/Ｅ{１，２，

L(J*)＝{/ｅ{１，２，

である。

定理4.7.α*,β*Ｅ[0,1]を任意の実数とし,ｙ＊を問題(DFLP院β､)の最適

解とする。さらに，

<脇,ｄ>＜0,ｑ４≧0,ｊｅＬ(g*） (12）

を満たすベクトルロノＥＲ厩が存在するものとする。このとき，(ソ*,α*,β*)は

問題(DFLP:)のパレート最適解である。ただし，⑩＝<6齢,ｙ*>である。

問題(FLPE)と(DFLPP…)の間には，つぎの双対定理が成立する。

定理4.8．ＺｅＺ２を任意の実数とし，（jr,α,β)および(y,α',β')をそれぞ

れ問題(FLPE)および(DFLP:)の任意の実行可能解とする。このとき，

（α',β')二(α,β）

は成立しない。

03）

定理4.9．ＺｅＺ２を任意の実数とし，（jr,α,β)および(9,α,β)をそれ

ぞれ問題(FLP:)および(DFLP:)の任意の実行可能解とする。このとき，

(必,α,β)は問題(FLP:)のパレート最適解であり，他方，（Ｊ,α，β)は問題

(DFLP:)のパレート最適解である。

５．おわりに

本論文では，与えられたファジィ線形計画問題に対し，可能性最大化問題

と逆問題とよばれる目標値最大化問題を定義し，これら２つの問題の間に成

立する関係を調べた。さらに，この関係を利用して，ファジィ線形計画問題

に対し，双対定理を導いた。

－４６－



ファジィ線形計画問題と逆問題（前田）

ところで，ここでは，ファジィ線形計画問題に対し，可能性最大化問題を

定義したが，可能性測度にかえて，必然性測度を用いた必然性最大化問題と

その逆問題を考察することも可能である。この場合でも，本論文の定理はそ

のまま成立する。特に，双対問題に関しては，可能性測度による定式化より

も必然性測度による定式化の方が，興味深い結果がえられることが知られて

いる。さらに，ここでのアプローチは，多目的ファジィ線形計画問題に対し

ても，同様に適用することができる。

本論文は，京都大学数理解析研究所で開催された研究集会『離散数理と

連続数理における最適化理論』（1997年７月16日～18日）での報告を修正，

加筆したものである。
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