
パスカルの三角形の考察

一二項宗理の理解を深めるために一

数学科川谷内哲二

二項係数に関する等式は，主に二項定理を利用して取り扱うが，生徒の理解が十分でない。そこで，

パスカルの三角形を考察することによって，二項定理の理解を深めることをねらいとした。本稿は，パ

スカルの三角形から規則性や性質を発見し，それが正しいことを証明することをテーマとして取り組ん

だ授業実践の報告である。

キーワード：パスカルの三角形二項定理二項係数

1．はじめに

新学習指導要領では，二項定理が，数学A(場合

の数と確率）から数学Ⅱ（いろいろな式）に変更さ

れた。内容および取扱いについては変更がない。

教科書で扱われている二項係数に関する等式には，

①〃Co+r@C1+"C2+･･…．＋"C"_1+"C"=2"

②〃Co-"C1+…+(-1)""Cr+…+(-1)"〃C"=0

③〃Co+2･"C1+22･"C2+……+2'z･r,Cr,,=3"

④〃Co-2･"C1+……+(-2)""C"=(-1)"

などがある。これらの二項係数に関する等式は，主

に二項定理を用いて証明されることが多いが，生徒

は十分理解できていないのが現状である。定着のた

めの反復練習が足りないという面はあるが，式変形

や操作に納得ができていなく，単なる暗記になって

いるように思われる。

二項係数に関する等式のうち，等式③，④は，パ

スカルの三角形から読み取ることは難しいが，等式

①，②はパスカルの三角形から比較的気づきやすい。

このように，二項定理から見ると難しそうに見える

ものでも，パスカルの三角形を考えると自然に読み

取れてしまう等式や性質がある。パスカルの三角形

だから気づくものも多いはずである。

パスカルの三角形を考察することによって，二項

定理の理解を深めることが可能であろう。パスカル

の三角形から規則性や性質を発見し，それが正しい

ことを証明することをテーマとして取り組でみた。

本稿は，その授業実践の報告である。

2．授業実践

(1)規則や性質の発見

平成26年1月に,1年生の各クラス41～42名を7

グループに分けて，「パスカルの三角形から，規則

を見つけよう」というテーマで，気付くことなど自

由に考えさせる授業を行った。ここでは，規則や性

質を発見することに重点をおいて取り組んだ。この

段階では，あくまで予想であって，その証明までは

求めていない。そのため，その予想が正しいかどう

かも疑わしくても構わないことにした。そのような

前提で各グループから挙がってきた性質に，次のよ

うな規則がある。ただし，ほとんどが図や文章によ

る説明によるものであり，数式では表されていな

かった。

①各行の和は，公比2の等比数列になっている。

②九段目までの和は2恥－1

③各行から公比llの等比数列が作られる。

④左から侮番目の斜めの数の和が，次の段の左か
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⑥の証明(C組3班） ⑬の証明(C組6班）
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⑧の証明(A組4班）

パワーポイントによる解説および証明
証明は完成されていないが，

偶十偶＝偶，奇十奇＝偶偶十奇＝奇，奇十偶＝奇

であるとことなど，着眼点は良い。

2項定理を用いて証明する

(1+x)"="co+"c,x+…+"C7,x"

(x+1)"="cox"+"c,x"-'+…+nC7z

辺々をかけて、

(x+1)2"
=("co+"c,x+…+"c"x")("co兀拠
+7,Cix"-1+…+"c")

⑭の証明(A組4班）

フィボナッチ数列とは？

初めに1,1をおいて，

直前の2数の和を次の数としている。

〃1.．
■’

{α蝿}＝1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,…WZ,ごoｼし

の係謝
"

("cO)｣ これを漸化式で表すと、

α1＝1，α2＝1’α泥十2＝α測十1＋α澱

いただの3項間漸化式

フィボナッチ数列とは？(おまけ）
⑩の証明(A組3班）

ql=1,q2=1,Q"+2=q"+1+Qn

特性方程式α2＝α＋1を解くと、

1士侮
α＝

2

一般項は、

1（/1＋､/颪”／1…
弱圖ぃ僻

)"-(￥)1“｡=た'（
となる。

2
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②すべての項が奇数であるような行が規則的に存

在する。

2"'-'Q(0≦た≦2'"-1)が奇数となる。

右上の数今2つ前1

の数今1つ前

③
1

11

121

α一3－3－，
14641

15101051

1615201561

<髄
1016

ガ価

1

7

172135352171

〔上のスライドにおける表示〕

赤線の上の数（○で囲まれた数）と

緑線の上の数（△で囲まれた数）は，

全て1個ずつ足されて青線の上の数ができあが

るから，

（赤線の上の数の和）＋（緑線の上の数の和）

172135352171

1 8 2 8 5 6 7 0 5 6 2 8 8 1

105151115105455

これが，⑭のシェルピンスキーのギャスケットに

つながっている。

③各行の両端の1を除いた数の組は，1でない最

大公約数を持つ。

⑭については，このスライドは，証明というより

解説である。もう一つのグループは,Cを用いて式

でうまく処理していて，証明になっている。生徒に

とって，スライドによる説明の方が直感的に理解で

きていたので，こちらの方を取り上げることとした。

(3)新たに発見した規則や性質

⑪下図において，○で囲んだ2数を掛けて2で割

るとその左下の数字になる。

4b4

(豆~皿105
3152005-5)

17<ZI~D352171
18285670562881

1

11

鰯 ④〃段目の行にある奇数の個数は，〃を2進法で

表したときのlの個数を〃とすれば，2虎個である。

1

1

14

1 5

161［

1721

18285（

,且{浄

１

１
１
８

１
７

個
個
個
個
個
個

１
２
２
４
２
４

10＝0(2)

111＝1(2)

1212＝10(2)

13313＝11(2)

146414＝100(2)

151010515=101(2)

1615201561

172135352171

18285670562881

61520156

21353521

2856705628

〔簡単な証明〕斜め2列目の数列はα"＝〃

斜め3列目の数列は6凧=客十号
〃
｜
ワ
ム

十
〃
’
２

型
２
勅

一
一
１＋

１

九

十

α
ワ
］

〃

●

α
ワ
〕
〃α

●

〃ａ
こ こ で

これも，⑭のシェルピンスキーのギャスケットと

深く関わっていると考えられる。
以上より，
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パスカルの三角形から規則を見つけるという作業

は，実験結果から仮説を立てるということと似た活

動があり，生徒の思考のトレーニングにいい数学的

活動である。

目の数からなる数列を{α"}とおくと，｛α"}の階差数

列が{6"+,}，｛6"}の階差数列が{c"+,}になっている。

このことから,6h+1="+1C3="+1C4－たC4=α虎+1－

α虎という関係（等式②）に気づき，

3C3+4C3+5C3+……+"C3="+1C4…④

であることがわかる。3．二項係数に関する問題

(1)二項係数に関する等式

教科書や問題集などに出てくる二項係数に関する

等式を列挙してみよう。

①〃C"-r="Cr

②〃Cy･="-1Cr+"-1Cr-1

③『･"c『=7I,･"-1Cr-1

④〃Co+"C1+"C2+……＋"C"-1+"C"=2'z

⑤〃Co-"C1+"C3-……+(-1)"･"C"=0

⑥〃Co+2･JDC1+22･"C2+……+2"･"C"=3"

⑦1．"C1+2．"C2+3.凪C3+……＋〃."C"="･2"-1

⑧12."C1+22･"C2+32．"C3+……＋"2."C〃

＝〃(〃＋1)･2"-2

１
１
１
１
１
１
１

７
６
５
４
３
２
１

別
賜
皿
６
３
１

錫
別
的
４
１

０
０
●
●
■
ｑ

ｌ
ｌ
ｌ

凡
凡
凡

α
７
り
Ｃ

Ｉ
Ｉ
Ｉ

弱
阻
５
１

別
６
１

7

ll

等式④について，上の証明以外の方法で証明して

みよう。

〔証明1〕等比数列の和の公式より，次の等式が成

立する。

，＋(,＋妬)＋(,＋")2＋……＋(,＋")脇＝（'＋")"+'一’
鉈

左辺の”3の係数は3C3+4C3+5C3+……+"C3であり，

右辺の妬3の係数は〃+1C4である。

よって，等式④が成立する。

〔証明2〕1から〃＋1までの番号が書かれたカード

が1枚ずつ計〃＋1枚ある。

この中から，4枚のカードを選ぶ方法を考える。

選び方は，全部で"+1C4通りある。

選んだ4枚のカードの番号の最大値がた＋1（3≦た≦

"）となるのは，残りのカードを1から虎の中から3

枚選ぶ場合だから,hC3通りある。

ゆえに,"+,c4=23Ac:が成立する。
〔証明3〕次の図のような縦〃－2本,横5本からな

る道路があり,A地点からB地点まで行く最短経路

について考える。最短経路の総数は，↑4個，→

〃－3個の順列の総数に等しいから,"+1C4通りある。

地点P',Q'を通る最短経路の数は3C3通り，地点P2,

Q2を通る最短経路の数は4C3通り，…，地点P"-2,

Q"-2を通る最短経路の数は"C3通りある。

2"+1－1山
一
州

．
＋＋

山
一
３

＋
山
一
２

＋
心
－
１

⑨
〃＋1

⑩nCo2+"C12+"C22+……＋"Cr,2=2"C"

⑪"zCo･"C"+mC1･"Crz-1+"zC2･"C"-2+……

･･･+"zC"･"Co="@+"C"(ただし,"I≧〃）

⑫『C『+7+1Cr+r+2Cr+……＋"C『="+1Cr+1

これらの等式のうち，①，②，④，⑤は，パスカ

ルの三角形から気づきやすい。二項係数の等式とし

てみると，「どうして」と考えてしまうものでも，

パスカルの三角形から見たら明らかである。また，

⑩や⑫も予想できる。しかし，二項定理を利用して

証明することができる③や⑥～⑨および⑪は，パス

カルの三角形から気づくのは難しい。いや無理であ

る。

⑫は，式だけを見ているととても難しそうであり，

どう証明していいかわからないが，パスカルの三角

形において，左から2個目の数からなる数列を{c"},

左から3個目の数からなる数列を{6"}，左から4個
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(2)異なる刀個のものから7個を取る組の総数を

"Crとする。ただし,oCo=1である。等式
九一γ＋l

"CJ･=E"-jC"-j-r+1が任意の自然数"〃（"≧γ≧l)
j＝1

について成立することを示せ。

(8)任意の自然数侮(た≧2)に対して，

S(h,m)="+m-2C'"-1(m=1,2,…,9)が成立するこ

とを示せ。

回自然数、≧2に対し,m-1個の二項係数"@C1,

mC2,……,"zCm-1を考え、これらすべての最大公

約数をdmとする。すなわちd"@はこれらすべてを

割り切る最大の自然数である。

(1)mが素数ならば,dm=mであることを示せ。

(2)すべての自然数たに対し，侮加－たがd"zで割り切

れることを，虎に関する数学的帰納法によって示

せ。（文系はここまで）

(3)mが偶数のときd",はlまたは2であることを

示せ。〔2009東京(前）文理〕

回自然数〃に対して

α"=葛(_,)臘州C2M｡6"=Zi(-')臘州C2晦とおく
（下図参照)。次の問に答えよ。

以上から，等式④が成立する。

P1P2P3 R-4P"-3B=BM-2

1
ト
ー

Q"-2Q1

A

この解法は，生徒が発表の場で紹介したものであ
り

る。

(2)二項係数に関する入試問題をいくつか挙げてみ

よう。

田pを2以上の素数とし，虎をpより小さい正の整

数とする。このとき,pC々はpで割り切れることを

示せ。〔2006早稲田〕

回〃が相異なる素数p,qの積〃=pqであるとき，

（〃－l)個の数"C"(1≦た≦〃－l)の最大公約数は

lであることを示せ。[1997京都(前）理〕

回”を自然数としsO=Z,3"c3",s,=gPf"
凡－1

S2=EO3"C3"+2とおく。また，のを"3-1=0の1
でない解とする。このとき，次の問いに答えよ。

(1)So+S'+S2の値を求めよ。
3瓦

(2)EO3"C加偽の値を求めよ。
(3)S1=S2が成立することを示せ。

(4)Soを求めよ。

[1997岐阜(前）理〕

Z10進数で表された自然数〃の各桁の数字の和を

s(")とする。例えば,71,=126のとき，

S(")=1+2+6=9である。自然数々 とmに対して，

s(")=mとなるん桁の自然数〃の個数をS(h,m)で

表すことにする。例えば,s(")=3となる2桁の自

然数凡は12,21,30のみであるので,S(2,3)=3と

なる。 〔2001慶応理〕

(1)任意の自然数虎(た≧2)に対して，
〃、

S(hm)=ZS(た-1,j)(m=1,2,…,9)が成立する
i＝1

ことを示せ。

+1，，吋’
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(1)α"+1,6"+1をα",6"で表せ。

(2)α"’6"を求めよ。 [1987早稲田理〕

これらの問題のうち，パスカルの三角形とほとん

ど関係がない問題と，パスカルの三角形で考えるこ

とがヒントにつながる問題がある。具体的には，田

や回,m(2),B(1)がそうである。今回の活動では，

－39－
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具体的な値を代入して考える習慣作りにも効果が期

待できるので，このような活動をいろいろな場面や

領域で扱えるように，教材研究に取り組んでいきた

最後に，パスカルの三角形におけるシェルピンス

キーのギャスケットと生徒が発見した規則②，④に

ついて考えてみよう。パスカルの三角形において，

奇数を1，偶数を0で表すと，下のようになる。い○

目
目
目
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4．おわりに

教科書などに必ず載っている等式

"Co-"C1+……+(-1)『"Cr+……+(-1)""C"=0

("Co+"C2+……="C1+"C3+……）

は，二項係数"C『の偶数番目と奇数番目の総和の関

係である。このことから，二項係数"Cγに対して，

γ＝3ルー2，3ルー1，3鹿のそれぞれの場合の総和がど

うなっているかについて調べてみるという取り組み

が考えられる。（下図）
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まず,"=2mのとき，〃行目の両端を除く2項係数

"C1,"C2,……，〃C"-1が偶数であることを示そう。

等式7．．"Cr="･"_,C"_,(7､=1,2,……,〃－1)が成立

するので,"=2mのとき，

7."Cr=2"'．〃-1C"-1

．．．．〃CJ.=2Z．〃－1C『－1
7、

『(7=1,2,……,2m-1)が2"zを割り切ってしまう

ことがないので，因数2が必ず残る。よって，〃Cγ

は偶数である。

次に,FI,=2m-1のとき，〃行目の2項係数"Co,

"C1,"C2,……,"C伽が奇数であることを示そう。

等式"+,C"="C,+"C7_,(7･=1,2,……，〃）が成立

する。ある正の整数sにおいて"Csが偶数であると

仮定すると,"+1=2mより，

"+,Cr(y･=1,2,……，〃）は偶数であるから，

"Cs_1="+1Cs－"Csは偶数。同様に，

"Cs_2="+1Cs_1－"Cs_1は偶数となる。

これを繰り返すと,"Coが偶数となり，

"Co=1であることに反する。

よって,"Cr(7､=0,1,2,……，〃）は奇数である。

この0とlで表示するパスカルの三角形では，

0+0=0,0+1=1+0=1,1+1=0
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このようなことを考えることが，入試問題回を

解くヒントになる。先の二項係数に関する等式や他

の入試問題についても，同様のことが言える。

また，パスカルの三角形の場合と同様に，具体的

な値を代入したり，数値で考えてみたりすることは

多くの問題の解法のヒントになり，このように考え

ることは大変重要である。パスカルの三角形を通し

てその規則や性質を考えることは，このようなト

レーニングになる。
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者の2倍で，2進数で表したときのlの個数がl多

いことから,2"'≦〃≦2m+1-1において成立する。

すなわち，0≦〃≦2m+1-1において成立する。

よって，数学的帰納法から，命題Pは成立する。

による計算となるから，等式"+1Cr=JICr+"Cr_1より，

次の4つのパターンから構成される。

V vVvV V V V
2"z行目は，両端を除く2

項係数がすべて偶数である

から，右のような部分が作

られる。

〃C『が偶数のときα",『=0，

000…… 0

、000…0／ 私たち教師が当たり前に思っていることが生徒に

とっては当たり前でなく，そのことが却っていろい

ろな思考を生み出すように思う。今回，生徒が発見

した命題Pなどは，私たち教師では考えもしないこ

とであり，柔軟な思考を持つ生徒だから考えること

である。今回の授業実践では，このように自由な発

想で考えることができるようなテーマであった。こ

れからも生徒の柔軟な思考を活かせるような，また

育てるようなテーマを与えられるように心がけてい

きたい。また，様々な学習場面において，具体的な

数値を代入して考える習慣を作るために，このよう

な授業を実践していきたい。

00

、0／

"C7･が奇数のときα",r=1として，数列{q",r}

(0≦γ≦"）を定義すれば,2"z≦〃≦2"'+1-2,

〃－2m+1≦7≦2"'-1において，α",7･=0となる。

このとき，α2'",0=1,q2m,2'"=1,だから，

q2"+j,j=1,q2'"+i,2'"=1(j=1,2,……,2"')となる。

よって,2m≦〃≦2m+1-1のときの0≦γ≦〃－2"zと

2"'≦γ＜〃におけるα",『は,0≦〃≦2m-1のときの

O≦『≦〃におけるα",『と一致する。

すなわち，下図の①，②，③の部分におけるα",r

は一致する。 〔参考文献〕

数の悪魔算数・数学が楽しくなる12夜（晶文社）

エンツェンスベルガー著丘沢静也役

1

I行目

鍬
00…00

偲
行

Ｉ
0

この結果からJ+2"z行目に現れるlの個数（奇数

の個数）は,J行目に現れる1の個数（奇数の個数）

の2倍に等しい。J+2mとIをそれぞれ2進数で表し

たとき，1の個数は前者が1個多い。（※1）

命題P「〃段目の行にある奇数の個数は，〃を2

進法で表したときのlの個数を虎とすれば，2虎個で

ある」は，0≦〃≦3のとき成立する。0≦〃≦2"z-1

のとき成立すると仮定すると,(Xl)のことから，

J+2"'行目と／行目にある奇数の個数は，前者が後
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