
時系列解析における漸近展開

言語: Japanese

出版者: 

公開日: 2017-10-03

キーワード (Ja): 

キーワード (En): 

作成者: 田中, 勝人

メールアドレス: 

所属: 

メタデータ

http://hdl.handle.net/2297/37236URL



－29－

時系列解析における漸近展開

田中勝人

I序論

IIエッジワース展開

mAR(1)モデルにおける最小2乗推定量の分布展開（平均未知の場合）

WAR(1)モデルにおけるt検定統計量の分布展開（平均未知の場合）

I序論

本論では，時系列モデルに関連した様々の統計量の分布の漸近展開につい

て論じたい。漸近展開の歴史は古く，それは19世紀中頃のチェビシェフにま

で遡る。以来，多くの展開方法が提案されており，代表的なものとしては

i)グラムーシャーリエ展開

ii)エッジワース展開

iii)コーニッシューフィッシャー展開

がある。この中で，時系列モデルとの関連で最もよく使われるのはエッジワ

ース展開であり，本論においてもこの展開法に話を限って進める?)時系列モ

デルに関していえば，漸近展開の歴史は非常に浅い。Sαγgq"(1976),Phj-

"jPs(1977)がそのパイオニアと考えられるが，前者が一般的導出方法を論

じているのに対し，後者では具体的に,AR(1)モデルで平均0の場合の，自

己回帰係数のLSE(最小2乗推定量),及び‘検定統計量のエッジワース

展開を求めている?）

以後,P""jps(1977)の結果は3つの方向に拡張された。第1は，任意

個の外生変数を含むAR(1)モデル，すなわち

(1.1)"t=q"'_,+7''妬t+ut

に対するαのLSEの分布展開であるW)第2は，同時方程式体系への拡張で

あり，今までの所，定義式を含む2本の方程式

(1.2)Ct=qYf+"Cf_,+"#

Yt=Ct+It
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に対するαのLSE,2段階LSEの分布展開がPhj〃加s(1980b)によっ

て与えられている。どちらの場合も外生変数を含んでいるため，展開表現は

これに依存しており明示的な結果を求めることは不可能である。それに対し

て第3の方向は，平均未知のAR(1)モデル，すなわち

(1.3)z/f="+qz/t_,+"&

に対するα，似のLSE,及び#検定統計量の分布展開であるW)この場合に

は展開結果が明示的に得られ，通常の中心極限定理では明らかにされ得ない

事実，例えば平均力:0であるかないかによって，αのLSEの分布は標本サ

イズTで基準化した後,1/fテのオーダーで異なることなどが明らかにされ

る。以上述べた方向以外にも，もちろん様々の拡張が考えられるが，それら

は進展中のものでありここでは触れない。

第II節では，エッジワース展開の簡単な場合から始まって時系列モデルに

関連した展開のSαγgg"(1976)による一般的な導出方法について論じる。

第Ⅲ節では，平均が0，及び0でない場合のAR(1)モデルにおける係数パラ

メータのLSEに関するPbj"jps(1977)及びTα伽α肋(1981)の結果を対

照する。さらに第Ⅳ節では,AR(1)モデルに関連したf検定統計量の分布展

開を考える。

1Iエッジワース展開

分布展開しようとする統計量をSTとする。但し，通常の意味での漸近分

布のパラメータで基準化されたものとする。FT(")をSTの分布関数，舟(苑）

を密度関数とする？)さらに以下の諸量を定義する。

’(蕊)=志4選｡-筈d“弧"(麺)=鶚聖1

，(遜)=志｡-筈メ"(麺)=響
ここで，

(2.1)j(j)(")=(-1)'Hj(")j(")

によりH〉（苑）を定義すると多項式になり，これをエルミート多項式という。



明らかに

(2.2） /x脇(")j(")d"=(-1)jI(j)(")
一。◎

－31－

統計量STの分布の特性関数を‘(s),キュムラントをルjとすると，一般

にkj=0(T'-･"2)であり,d(s)は

(2.3)d(S)=e-s'ﾉ2{'+鵬｡竿十腸‘響十臆竿|+o(r-｡'')
と展開される。従って

(2.4)FT(")=ノx/T(")d"
－．．

l｛去像‘釧・)州”＝ノx
－oo

より，［］内の積分を（2.3）及び

土ﾉ-e-'"se-¥(js)'ds=Hj(")j(")(2.5）
2万一｡。

という関係を使って評価すると，

(2．6） FT(")=I(")一等'"｣(")+-fr'"'(")+¥'(.'(")
+O(T-3ﾉ2)

という1/Tのオーダーのエッジワース展開が得られる。

具体例として，9，，92，……,"T～ⅣID(0,1)の時，

-TI/JZ~7T（皇砿-T/〃ST=

の分布の展開を求めてみよう。まず，乏砿～X2(T)よりZ城の分布の特性

関数は(1-2js)-T/2となるから，
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(1－淵”）．-…d(s)=
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より,hj=(2/T)"2~1=0(T1-.j/2)となる。これより,d(s)は(2.3)のよ

うに展開され分布展開（2.6）を得る。

以上の議論から明らかなように，一般に,(1/T)jﾉ2-1のオーダーの展開を

得るためにはj次までのキュムラントの計算が必要である。そのためには，

まずSTの分布の特性関数を計算しなければならない｡上述の具体例ではST

の特性関数は，より基本的な統計量亘yfの特性関数から簡単に求められ，

キュムラントの導出も容易であった。

しかし，時系列モデルに関連した統計量についてはそう簡単には行かない。

このような場合における分布展開の方法はSαγgc"(1976)によって与えられ

た。今，考察の対象となる統計量STを

sT=j~7〒e(9)

と表わす。ここで，9はγ×1の確率ベクトルで，1次及び2次の標本モー

メントを要素に持っている。e(9)は実数値関数である？)そして,E(9)=0,

e(0)=0となるように調整しておく。次にテンソル和の慣用表現を使ってST

を9＝Oの回りでテーラー展開して

(27)"#告刎小+告刎伽')+o(T-｡'')

＝棚十方．,畑“+赤蜘…+O(T-3/2)

を得る。但し



3e(0) aze(0)

‘,=,,,，．鍵=岬,",°鱗‘=毫器‘
9j=J~T9.j,9=(9,,92,……,9,.)'

－33－

である。STの確率的オーダーは,(2.7)より『jのオーダーと同じであり，

それはO(1)である。

問題は，マーイア9の分布の特性関数が与えられた時,（2.7)の関係からST

の分布の特性関数入(s)を求めることである。，の分布関数をF(9)とし，

の（8）を特性関数とすると,L(2.7)より

(2.8)A(s)=E(e"sT)

＝ﾉ‘剛'1+鋳…+蒜柵小,‘‐

両(…)'l"(')+o(T-｡'｡)
S2

＝‘("｡)一蒜･錐伽-か州"-詩倉…‘錘‘緬十
O(T-3ﾉ2)

と展開される。但し,e｡=(e,,e2,……,e,･)'

伽=鶚差｡),‘,"=,差総),伽=岬刷,‘“
34｡(seo)

さらに，妙(8)=j昭の（8）とし原点における山（8）の偏微係数

僻=磯0),‘錐‘=,差器‘,伽－，錺器,”
を定義し，（2.8）の最後の式をこれらの偏微係数を使って表現する。

の(8)=e"('(8))

‐岬(苦…+昔鰄""&+圭伽""蝿十……）
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=抑(告’抑ル告‘鍵‘岬‘+か""""＋

完(伽州'|+O(T-｡'')
だから，

(:NI-""+（会‘M,'．‘．｡+’抑"'蝿十==e"p

=('.､',〃抑錨[MA8Z+'｡"aj+

(,-"[+'"'""T+O(T-｡'｡)苦('"〃"〃‘+‘"""〃‘)/〃+O(T-鋤．）

132の（8）
■■■■■■■■■■

ｲｧ;38α〃6

(告,〃．）
133の（8）

■■■■■■■■■

T〃a38638c
[妙"＆妙“β妙αβ‘＋紗α〃cjaj+=e"p

妙"妙"島十妙αc紗"島]/T+O(T-3ﾉ2)
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これらの結果を（2.8）の最後の式に代入すれば,STの分布の特性関数入(s)

が

(28ゾハ(‘)=抑(一昔脚)'1+第一｡'{蒜十器十島十

}一応｡‘ 詞（堅十十｡‘（麦十猯＋
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として求まる。但し，の2＝－妙j"eje々 であり,qj(j==1,……,10)はエッジ

ワース展開係数と呼ばれるもので

脈
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叱
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q,==j吻庵Zejeたez

a3＝衿e雄γた

α5＝娩々e.j"

q7==e.j"吻々γj

q9=jjzzej為り紅e‘疵

γロ=jqjej βα＝妙…eje"

によって定義される。Sγの分布関数は，（2.4)，（2.5）式を使って

(29)"is,<"'-I(吾)-zZ7T'("(=)+'("(S)(､+#+

器十告)*-1("(=)(=+謁圭+I'"IS)

（麦十誌+器十烏十筈十券)圭十

‘"'|吾)(篝+器十器)毒十・い'｡）
ゴ(吾)+'(吾)|‘｡+"{吾)+．,(吾)，+．｡｛吾)｡＋

..(S),}+o(r-｡'｡)
となる。ここで

α3

ヨ猯+券十2",〃CO＝二一

"－－差(蒜券十器十告）

(芸+鈴,;斧 ）
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4T
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この展開は

(川)"(s,<"'-II=+'｡+',(:)+6､､+&｡{吾『)+o(r-･'')
の形にも表現される。但し,60=co,61=c1+cf/2,62=c2,63=c3+coc2

である。又,ST/のの分布の密度関数片(")は

(2.11)/T(")=j(")[1+c,+(2c2-co)"+(3c3-c,)"2-c2"3+

(5c5-c3)"4-c5"6]+O(T~3ﾉ2)

となる。

密度関数の展開(2.11)より，期待値及び分散の展開も簡単に求められる。

期待値については

(雲)="『(遁)‘ェE(2.12）

、
１
ノ

２３

Ｔ
町
″

ｆ
、
３
冊
価

、
釧
Ｏ

伽
十
仙
鋤
砺

一
２

一
一
一
一
一

であり，分散は
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v｡"(¥)-JI"-*)｡M")d"+o(r-"')
=1-2c1-6c3-30c5-(co+c2)2+O(T-3ﾉ2)

-'+#(#¥+#)+O(T-鋤｡）
となる。より高次のモーメントも同様にして求められる。

以上の議論より明らかなように，時系列モデルの場合には,STの分布の

1/Tのオーダーの展開を得るためにはより基本的な統計量『の分布の4次ま

でのキュムラント，及びSｧを〃も（9）と表現した時の,e(9)の3次まで

の偏微係数を求めなければならない。後者の計算は容易であるが，前者は行

列のトレースや2次形式の計算を含んでおり，それらの明示的な値を得るの

は一般に不可能である。次節では，明示的に得られる場合としてAR(1)モデ

ルで平均が0の場合,及び0でない場合の係数パラメータのLSEに関する展

開を考える。

mAR(1)モデルにおける最小2乗推定量の分布展開（平均未知の場合）

本節では,AR(1)モデル

（j＝……－1，0，1，……；｜α｜＜1）(3.1)z/t="+q"@_,+也釣，

のパラメータα，似のLSEに関するエッジワース展開を行なう。ここで，

"‘～ⅣID(0,o2)である。パラメータ〃については,0の場合,0でない場

合の2通りを考える。後者の場合，｛"'｝の平均をβ＝“/('一α）とおく。以

下では，主として似差oの場合について議論を進め，似＝0の場合に対応する

Pんj〃加s(1977)の結果を対照させることにする。

観測値〃=("｡,9,,……，〃丁)'を与えられて，α及び〃のLSEは次の

ように計算される。

(3.2）
八

α＝＝
"'A'Z/－÷(diy)(djy)92+"2-(93+"3)(94+"4)

一

一

"'Aoy－÷(dig)2 9,＋",－(93＋似3)2



－38－

={(9'A｡")(dj9)-("'A,9)(dig)}
(3.3） β＝

Z/'Ao9－÷(dig)2

(9,＋似,）（94＋"4)一(92＋似2）（93＋“）
－

1■■■■■■■

91＋"1－(93＋"3)2

ここて

|郷|ﾍー|鱗|,'『+‘！×'〃+⑩AO=

d2=(0,1,d,=(1,……,1,0);……,1)'
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ここで前節のように，展開すべき統計量をST=ｲｱも(9)とすると,Dこれ

に相当するものは（3.2)，（3.3）より,6についてはe(9)=6－α,βについ

てはβ一似であり，9は4×1のベクトルでE(9)=0,e(0)=0を満足して

いるW)

まず,e(9)の原点における3次までの偏微係数を計算するW)次に9=イ乃

として，『のキュムラントを求める。そのために,z/'Aj_,z/(j=1,2),及び

d;9(j=1,2)の積率母関数の（8）を計算すると

(34)'(')='c('&)r&''"|告｡'(&)G-'(",)Z-｣・側一

会β'〃-‘‘｝

’
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となる?)但し

β＝(8，，……，＆)；β,＝(8，，＆)；＆＝(＆，＆)，

d=(1,……,1):q("2)=Bd+Z(&dl+84d2);(T+1)×1

G(9,)=I-2(8,Ao+&A,)Z;(T+1)×(T+1)

｜lh二…ル+1)×(T+1)量=,＝α，

従って，『のキュムラント関数妙(β)は

I*｡gM｡g'("-嬉刎］

=-:!･g'G(MT,)'+f｡'("")G-'(J,/JT)Z-]

｡，("")一曜恥-告β2d'Z-'d

(3．5）

前節で述べたように,1/Tのオーダーの展開を得るためには，妙（8）の原点

における4次までの偏微係数が必要である。添字j,A,j,77D=1,2,及び

7･,s,t,"==3,4を使って，これらは次のようになる。
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但し

伽"=表[8‘’'別,-‘重い(&,1,wz)+A(J,,'7z))}+
1662d'{Aj_,ZA(kIJ,'7z)+AA_,2A(JIj,'n)+

A!-,ZA(blj,'7z)+A"_,ZA(MI,j)}d]

伽-¥m''A{川,J)+川鵬,j)}Zd7_2

伽=÷鱗州j,k)d'2
妙汚‘＝吟γSt==山だtzJ==0

A(j,h)=(Aj_,ZA"_,+AR_,ZAj_,)Z

A(j,k,J)=Aj_,ZA"_,ZA4_,+A"_,ZAZ_IZAj_,+AHZAj_】

三A"_,

A(jlk,/)=Aj_,ZA"_,ZA!_,+Aj_,ZA!_,ZA"_,+A"_,ZA@_!

ZAj_,

これらの偏微係数のオーダーは，明らかに

"=O(1),吟"=0(T-｣ﾉ2),"!"a=O(T-')/bγノ,k,j,77z=

1，2，3，4

である。これらの表現は行列のトレースや2次形式を含んでいるが，展開表

現を得るにはそれぞれの最高次の値のみを計算すればよいことがわかるWo)

その場合に，次の2つの補題は有用である。AR(1)過程のスペクトラムを

/(⑳)＝1／l1－aei"'12とおくと，

補題1j,k,j,m=1,2に対して

寺‘“‘恥-‘量)=ガン(")(…)…鋤"'+0(T-')

÷',I-w"'=*:'｡(")("愚〃…-4d"+
O(T-')
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が成立する。

証明は,HQ""q"(1970,".353-355)参照。偏微係数の表現には，他に

も様々の形のトレースがあらわれているが，すべて補題lのようにして計算

できる。他方，2次形式の部分の計算については，

補題2j,h,/,772=1,2に対して

-rd'Aj-,恥〃=弾:f'(")(cos")…g(cIJ)duj+
1

O(T-')

〒‘･心‘別(w"")d-*:'｡(")(･｡sQJ)識…‘
1

g(の)dの+O(T-')

が成立する。但し,g(の)=1+2(cosの+coS2の＋……）

（証明）第1の等式が成り立つことを証明する。まず，次の等式が成立す

ることに注目する。

了州-‘恥-’三‘=÷z'･(Aj_,ZA"_｣重"）
1

＝÷"{Aj_,ZA"_,Z(I+2A,+2A2+……＋
2AT)}

ここで，ル（γ＝1，……,T)は

Aγ=二’

γ

、一一

0………姥…C

lⅢゞ訓T+1｣×(T+1)
．.･光

●

● ●●●％.． ●

形………00

によって定義される。補題1により，任意に固定されたγ0(<T)に対して

÷j'･IAj_,ZA"_,Z(I+2A,+……+2Ar｡)}=岸ﾝ(")
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lcosの)j+"~2grO(の)d"+O(T-')

となる。但し,g,.(の)=1+2(cosの+cos2cu+……+cosr")。一方，

17､

－ztr(Aj_,ZA"_,ZAf)=0(|ql'.0)
T2>γb

となることが示されるから，γ0を任意に大きくとることにより，

1

了州-‘恥-‘別=鐸ﾝ(")(…)…息緬(cIJ)dcU+
O(T-1)

となる。ここで,gm(m)をg(の）にかえても3それによってO(lol70)の

差しかもたらさないから等式は証明されたことになる。

第2の等式についても同様に証明できる。（証終）

以上2つの補題により，妙（8）の原点における4次までの偏微係数はそれ

ぞれの最高次の値が，コーシーの留数定理を使って明示的に計算できる。但

し，の2＝乏吻e.je点については,1/Tのオーダーの展開には仰=0(1)であ

るにもかかわらず,1/Tのオーダーまでの値が必要である。の2の値を精密に

計算すると,6の場合にはの2=1－α2となり，βの場合にはの2=02+62(1

－α2）となる。中心極限定理より，

イア(6－α）－→Ⅳ(0，1－α2）

ィ7〒(βー〃）－→Ⅳ(0，び2＋β2（1－α2)）

であるから，の2はそれぞれの基準化された統計量の漸近分布の分散となって

いる。

e(9)及び妙（8）の原点における偏微係数を求めた後，エッジワース展開

係数αj(j=1,……,10)を計算すれば第11節の(2.9)式のような展開表現

が得られる。まず，行い－α）の分布の1/Tのオーダーの展開は

(3.6)P(イア(6－α)<")=I(:)+!(=){@｡+､:)+c｡(=)'+
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"(苦)．+･‘{吾)｡}
となる。但し，の2＝1－α2であり,C.jについては参考のため，

Cjに対応する値島とともに以下に示す。

似＝0の場合の

帝

１＋α
ワ
］１

一一
一

Ｏｃ

厩

ａ１
｜
〃

一
一

Ｏ
－
Ｃ

17α＋1

Cl＝二一一
4T1－a

la

c2=万万=言う 》

ａ

Ｔ

１

４
１
－

－
－
一
一

１

２

－
ｃ

－
ｃ

11-4a－3a2

C3==丁示，一α2

1a2

C5=-~Z~FT二万百

分布展開のもう一つの表現は

｜
Ⅳ

２

２
２
α

ａ
α

＋
一

川
一
皿
１
－
脚

一
一

一
一

３

５

－
ｃ

－
ｃ

(苦)+‘,(吾)‘+‘｡(吾)｡）(吾十‘｡+‘‘(3.7)I

であり，

伽
１
｜
〃
唖
１
｜
〃

｜
’
一
一
一
一
一
一

1＋α2

1－α2

5α2＋1

1－α2

である。

平均が0である場合と，

－の展開表現を考えると，

0でない場合とを比較するために1/ｲー 7〒のオーダ

前者はPhj"jps(1977)より
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(3.8） I(:1+'(=)ﾅﾃﾌ古ﾃ('+(=)'}
であり，後者は

(3.9） '(吾)+，{吾)方万ニァ(2α＋1＋a(差1'）
となる。パラメータαが正の時には，どちらの分布も右にゆがんでおり，ゆ

がみの程度は平均が0でない（3.9）の場合の方がより大きいことがわかる。

又，展開はどちらの場合も，αが1に近い時には正規分布から相当ずれるこ

と力:想像される。図1～4は，上で得られた展開を正規分布と比較したもの

である。横軸の値は”/のであり，－3から3の間の値に対して対応する関数

のグラフが描かれている。図1，2ではT=10で,q=0.4と0.8の場合が，

図3，4ではT=20で,q=0.4と0.8の場合がそれぞれ描かれている。こ

れらの図から読みとれる事実を以下にまとめる。

i)標本サイズがT=10と小さい時には，平均が0の場合と0でない場合

とでは，両者の展開の間にかなりの差力寸ある。又,正規分布とも相当

ずれている。

ii)自己回帰係数αの値によって，同じ標本サイズでも分布の形状は変わ

る。T=10の場合には特に著しい。

iii)αがそれ程大きくない場合には，分布の形状は展開のオーダーにそれ

ほど左右されない。しかし，平均が0でない場合には，αが1に近づ

くと展開のオーダーに相当左右される。T=20の場合でも，展開のオ

ーダーによる差が依然としてある。

密度関数は，1/何〒のオーダーで，平均0の場合は

(3.10） '|吾){,+；市二言ﾃ(吾-(吾)融)}
0でない場合は

(3.11） (差)｜
●

Z 1-ﾅ市二言ﾃ(:+｡(訓｝
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T＝lOALPHA＝0．4

1．0

９
８
７
６
５
４
３
２
１
０

●
ｅ
●
●
●
●
●
●
●
●

０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
－3．0－2．5－2．0－1．5－1．0－0．50．00．51．01．52．02．53．0

第1図〃7(a-α)の分布展開(7'=10,cr=0.4)

T＝IOALPHA＝0．8

３
２
１
０
９
８
７
６
５
４
３
２
１
０

●
●
●
●
●
●
。
●
■
●
●
ｅ
●
●

１
１
１
１
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
－3．0－2．5－2．0－1．5－1．0－0．50．00．5．1．01．52．02．53．0

第2図イア(&-α)の分布展開(T=10,cr=0.8)
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T=20ALPHA=O.4

］

０
９
８
７
６
５
４
３
２
１
０

●
Ｇ
ロ
●
ゆ
●
●
、
●
●
●

１
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０

3－2－1012

第3図”(&一α)の分布展開(T=20,"=0.4)

－3

T=20ALPHA=O.8

１
１
１
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０

3－2－1012

第4図〃(a-α)の分布展開(T=20,"=0.8)

－3
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が得られる。期待値に関しては，平均0の場合は

(川)"(')="-¥+0(T-')
0でない場合は

(川'"(')=｡-¥'+o(T-｡)
となる。

次に，（3.3）で定義されたβの分布展開に移る。展開は①2＝重いeje点の

他に，エッジワース展開係数α(j=1,……,10)を計算すれば求められる

が，ここでは次の補題を使ってβの定義を簡単化してからαjの計算を行なう。

補題3e(9)='一浬に基くエッジワース展開係数は,9の代りに9=:(9,,

92193193),を使ってe(5)から計算されるものと等しい。従って，の2

をe(9)に基いて重吻eje食から計算するならば,JTe(9)と〃e(9)

のエッジワース展開は相等しい。

証明はほとんど自明なので省略する。この補題により，実質的に3次元と

なったベクトル『の関数

(93＋"3）（91＋"1-92-浬2）
(3.14）e(『)＝

91＋“－(93＋似3)2

に基いてαjを求めればよい。最終的に次の結果を得る。､/TIβ－浬）の分布

展開は,1/Tのオーダーで(3.6)の形をしていて，

ｌ
ｊ

３
４
坐
１
１
ト
ー
Ｊ

倒
舳
㈲

勺
十
ア

α
砿
２

脹
瓠
訂

く
－
０

今
苦
脚

ワ
“
ｆ
ｌ
４
１
Ｉ
ｏ
Ｐ
ｌ
の

Ⅱ
斗
局
州
１
｜
〃
’
ｗ
川
’

一
一
旧

一
一
一
一

Ｏ
１
Ｃ
ｃ (二)｡+3('一α')(・'+4‘‐
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信‘一対('+・)各-('－．‘)(筈)，｜

‘｡=封-2砦ヂー2(｡｡-8‘－，)(筈)｡＋

（'一α')(α'-16.-35)(芸)‘+2｡('一・')'(号)｡｝

c.--z'X!'+")'(g)'-2('+")('-"｡)(g).+

（'－．，1｡(号)｡}
但し，①2＝ぴ2＋β2(1－α2）である。これらCjの値は，の2==1－α2,8=-1

とすればｲ7〒(a－α）の展開結果(3.6)に帰着する。又,1/"守のオーダー

の展開は

(3.15） '二)-‘(淵2．号十('一“'1(二)｡+’1

（曼)｡)(差)，｜（1－α2）

(1＋α)且一
α）

であり，対応する密度関数は

(3.16） ‘(苦)'1－剖2号-3('－．')(各)｡)吾一

(('+"'f-('-.')(2)｡)(#|l
となる。従って，

(3"）叩)="+÷(3q+1)B+O(T-2)
を得る。

〃~(β－")の展開表現はaの場合ほど単純ではなく，α及びβの他にβ/の

の大きさにも依存している。確実にいえることは，α及びβが正で，β/のが
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1より小さい時には,6の場合とは逆に，分布は左にゆがんでおり，正の偏

りをもっている。又，平均のパラメータβが大きくなるに従って，正規分布

からよりずれることが想像される。実際，1/ｲー 7〒のオーダーの展開で,T=10,

α＝0.4,ぴ2＝1の場合について，β＝1(鰹＝0.6）の時とβ＝15(〃＝9)の時を

比べると図5からこの事実力寸見てとれる。図6は,T=20の場合に同様の分

布を描いたものであるが，依然としてずれはあるものの,T=10の場合に比

べてその程度が減少している。

NAR(1)モデルにおけるt検定統計量の分布展開（平均未知の場合）

本節では,AR(1)モデル(3.1)に基く係数のオ検定統計量のエッジワース

展開を考える。LSEa,βに関連したオ検定統計量をta,雌とすると，こ

れらはそれぞれ

α－α

(4.1)t&==~--
s＆

（4.2）雄＝どこど
sβ

で定義される。但し

２，
１
ノー一ｔ

”
“
》

〈
ａ

２

一

２
，
１
ノ
〈
“

ｊ‐
Ⅳ
Ｔ
‐
Ⅳ
一

，
ａ
ノ
／
７
ａ
ｔ

く
〃

ｙ

〆
Ⅲ
偏
当
痔
〆
剥

，

０

出
〈
ぴ
Ａ
１
一

？

，

Ｔ

ｙ

〃

’
’

’
一

一
一
２

２
へ
“
〈
ぴ

２
〈
α
Ｓ

Ｓ

了剴
～

"'Aoy－＝

(z/'A,y)2+÷("'AOy)(dig)2－号("'A,9)(di")(d")
｝l/'Ao"ー÷(dfz/)2

であり，且0は
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T=IOALPHA=0.4

０
９
８
７
６
５
４
３
２
１
０
１
２

●
●
●
●
●
●
●
■
●
●
ｅ
●
●

１
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
－
一

五一
－3．00－2．25－1．50－0．750．000．751．502．253．00

第5図〃(β一脚)の分布展開(T=101cr=0.4,02=1)

T=20ALPHA=O.4

０
９
８
７
６
５
４
３
２
１
０
１
２

●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●

１
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
０
－
一

－3．00－2．25－1．50－0．750．000．751．502．253．00

第6図〃(β一")の分布展開(T=20,cr=0.4,02=1)
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ｌ
《
ハ
叩
即
）
●
●
●
〈
恥
叩
叩
〉
『
．
Ｏ
‐
一

●

。
１
０

●

●
●
●

●

●
●

●

●
●
●
●

０
１
。
●

（
一
ｍ
ｕ
〉
〈
叩
叩
）
●
●
●
〈
、
叩
）
Ｉ ;(T+1)×(T+1)

～

AO=

によって定義される。

LSEの表現に比べて相当複雑になっているので，ここでは前節の補題3

を適用して次のように修正された統計量の展開を考えることにする。

‐〃〒{92＋似2－α(91＋"1)－(1－α)(93＋狸3)2｝

坊＝[(91＋"1-92-"2)(91+"1+92+"2-2(93+"3)2]｣ﾉ2
‐〃{(91＋“－92－"2)(93＋"3)－〃(91＋"1－(93＋"3)2)｝

"=[(9,+",)(9,+"-92-"2)(9,+",+9;+",-2(53+"｡)2]'ﾉ2

(4.3）

(4.4）

ここで,9j(j=1,2,3)は前節で定義されたものであり,9j=0のとき屋＝

〃＝0となることに注意する。の2の計算に関しても，（4.3)，（4.4）に基いて

行なうので得られる展開は1/ｲｧ〒のものであり，その場合には,e(9)の原

点における偏微係数は2次まで，又，妙（8）の偏微係数は3次までのものが

必要である。エツジワース展開係数については，α,，α3，α4だけ力泌要であ

る。平均0の場合もそうであるが,1/Tのオーダーの展開は，未だ求められ

ていない。

まず，厳の分布展開に関しては

(45）”(姥く躯'ゴ(躯)+祭
が得られる。平均0の場合は

2α＋1

JI~=万盲+O(T-')

P("<")=I(")+器差言ﾃ+O(T-')(4．6）

である12）密度関数は，（4.5）に対応して

{1－方涛}(4.7)j(") +O(T-')

であり，（4．6）に対応して
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(4.8)j(")'1－芹諄言ﾃ｝+O(T-')

となる。LSEの分布に比べれば，ゆがみはそれ程でもないが，平均が0で

ない場合の方がそうである場合よりゆがんでいるのは,LSEの場合と同様

である。期待値は，平均が0でない場合

(4，）β(‘‘)=-方豐ﾃ+O(T-2)
であり,0の場合

(410）β(端)=一志芦言ﾃ+O(T-')
となる。

次に,tβについては,1/何〒のオーダーの展開として

(4n)"(,､M-fl'f+('-.')(g)｡}+o(r-')
が得られる。但し，の＝(ぴ2＋β2（1－α2))1ﾉ2である。LSEの展開と同様，

⑳＝(1－α2)'ﾉﾐβ＝－1とおけば雄の展開は，坊の展開に帰着する。対応する

密度関数は

(伽2），(遮)'1+汚(2α号十('一・'）(吾)｡｝+O(T-')

であり，従って

(4'3)"(")==(2．舎+(1一睡')Ig)')+o(r､)
が得られる。妬は雌の展開より複雑な形をしているが，巧の場合と同様,L

SEの分布ほどゆがんでいない。
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（注）

(1)グラムーシャーリエ展開は，本質的にエッジワース展開と変わらない。コー

ニッシユーフイッシャー展開は，より高次のキュムラントの計算が必要である。

これらの展開の基本的な考え方については,Joh"So"(x"dKoiz(1970)参照。

(2)LSEの1/Tまでの明示的な結果はPh〃〃ps(1980Q)に与えられている。

Ph〃〃ps(1977)で得られたオ検定統計量の展開は正しくない。正しい形は，

本論第Ⅳ節の(4.6)式で与えられる。

(3)この場合の1/Tまでの展開結果については伽eﾙα"｡(1981),Tse(1979)参

照。

(4)TMαﾙα(1981)においては，α及び〃のLSEの展開は1/Tまで；又それぞ

れの#検定統計量の展開は1/ｲ7手まで明示的に求められている。

(5)密度関数は必ずしも存在するとは限らないが,｡T(8)をFT(")の特性関数

とすれば

/"ldT(8)lrd8<ooんγso''29γ之1一

－0．

の時，存在が保証される。

(6)一般に飽個の統計量鍬)sK)……,W@)の分布については，既知の”×1

ベクトルh=(ん',h2,……，h"),但し,||hll=1を用いて,STとしてはﾉ"を

ウェイトにしたSド)の線形結合を考えればよい。

(7)ベクトル9の決め方が一意的でないため，定義を変えた場合にはs丁につい

ても，この条件を満足するように変更する必要がある。

(8)この結果については本論では省略する。詳細についてはTtz九αkα(1981）参照。

(9)前節では特性関数を考えていたが，以下では記号の簡略化のため，代りに積

率母関数を使う。

(10唯一の例外は，第II節で定義されたの2＝－恥eje胸である。このオーダーは

定数であるが,1/Tの展開を得るためには，このオーダーまで計算しなければ

ならない。

(11）分布のすそでの近似をよくするために,J(z7gede"j(ztjo7ze"pα九sjo九という方

法があるが，これについてはI6γαg加o〃α"dLj""jh(1971)参照。

(1"P""jps(1977)で求めてある結果は正しくない。それは同論文のp.484にお

いてe,Ⅱという偏微係数を誤って計算したことによる。
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