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第一章 序 論 

 

１．１ 研究の背景 
 

道路橋の鉄筋コンクリート床版（以下，RC 床版という）は橋梁上部工の中でも最も重量が大

きく，支持桁の構造形式のみならず下部工の形式選定にも影響を及ぼす主要な部材である．しか

しながら，主桁に次いで二次的な扱いとなっていたため，高度成長期に構造的に進歩せず，後に

顕在化する疲労による劣化・損傷原因を内包していた．1960 年代後半から頻発する RC 床版の

ひび割れ損傷や陥没事例を目の当たりにして，ようやく道路管理者らはその重要性を認識するに

至った１）．時を同じくして活発に対応策が検討され，鋼板接着工法や縦桁増設工法，及び上面増

厚工法２）が熟成を待たずに実用化され，今日の道路橋の補修分野では床版が最大の資本投入の

対象となっている．その後輪荷重走行試験機が開発され，道路橋床版の陥没損傷は広義の疲労現

象であることが解明された３，４）．また，輪荷重走行試験機の活用の下，鋼板接着工法などの各

種の対策工法についても耐久性評価が進められている５-７）． 

以上のように近年の道路橋床版の歴史では，それらの補修・補強工法の開発が先行し，疲労劣

化現象の解明がそれに続くという特異な側面を有していた．その後過積載車への厳しい規制の施

行と相俟ってアセットマネジメントを実現するための橋梁点検が定期的に行われるようになっ

てからは８），陥没破壊等の第三者被害に繋がるような損傷は減じ，近年ではほとんど報告されて

いない． 

2008 年度の橋梁点検結果をまとめた国土技術政策総合研究所資料９）によれば，直轄国道が管

理する約 18,000 箇所の橋梁において，床版で「詳細調査の必要有り（判定 S）」と判定されてい

るものが全体の約 4.2%，「速やかに補修等を行う必要がある（判定 C）」が約 24.0%となってい

る．なお，「緊急対応が必要（判定 E1,E2）」とされるものが約 0.3%存在していることから，何

らかの対策を必要とする劣化が着実に進展していることが伺える．ただし，橋梁点検では主とし

て車両走行に起因する疲労に着目されており，コンクリート特有の材料劣化，例えばアルカリ骨

材反応や塩害等による劣化が適切に評価されているとは言い難く，点検の精度に関する課題が積

み残されている．これらを放置すれば，アセットマネジメントにも悪影響を及ぼすことが推察さ

れる． 

道路橋の床版は道路橋示方書 10，11）に（以下，道示という）規定されている種々の条件に基づ

いて構造・断面が決定されており，それに準じることで交通サービスを担うための使用性・安全

性が担保されている反面，運用範囲が厳格に制限されている．例えば長支間床版のように耐久性

を必要とする構造で，新形式の床版が開発されてもその採用は容易ではない．近年パーソナルコ

ンピュータの目覚ましい発展により，有限要素法が橋梁の設計・解析分野に進出し，特に新形式
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の床版では解析手法として採用する例が散見されるようになった．それらは，実物大供試体によ

る実験等でも実用性を確認しているものの，現状では有限要素法を活用した設計は一般化されて

いるとはいえず，橋梁設計のツールとして更なる利便性の改善が望まれている．最近になって橋

梁構造物にも性能照査型設計が導入され初め，今後は橋梁の使用状況に見合った荷重設定が盛り

込まれる可能性がある．実際に地方の生活道路では，損傷対策の消極的な現れとして荷重制限と

いう形で必要性能が要求されている例もある． 

近年の経済不況や橋梁の高齢化に伴い高耐久性床版が脚光を浴び，それに応えるように新形式

の床版構造が開発されている 12）これらの床版は特にコスト縮減効果の得やすい高速道路での採

用例が多く，現在では地方自治体レベルにまで広がっており，積極的に新形式に取り組む機運が

高まりつつある．また，耐久性の高さを活用するために床版のプレキャスト化も進められており，

鉄筋コンクリート構造や鋼・コンクリート合成構造の床版が出現し実用化され，既設橋の長寿命

化に寄与している 13，14）． 

 これらの現状を踏まえ，床版が置かれているあらゆる環境に柔軟に対応でき，容易に変形や応

力の厳密な値を把握することができる解析手法が存在すれば，有限要素法の照査や実験に代わる

利器になり得ることが容易に想像できる． 

本研究ではそれらを実現するために，3 次元弾性論に依拠する厚板理論による厳密な解析手法

の開発とその応用を念頭に，数種の計算例をもとに検討することとした．本研究が厚板理論に着

目する理由として，それを端的に表現している Timoshenko と Woinowsky-Krieger による「板と

シェルの理論」（長谷川節訳）15）の序論の一部を引用する． 

 
 

厚板  

上述の薄板の近似理論は，可なりの厚さの板の場合，特に高度の集中荷重のある場合に信頼できなく

なる．このような場合に厚板の理論が適用されなければならぬ．この理論は弾性の 3次元問題として

板の問題を考える．従って応力解析は紛糾し，現在まで僅かの特別の場合だけ完全に問題が解かれて

いる．この解析を用いると，集中荷重の作用点で薄板理論への必要な補正を導入することができる． 

 
 

 引用文にある通り薄板理論は近似解であり，道路橋床版のような輪荷重近傍での厳密な応力算

定を行うには厚板理論が不可欠である．また，Timoshenko はその境界条件の適用範囲が狭いこ

とを指摘したように，長期間に亘って厚板理論の応用は限定された境界条件下での展開に終始し

ていた．一方，損傷劣化を受けた床版の補修工法を力学的観点から見据え，補修・補強対策に向

けての設計面に活用したいとの願望も現実味を帯びてきている．そこで厚板理論の根本となる変

位関数の整理と応用範囲を広げるためにこの関数の拡張を試みることとする．次に「多層版解析

法」の確立と「混合法」の開発に取り組み，実用化に向けて検討するものとする．  
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１．２ 厚板理論に関する既往研究の概要 

 

１．２．１ ３次元弾性問題における変位関数と応力関数に関する 

既往の研究 
  

 3 次元弾性問題は数多くの研究者によってなされてきたが，その際に用いられている変位関数

と応力関数の用語が統一されているとは言い難い．本論文では，H.M.Westergaard16）の定義に従

い，変位関数とはひずみの適合条件を自ずと満足する関数であり，応力関数とは応力のつりあい

式を自明で満たす関数であると定義する． 

 3 次元問題の研究は，1848 年に L.Kelvin17）が無限体中の 1 点に集中力が作用する問題の厳密解

を発表して以来，多くの研究者らによって探求され現在に至っている．当初は厳密解という用語

は代数式や対数関数等で示される閉じた解を意味し，級数を用いた級数解は開いた解として分類

されていたが，有限要素法や境界要素法に代表される近似解法の出現により，今日では級数解も

厳密解として認知されており，本論文では級数解を厳密解として扱うことにする． 

3 次元問題の解明は，応力のつりあい式，ひずみの適合条件式，および応力とひずみの関係式

を変位や応力が規定される境界条件の下で，対象とする物体全域の変位，応力，およびひずみを

得ることが本質である．しかし，これらを求めるには連立の偏微分方程式を解くことになり，煩

雑な作業を伴うことになる．そこで変位関数や応力関数を媒介とする手段が考案され，3 次元問

題の研究での主流となっている． 

  

始めに静的問題での変位関数について整理する．1885 年に J.Boussinesq18）は，今日 Boussinesq

の関数と呼ばれている調和型の変位関数を発表した．1900 年に H.Michell19）は，後年の研究に多

大の影響を及ぼす等方弾性体で4階型の重調和関数や横等方弾性体での2つの擬調和型の関数を

誘導した．A.E.Love20）は 1906 年に strain function と名付けられる等方弾性体のスカラータイプの

重調和関数を見出した．1930 年代になって変位関数の基本となる論文が発表された．1 つは

B.Galerkin21）の論文であり，彼は 3 つの成分を持つ重調和型の変位関数，いわゆる Galerkin vector

を 1930 年に誘導し，その 1 成分が Love の strain function と一致していることを指摘した．他の

1 つは P.F.Papkovitch22）とH.Neuber23）がそれぞれ独自に提案した論文である．P.F.Papkovitch は 1932

年に，H.Neuber は 1934 年に 2 つの調和型のベクトル関数を導き，今日では Neuber－Papkovitch

の関数として知られている．また R.D.Mindlin24）は 1936 年の論文で Galerkin vector と Neuber－

Papkovitchの関数が一致することを示した．1955年に秦25）はGalerkin vectorやNeuber－Papkovitch

による関数の一般化を図るために，非軸問題で用いられる調和型のベクトル関数，すなわち

Boussinesq の関数の一部を補足すべきであることを指摘した．同年に V.K.Marguerre26）は 1950 年

代前半までに発表された2次元および3次元問題における変位関数と応力関数についての総括を

行い，互いの関数の関連性を明らかにした．1970 年代になって座標変換に伴う変位関数の拡張
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が試みられた．1972 年に古橋 27）は一般化座標における Neuber－Papkovitch の変位関数を示し，

1974 年には長谷川 28）は物体力を考慮した円柱座標での一般化された Love の関数を提案した． 

 

次に動的問題における変位関数は，静的問題での変位関数の誘導に伴って順次発表されてきた．

まず 1949 年に M.Iacovache29）が Galerkin vector を拡張し，動的問題の先駆となった．この後，

E.Sternberg と R.A.Eubanks30）は Iacovache の関数の完全性を証明し，Neuber－Papkovitch の変位関

数を動的問題へ発展させた．長谷川 31）は 1975 年に一般化された Love の関数を動的問題での変

位関数へと導いた． 

 

変位関数を用いた主な解析例を変位関数の種類ごとに示す． 

① Boussinesq の関数の場合，I.N.Sneddon32）は Hankel 変換によって半無限体の剛体押し込み

問題を中心とする 3 次元解を示し，E.Sternberg33）らは球が集中荷重を受けるときの応力問

題について双極座標による解析を行った．牟岐 34）は Hankel 変換を用いて半無限体の表面

を剛な円柱を垂直，あるいは任意の角度を傾けて押し込む問題，安 35）は球による押し込

み問題の 3 次元解を示した． 

② Galerkin vector の場合，K.T.Sundra Raja Iyengar36）らは短角柱の両端に部分荷重が作用する

軸圧縮の 3 次元解を示した．小林 37）らは Galerkin vector を一般化した秦の関数を用いて，

一端面固定，他の端面を剛体上に置き，残りを自由面とする短直方体の圧縮や曲げ問題の

3 次元解を示し，奥村 38）は同様の問題での剛体表面での接触面の滑らかさが内部応力に

及ぼす影響を明らかにした． 

③ Neuber－Papkovitch による関数の場合，A.Neuber39）は切欠き部を有する円柱や回転体の応

力集中問題の 3 次元解を，斉藤 40）は Michell の関数を短円柱や厚円板に適用して，部分荷

重が作用する問題を解析した．  

④ 動的問題では今日地震等に起因する振動問題における構造物の応答解析で広範に適用さ

れているが，本論文ではそれらの例を割愛する．長谷川 31）は Kelvin, Boussinesq や Mindlin

によるそれぞれの代数解に対して，集中力が時間的に変化する場合の 3 次元解を導いた． 

 

一方応力関数について述べると，1863 年に G.B.Airy41）が 2 次元問題での，現在では Airy の応

力関数と呼ばれる関数を最初に誘導したのを先頭に，1870 年には C.Maxwell42）がこの関数を 3

次元問題へと拡張し，3 つの独立な応力関数を発表した．1890 年に G.Morera43）による応力関数

が提案された．今日これらの関数を総じて Maxwell－Morera の応力関数と称している．また 1903

年には L.Prandtl44）がねじり問題の応力関数を誘導した．1954 年 W.Ornstein45）は，Maxwell－Morera

の応力関数が系統的に導ける方法を見出した． 

次に動的問題での応力関数は比較的新しく，1972 年に P.P.Teodorescu46）が Maxwell と Morera

による 2 つの応力関数の拡張を試み，1976 年には S.Minagawa47）が Teodorescu による応力関数の
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一般化座標での表示を行った．H.Swoboda48）は Airy の応力関数を拡張して全周単純支持された

厚円板に部分荷重が作用する問題を解析した． 

 

１．２．２ 厚板理論に関する既往の研究 

 
 厚板理論は 3 次元弾性問題の一部に属し，支持辺の長さ(スパン)に対して比較的厚みをもつ板

状の構造物を厚板と呼ぶ．厚板の研究は，A.Nadai49）が厚円板の上面に荷重が作用する場合の解

を導いたのが始まりとされている．厚板問題の解析は変位関数や応力関数を用いる方法以外に，

①変位で表したつりあい式，いわゆる Navier の式に仮定した変位を直接代入する方法（以下，

直接法という）と，②微分演算子を用いる方法がある． 
 
 まず Nadai の方法は Navier の式中で体積変化を示す項と回転を表す項に着目するもので，

A.Timpe50）は 1924 年にこれら 2 つの項がそれぞれ重調和方程式を満足することから，この方程

式を満たす代数解を組み合わせる半逆法によって，厚円板の解を誘導した．1951 年 I.Szabo51）は

半無限弾性基礎上にある周辺自由の厚円板の解析と厚円板下面の周辺近傍で支持される問題の

解を発表した． 
 
 次に変位関数による方法の解析例を示す．1954 年に斉藤 40）は Michell の関数を用いて Szabo

と同様の支持条件を有する厚円板に部分荷重が作用する場合の解を示し，荷重点近傍の局所応力

の性状を議論した．1967 年に D.Schlottmann52）は矩形厚板の曲げ振動問題に Galerkin vector を用

いて，固有振動数を算出した． 
 
 また直接法は 1933 年の S.Woinowsky－Krieger53）による研究を発端として始まった．彼は面内

の境界条件を満足するように仮定した変位を Navier の式に直接代入することによって，変位の

面外方向の関数形を決定し，部分荷重を受ける全周単純支持された矩形厚板や厚円板の 3 次元解

を示した．1959 年に能町 54）は有限 Fourier 変換を用いて全周単純支持された矩形厚板に正弦荷

重が作用する場合の解を示した． 
 
 最後に演算子を用いる方法について述べる．この方法は A.I.Lure55）が最初に提案したもので，

板厚方向の成分を面内の微分演算子 yxD // で表し，その基礎式を面内に無限に広が

る厚板の上・下面に荷重を受ける場合を対象として誘導している．1957 年に V.Z.Vlasov56）は変

位の板厚方向にマクローリン展開を施し，板中央面での変位を初項とする初期関数法を提案した．

K.T.Sundara Raja Iyengar57）らは 1974 年に Vlasov による方法を用いて各種の境界条件を有する矩

形厚板が等分布荷重を受ける場合の解析を行った． 
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１．３ 研究目的と内容 

 

１．３．１ 研究目的 

 

 ひび割れ損傷を受けた道路橋床版で最も初期に重要視された要因の一つに疲労問題が挙げら

れる．1965 年代頃から頻発した道路橋床版の陥没損傷の報告を受けて依頼，その原因を研究す

るために輪荷重走行試験機が開発され，それらの試験機の成果により陥没損傷の原因が広義の疲

労現象であることが解明された．当初は鉄輪が一定範囲内を移動する試験機によって研究が進め

られたが，その後実橋梁の荷重形態に近いゴムタイヤ式の走行試験機（写真-1.3.1）が導入され，

数多くの試験により疲労曲線が整備されるに至った．その結果，過去の示方書で設計された床版

の疲労耐久性が評価できるようになった 58，59）． 

 これらのように道路橋床版の疲労問題に関してはその精力的な活動の結果，そのメカニズムが

明らかになってきたが，未だ多くの課題が残されている．現状ではそれらへの対応のために，よ

り簡便な解析手法への進化が求められる側面がある．そこで本研究では，これまでの研究成果に

ない新たな視点から，以下の各項目を目的とする． 

 

①厚板理論を拡張して変断面床版へも適用できることを可能にする． 

②厚板理論の混合型境界，例えば一つの辺で単純支持，固定支持，自由辺が混合する境界条件

でも厳密解が得られるようにする． 

③表面力だけではなく物体力も扱えるようにする． 

 

 

 

写真-1.3.1 ゴムタイヤ式輪荷重走行試験機 

（ショーボンド建設補修工学研究所 所有） 

 

反力受けレール 

航空機用ゴムタイヤ 

自走式台車 
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１．３．２ 研究内容と構成 

 

本研究の内容を以下に示す．  

 第二章では厚板理論の根幹となる従来の変位関数の拡張を図るために熱弾性体の静的および

動的問題の変位関数，粘弾性体の変位関数，および 2 次元弾性体の変位関数を誘導する．道路橋

床版の版厚は疲労問題を契機に増加傾向にあるが経時的には経験的な判断で決められてきた．そ

こで床版の最適厚さを活荷重による曲げひび割れが発生しない厚さとする条件下で，厚板理論解

と現行の道路橋示方書に規定されている最小厚さと比較し，考察を加える．なお対象としたもの

は鉄筋コンクリート構造だけではなくプレストレスを導入する構造にまで範囲を拡大した． 

 第三章では損傷劣化した床版に施す補強工法の補強効果について述べる．劣化床版の対策工法

の一つである上面増厚工法を取り上げる．この工法では既設床版に比べて曲げ剛性の高い補強材

が床版上面に敷設され，界面でのはく離問題が注目されている．そこで界面での付着性状を把握

することは補強効果を論じるうえで重要であることを示す． 

 第四章では防水層の初期欠陥を含むはく離問題を扱うための多層版解析について述べる．新規

床版の長寿命化や既設床版の延命化のために施す橋面防水工に関する検討であり，現行では一般

化されていない防水層の要求性能である付着強度の大きさを算定することは，今後の材料開発に

とっての数値指標となる． 

第五章では混合境界を有する版の解析方法の開発について述べる．厚板理論のみを用いて固定

辺を有する版を解析する場合，多大の労力と煩雑さを伴うため，固定辺を生み出す簡便な方式を

新たに開発することにより実橋床版への適用を試みる．例えばプレートガーダー橋の主桁に配置

される垂直補剛材付近の首振り変形が制限される部位での床版の挙動は，部分固定される床版と

同様であると推察され，部分固定版における変位・応力の解明が要求される． 

 第六章では床版に作用する物体力として温度負荷問題と水圧問題について述べる．温度負荷の

問題では従来の表面力が作用する問題と異なり，床版内部に外力が内包する特有の解法が必要と

なる．例えば床版の融雪用のロードヒーティングが敷設され温度負荷を受ける場合，その影響は

物体力に置換されて床版に作用するため，新たな解析方法が必要であり，具体例を用いてそれを

確立する．さらに物体力を加味した解析を水圧問題にも展開し，床版上縁の砂利化問題に関与す

る浸透水の影響を検討する． 

 第七章では本論文のまとめを記している． 

 

 本研究では変位関数理論および解析手法の誘導とその効果，妥当性を確認するための橋梁床版

の諸問題への応用によって評価する数値計算を組み合わせている．それらの基本となるものは全

て厚板理論であり，それを用いて床版の各種問題に適用できるように解析手法を拡張している．

厚板理論と拡張した手法とのつながりを概念的に示すと図-1.3.1 のように捉えることができる．   
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  図-1.3.1 本研究での理論展開の概念 

 

 表-1.3.1 は本論文の構成を示しており，各章で理論や解析手法の誘導と応用例としての数値計

算を組み合わせている． 

 

表-1.3.1 本研究の構成 

章 検討項目 橋梁床版の諸問題への応用例 

２ 

等方弾性体の変位関数の拡張 

・静的熱弾性体の変位関数 

・動的熱弾性体の変位関数 

・粘弾性体の変位関数 

・圧密方程式の変位関数 

厚板理論の誘導と級数表示 ・道路橋床版の最適厚さ 

３ 混合法の誘導と級数表示 
・プレキャスト床版のハンチの合理化 

・道路橋床版の主桁近傍の最小厚さ 

４ 調和解析法と選点法による多層版解析 
・道路橋補強床版の数値解析 

・舗装と床版の局所的なはく離問題 

５ 混合型境界を有する版の解析 
・既往の解との比較 

・実験結果および有限要素法との比較 

６ 物体力を受ける版の解析 

・物体力が作用する床版 

・上面と下面温度が既知の温度問題 

・実橋床版のロードヒーティングによる影響 

・間隙水圧による床版劣化の検討 

 

調和解析法 

選点法 

・薄板理論を組み合わせた境界条件の拡大 

・固定支持の境界条件を容易に扱えるように展開 

 （部分固定，自由支持の境界も任意に考慮） 

・多層構造である床版への適用 
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第二章 厚板理論に適用する等方弾性体の 

変位関数の誘導 

 

 

 本研究では，厚板理論で得られる厳密解を各種床版問題に適用している．本章では厚板理論に

展開する変位関数を誘導するが，基本となる静的熱弾性体の他にも動的熱弾性体や粘弾性体，厚

密方程式によるもの，2 次元弾性体に関しても誘導し，各種問題に対応できるようにする． 

 厚板理論：広く知られている薄板理論では Kichhoff-Love の仮定，すなわち平面保持の仮定が

用いられているが，本研究で使用した厚板理論は 3 次元問題の一部に属し，支持間

隔の長さに対して比較的大きな厚みを有する板に有効な理論である． 

 

２．１ はじめに 

 

外荷重を受ける等方弾性体の 3 次元解を得る方法には，変位を中心とする，すなわち Navier

の式を満足する変位関数を媒介とする方法と，応力に着目する応力関数による方法がある．これ

らはラプラシアンで表現される調和方程式あるいは重調和方程式を満足する関数形で表されて

おり，かつその関数形はスカラータイプか，ベクトルタイプのいずれかに属している．秦は直交

異方弾性体の研究を通して，等方弾性体における 3 次元問題の一般解を得る際には重調和関数の

採用に加えて，調和型の関数，いわゆる Boussinesq の関数が必要であることを示した１)．また，

静的な変位関数を拡張した動的問題での変位関数は，媒体となる縦波および横波の伝搬速度を取

り込んだダランベルシアンからなる方程式を満たす関数となる． 

一方熱負荷を受ける弾性体の式系は，前述の Navier 式と熱伝導の式とが連成する偏微分方程

式で構成される．この問題に対して，J. N. Goodier は 4 階型の微分方程式を満たすスカラータイ

プの熱弾性ポテンシャルを導入した．W. Nowacki は 6 階型の微分方程式を満足するベクトルタ

イプの変位関数を提案している２)．しかし変位場と温度場の式が非連成となる場合，Nowacki の

ベクトル関数は互いに独立な物体力に呼応する Galerkin-vector に帰着するが，秦の指摘した

Boussinesq の関数に相当する関数が欠落しているため，Nowacki の関数群は完全系であるとは言

えない． 

 

２．２ 等方弾性体における変位関数の拡張 

 

本節では等方弾性体が温度負荷を受ける，いわゆる熱弾性問題での変位関数を誘導するととも
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に，既往の変位関数との関連性を明らかにする．また粘弾性体での変位関数へと拡張する． 

 

① 熱負荷が弾性体に作用する問題での W.Nowacki の示した変位関数との関係を示し，等方弾

性体での Boussinesq の関数に相当する関数の必要性を検証する， 

② 次にこの誘導方法を用いて，熱負荷が動的に作用する場合での変位関数を導き，W.Nowacki

の関数と比較する， 

③ また弾性体が Voigt モデルで粘性効果を呈する粘弾性体での変位関数を誘導する．さらに

粘弾性モデルの一般化による広義の粘弾性体の変位関数を提案する， 

④ 熱問題の式系と類似する M.A.Biot の圧密方程式に対する変位関数の誘導を試みる． 

 ⑤ 3 次元弾性体の応力やひずみに平面ひずみや平面応力等の制約条件を課すことにより，2

次元問題での変位関数を誘導する． 

 

２．２．１ 静的熱弾性体の変位関数 

 

熱負荷を受ける 3 次元弾性体の式系は熱力学の第一法則と第二法則から誘導される．応力のつ

りあい式は第一法則から得られる．なお座標系にはデカルト座標を用いている（図-2.2.1）． 

0Xxzzxyyxx ， 

0Yyzzyyxyx ， 

0Zzzyzyxzx                          （2.2.1） 

 ここで， xx / ， yy / ， zz / ， 

     X，Y，Z；x，y，z 方向の物体力の成分 

  

 

 

 

 

 

 

 

図-2.2.1 デカルト座標系における応力成分 

 

ひずみと変位の関係式は次のように与えられる． 

uxx ， vyy ， wzz
， 
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uv yxxy ， uw zxxz ， vw zyyz                  （2.2.2） 

ここで， x ， y ， z ；x，y，z 方向の直ひずみ， 

      u，v，w；x，y，z 方向の変位 

     xy ， xz ， yz ；せん断ひずみ 

また温度による影響を考慮すれば，Hooke の法則は第二法則から得られる． 

Te txx 2 ， xyxy ， 

Te tyy 2 ， xzxy ， 

Te tzz 2 ， yzxy                      （2.2.3） 

 ここで， ， ；ラメの定数 ， 23t ， ；線膨張係数， 

zyxe  

T；基準温度 T0 からの温度差 

式(2.2.2)と(2.2.3)を式(2.2.1)に代入し，T=0 の場合に変位で表されるつりあい式，いわゆる

Navier の式が得られるが，この式に熱伝導の式が加わり，互いの式中に温度勾配と体積ひずみが

連成項として現れる． 

この式系は静的問題の場合には以下のように示される２）． 

022
2

3
2

3
2

1 XTwBvBuBBB xtzxyxzyx ， 

02
2

3
2

1
2

32 YTwBvBBBuB ytzyzyxyx ， 

02
1

2
3

2
322 ZTwBBBvBuB ztzyxzyzx ， 

kQTkwvu tzyxt //                   (2.2.4) 

ここで， tt / ， 222 / xx ， 222 / yy ， 222 / zz ， 222
zyx  ， 

 21B ， 2B ， 3B ， 00 /Tt ， 

    Q；熱源量， 0 ；熱伝導率， k ；熱拡散率，t；時間 

 

 Duhamel の類似によれば，式(2.2.4)の項( Txt ， Tyt ， Tzt )は，それぞれ物体力 X，

Y，Z に相当し，温度勾配は物体力に置換できることが判る．すなわち，式(2.2.3)の直応力に関

わる Tt に注意すれば熱問題は物体力が作用する問題と等価となる． 
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 式(2.2.4)を満足する関数群のうち，例えば z 方向のみに着目して以下の議論を進める．縮退す

る項Δを考慮すれば，関数 3F と 3 が導入できる．これらの関数と x，y，z 方向の変位 u3，v3，

w3 および温度 T3 との関係式を次のように設定する．なお変位，温度の下添字は関数の下添字に

対応している． 

33233 //2 ytttzx FBkuB ， 

33233 //2 xtttzy FBkvB ， 

32
2

12133 /////2 FBkBkBBwB tttzttt ， 

233 2/ BFT zt                            (2.2.5) 

式(2.2.5)をｚ方向のつりあい式を除く，式(2.2.4)の第 1 式と第 2 式に代入すれば，関数 F3 は自

明で x，y 方向の釣り合い式を満足していることが判る．関数 3F と 3 の基礎微分方程式は，式

(2.2.5)を式(2.2.4)の第 3 式に代入して求められる． 

   1231 /2// BZBFBk ttt ， 

03                                    (2.2.6) 

以上のことより，物体力 Z に対応する関数 3F と 3 は，Navier の式を満足するので変位関数と

定義できる．さらにこの式で下添字 3 を 1 および 2 と順次循環すれば，それに伴う他の変位関数

1F ， 1， 2F ， 2 が順次求められ，各物体力 X，Y，Z に呼応する変位関数の基礎式をベクトル表

示すれば次のようになる． 

121 /2// BBBk ttt ΒF ， 

0θ                                             (2.2.7) 

ここで， kjiF 321 FFF ， kjiθ 321 ， kjiB ZYX ， 

       i，j，k は単位ベクトル 

物体力ＸとＹに対するその他の関数 F1，F2 に関連する各変位を示せば，それぞれ以下のよう

にまとめられる． 

12
2

12113 ////2 FBkBkBBuB tttxttt ， 

   11213 //2 xttxy FBtkvB ， 

   11213 //2 yttxz FBtkwB ， 

211 2/ BFT xt                             (2.2.8) 

   22223 //2 zttyx FBtkuB ， 
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22
2

12123 ////2 FBkBkBBvB tttyttt ， 

   22223 //2 yttzy FBtkwB ， 

222 2/ BFT yt                             (2.2.9) 

 同様に，熱源量 Q に対する変位関数 F4 の基礎式を式(2.2.10)に，また関数 F4 と変位や温度と

の関係式を式(2.2.11)に示す． 

kBQBFBk ttt 1341 /2//                                     (2.2.10) 

44432 xxt FuB ， 

44432 yyt FvB ， 

44432 zzt FwB ， 

3414 2/ BFBT                                                   (2.2.11) 

関数 F4 も含めて，W．Nowacki が提示した式と同一であるが，W．Nowacki は関数 i (i=1，

3)については何ら言及していない． 

 

式(2.2.4)でη=0 と置けば，熱伝達の式が分離される非連成時の式系となり，式(2.2.5)および

(2.2.6)中の(∂ t/κ－Δ)の項が縮退する．最終的に関数 F は非連成時の Galerkin-vector と

Boussinesq の変位関数に帰着する． 

12 /2 BB BF  ， 0θ                                  (2.2.12)  

また関数 F４に注目すれば，ΔΔの項が更に縮退するので，周知の熱伝導式と一致する． 

kQTkt //                             (2.2.13) 
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２．２．２ 動的熱弾性体の変位関数 
 

次に動的問題について考える．D’Alambert の原理によれば，Navier の式(2.2.4)の左辺に慣性項

)( 2
t  が付加されることになり，式(2.2.4)は次のように変形される． 

uXTwBvBuBBB txtzxyxzyx
2

22
2

3
2

3
2

1 ， 

vYTwBvBBBuB tytzxzyxyx
2

2
2

3
2

1
2

32 ， 

wZTwBBBvBuB tztzyxzyyx
22

1
2

3
2

322 ， 

kQTkwvu tzyxt //          (2.2.14) 

この式から誘導される関数で縮退する項 tB 2
3 を削除すれば，式（2.2.7）と同様にして

変位関数 F と θの基礎式は以下のように得られる． 

BFtttttt kkBB 2
1

2
3 // ， 

02
3 θtB              (2.2.15) 

ここで， kjiF 321 FFF ， kjiθ 321 ， kjiB ZYX ， 

 変位と変位関数 iF ， i  (i=1,3)との関係をまとめると次のようになる． 

1
222

21 / FkBBu xttttx  

222 / ztttyx FkB 332 / ytttzx FkB ， 

112 / ytttyx FkBv  

2
222

21 / FkBB ytttty 332 / xtttzy FkB ， 

112 / ytttzx FkBw  

222 / xtttzy FkB 3
222

21 / FkBB zttttz ，  

321
2

3 FFFBT zyxtt                     (2.2.16) 

 この式で慣性項 t
2 を無視すれば，式(2.2.15)は式(2.2.7)に帰着する． 

 また温度場と応力場が非連成，すなわち 0 のとき，式 (2.2.15)と式 (2.2.16)で演算子

)/( kt がさらに縮退するので，最終的に式(2.2.15)は周知の波動方程式に帰着する． 

□1□2 F=－B， 

□2θ= 0                             (2.2.17) 

ここで，□1 tB 2
1

，□2 tB 2
3  
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 記号□1 と□2 は /1BcL （縦波の伝播速度）と， /3BcT
（横波の伝播速度）で表

現されるダランベルシアン演算子である． 

 

２．２．３ 粘弾性体の変位関数 

  
図-2.2.2 に示されるバネ要素とダッシュポット要素が並列に結合される単純 Voigt 型モデルで

表現される 3 次元弾性体の Navier のつり合い式は式（2.2.4）と相似した形で次のように与えら

れる． 

   uBBBB tzytxt
222

33
2

11
 

   02222 XwBBvBB zxtyxt  

uBB yxt22  

vBBBB txztyt
222

33
2

11
 

022 YwBB zyt  

vBBuBB zytzxt 2222  

0222
33

2
11 ZwBBBB tyxtzt

               （2.2.18） 

 ここで， 21B ， 2B ，
3B ， 上添字（ ）は粘性効果を示す指標 

 ２．２．１項および２．２．２項と同様にｚ方向の変位関数に着目して議論を展開する．こ

れらの式を満足する関数 F3 を導入し，この関数と変位との関係式を次のように置く． 

3
2

33223 FBBBBu tttzx ， 

3
2

33223 FBBBBv tttzy ， 

3
2

33
22

33113 FBBBBBBw tttztt           （2.2.19) 

 式(2.2.19)を式(2.2.18)の第 3 式に代入すると，関数 F３に関する基礎式が得られる． 

ZFBBBB tttt 3
2

33
2

11 2               (2.2.20) 

 

 

図-2.2.2 Voigt モデル

ダッシュポット バネ 
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式(2.2.19)および(2.2.20)には ttBB 2
33

の項が共通に含まれているので縮退させる

必要がある．よって式(2.2.19)および式(2.2.20)は次式のように示される． 

3223 FBBu tzx ， 

3223 FBBv tzy ， 

3
22

33113 FBBBBw tztt                   (2.2.21) 

 この縮退によって新しい関数 3 の基礎式が生じる． 

ZFBBBB tttt 3
2

33
2

11
 

03
2

33 ttBB                                                 (2.2.22) 

 関数 3 と変位との関係式は次のように示される． 

33 yu ， 33 xv ， 03w                         (3.2.23) 

物体力 Z に伴う関数 F3とθ3 は Navier の式を満たすので変位関数となる．そこで，各変位 u，

v，w はこれらの和として得られる． 

33 uuu  

33 vvv  

33 www                                 (2.2.24) 

変数 x，y，z を循環させることで，変位関数 F3，θ3 に相当する変位関数 F1，F2，およびθ1，

θ2 がそれぞれ導かれる． 

これらをベクトル表示すると，つぎのようにまとめられる． 

   BFtttt BBBB 2
33

2
11

 

02
33 θttBB                          (2.2.25) 

ここで， kjiF 321 FFF ， kjiθ 321 ， kjiB ZYX ， 

これらの変位関数と変位との関係式は式(2.2.21)，式（2.2.23）と同様にして得られる． 

以下の状態を想定することにより，式(2.2.25)の変位関数と既往の変位関数との関連を検証する． 
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1) 加速度項を無視する場合 

BFtt BBBB 331 ， 

033 θtBB                             (2.2.26)     

と得られ，Voigt タイプの粘弾性体における Galerkin-vector と Boussinesq の関数となる． 

2) 粘性項を無視する場合 

BFtt BB 2
3

2
1 ， 

02
3 θtB                              (2.2.27)     

さらに，□1 tB 2
1

 ，□2 tB 2
3

とおけば，式(2.2.27)は式(2.2.17)の波動方程式と

なる． 

□1□2 F=－B， 

□2θ = 0  

3) 加速度項および粘性項を無視する場合 

BF31BB  

03 θB                               (2.2.28) 

変位関数 F とθは通常の Galerkin-vector と Boussinesq の関数と一致する． 

 

 ここで，変位関数に汎用性を持たせ，複雑な粘弾性体の挙動を表現するために，k 個の Voigt

型モデルが並立する一般化要素を考え，式(2.2.18)の弾性係数を次のようにとる． 

k
kt

k
0

，
k

kt
k

0  

 式(2.2.25)で示される変位関数 F とθに関する基礎式は以下のように表される． 

BFtt
2

1
2

3 ， 

02
3 θt                               (2.2.29) 

ここで， kkt
k 22 001  

kkt
k

002  

kt
k

03  
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kk

t
k t/  

この変位関数と変位との関係式を各成分ごとに示せば，次のように与えられる． 

1
22

21 Fu tx 222 zyx F 332 yzx F ， 

112 zyx Fv 2
22

21 Fty 332 xzy F ， 

112 yzx Fw 222 xzy F 3
22

21 Ftz              (2.2.30) 

式(2.2.29)および(2.2.30)で表されるλk’，μk’は実験資料から決定される物性値である． 

 

２．２．４ 圧密方程式の変位関数 
 

 M.A.Biot の提案した圧密方程式は，間隙水圧の変動を中心に据える圧密方程式と異なり，土粒

子骨組みの変形に着目した式系で示される．すなわち，温度負荷を受ける Navier の式(2.2.4)の温

度 T を間隙水圧 p に，T に関連するパラメータをそれぞれ置き換えることにより得られ，数学

的には同等の式系であると言える． 

022
2

3
2

3
2

1 XpwBvBuBBB xzxyxzyx ， 

02
2

3
2

1
2

32 YpwBvBBBuB yzyzyxyx ， 

02
1

2
3

2
322 ZpwBBBvBuB zzyxzyzx  

QpCwvu zyxt           （2.2.31） 

ここで， wkC / ， w ；水の単位質量 

     Q；湧出量， p ；間隙水圧， k ；透水係数  

 関数 F3，θ3 の基礎微分方程式は以下のように得られる． 

   131 /2/ BZFBC t ， 

          03                          （2.2.32） 

添字 3 を 1，2 と循環すれば，物体力 X および Y に対応する変位関数が順次求められる． 

式(2.2.31)を満足する関数 3F ， 3 と変位および間隙水圧との関係式は，式(2.2.5)および(2.2.6)と同

様にして誘導され，次のようになる． 

332332 ytzx FCBuB ， 

332332 xtzy FCBvB  

32
2

1332 FCBCBwB tzt ， 
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2/33 Fp zt                                                          (2.2.33) 

また粘土粒子体が動的な作用を受ける場合の変位関数については，式(2.2.25)と同様に導くこ

とができる． 

 

２．２．５ 2 次元弾性体の変位関数 
 

 ２．２．２項で得られた変位関数を，非連成時を対象とする 2 次元弾性体に変換する場合，3

次元弾性体の Hooke の法則を平面ひずみや平面応力状態で表現する．これらの状態にいたる過

程では次のような条件が課せられる． 

   平面ひずみ： 0z ， 0xz ， 0yz  

   平面応力 ： 0z ， 0xz ， 0yz                     (2.2.34) 

本論文では平面応力に限定して議論を進める．式(2.2.34)を式(2.2.3)に課すと，応力σx は次の

ようになる． 

   222/22/4 Ttyxx  

131323123 /2/2/4 BTBBBBBBBB tyx                  (2.2.35) 

   ここで，λ，μ；ラメの定数， 21B ， 2B ， 3B  

 同様にして，応力 y ， xy も求められる． 

131231323 /2/4/2 BTBBBBBBBB tyxy  

   xyxy B3                                                                (2.2.36) 

 式(2.2.35)，および(2.2.36)を応力のつりあい式(2.2.1)に代入することにより，2 次元問題での変

位で表された Navier の式が得られる． 

   0/2/2/4 1331323
22

3
2

123 BTBXvBBBBBuBBBB xtyxtyx ，

0/2/4/2 13
22

123
2

331323 BTBYvBBBBuBBBBB yttyxyx   (2.2.37) 

 この式に関数 1 を導入し，変位との関係式を次のように置く． 

   1
22

123
2

313 /42 tyx BBBBuB ， 

13132313 /22 yxBBBBBvB                         (2.2.38) 

 式(2.2.38)を式(2.2.37)の第 1 式に代入すれば，関数 1 の基礎式が得られる． 

1313
2

3
2

132 /2////4 BTBXBBBBB xttt              (2.2.39) 

 関数 1 は Navier の式を満足しているので，変位関数であることが判る．同様にして関数 2 に

ついても誘導できる．関数の基礎式，および変位との関係式は以下のように示される． 
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1323
2

3
2

132 /2////4 BTBYBBBBB yttt                (2.2.40) 

23132323 /22 yxBBBBBuB ， 

2
22

123
2

323 /42 tyx BBBBvB                        (2.2.41) 

 x，y 方向の u と v はこれらの和で示される． 

23133 222 uBuBuB ， 

23133 222 vBvBvB                              (2.2.42) 

 式(2.2.39)と式(2.2.40)の右辺，すなわち物体力 X，Y，および熱負荷 T がない場合には関数 1 と

2 は等価になる． 
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２．３ 厚板理論の誘導と級数表示 
 

 ２．２節で得られた非連成時の式(2.2.12)の物体力 B を考慮した変位関数 F から，厚板理論を

誘導する．説明を簡単にするために，ｚ方向に関する変位関数 F３を取り上げる．変位関数の基

礎式は次のように示される． 

   123 /2 BZBF  

    03                                   (2.3.1) 

ここで， 222
zyx ， 222 / xx ， 222 / yy ， 222 / zz ， 

 2B ， 21B ， ， ；ラメの定数 

 

内部に熱供給限のない定常状態の温度分布式(2.2.13)は次のようになる． 

   0T                                   (2.3.2) 

 

 Duhamel の類似によれば温度の勾配は物体力に置換できるので，版厚方向（z 方向）に温度が

変化する場合，物体力も同様に版厚方向に変化する．後述する多層版の展開を見込めば，版厚方

向の温度分布を高々ｚの 1 次関数と想定しても一般性を失うことはないと考えられる．板の上面

温度 Tu と下面温度 Tl が異なる熱負荷を受ける場合，版厚方向の温度分布は熱伝導式を解くこと

で得られる．  

 温度 T を Fourier 級数で展開すれば，次の式で表される． 

   
m n

nm yxTT sinsin                               (2.3.3) 

ここで，上添字( s )は Fourier 係数を表す． 

amm / ， bmn / ，  

a ，b ； x および y 方向のスパン 

m，n；x，y 方向の Fourier 級数の項数 

 式(2.3.3)を式(2.3.2)に代入すれば，ｚ方向の温度分布に関する式が求められる． 

   
m n

nm yxzshDzchDT sinsin21
                          (2.3.4) 

ここで， 222
nm  ， zzch cosh ， zzsh sinh  

 式(2.3.4)を式(2.3.2)に代入し，上下面の温度条件より積分定数 D1 と D2 を決定すれば，温度分

布は次のように示される． 

m n
nmba yxshzshTchzchTT sinsin//                   (2.3.5) 
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ここで， 2/ula TTT ， 2/ulb TTT ， 

     coshch ， sinhsh ， 2/h  

版厚 h がスパン a に比べて小さい場合，双曲線関数を漸近展開すると次式が得られる． 

 
m n

nmpm yxTzTT sinsin                          (2.3.6) 

ここで， hTT bm /  ， 2/ap TT ， 2/1 2ch ， 6/3sh  

従って版厚方向の温度分布は式(2.3.6)のように z の 1 次関数で近似できる．そこで式(2.3.1)の

物体力 Z を次のように版厚方向に線形分布すると仮定する． 

zZ BzAZ                                               (2.3.7) 

 式(2.3.1)の一般解は，物体力 Z に関する特解と同次解の和として与えられる． 

 

ａ）特解 

全周単純支持される矩形厚板を図-2.3.1 のように考え，ｘおよびｙ軸の座標原点を隅角部に

置き，版厚の中央面にｚ軸をとる．変位関数の特解 F3
p は式(2.3.1)より得られ，三角級数で表せ

ば次のように示される．なお上添字 p は特解を意味する． 

m n
nmZZ

p yxBzAF sinsin1/ 4
3                    (2.3.8) 

 

 

 

 

 

 

 

 

図-2.3.1 全周単純支持される厚板モデル 

 

ここで zA ， ZB ； ZA ， ZB の Fourier 係数， ：Poisson 比 

式(2.3.8)を式(2.3.1)に代入して，関数
pF3 による x，y，z 方向の変位

pu3 ，
pv3 および

pw3 が求め

られる． 

   
m n

nmZm
p yxAu sincos1/2 4

3 ， 

z 

x 

y 

b 

a 

h/2

h/2
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m n

nmZn
p yxAv cossin1/2 4

3 ， 

m n
nmZZ

p yxBzAw sinsin1/122 2
3                    (2.3.9) 

同様にして，他の変位関数 pF1 ， pF2 に呼応する変位がそれぞれ求められる． 

m n
nmmxxa

p yxBzAu sincos1/1212 42
1 ， 

m n
nmxxnm

p yxBzAv cossin1/2 4
1 , 

m n
nmxm

p yxAw sinsin1/2 4
1                  (2.3.10) 

   
m n

nmyynm
p yxBzAu sincos1/2 4

2 ， 

   
m n

nmnyyb
p yxBzAv cossin1/1212 42

2  

m n
nmyn

p yxAw sinsin1/2 4
2                  (2.3.11) 

ここで， 22 / nb , 22 / ma  

独立な物体力Ｘ，Ｙ，Ｚが同時に作用する場合の特解による変位はこれらの和として与えら

れる． 

   pppp uuuu 321 2222 ， 

   pppp vvvv 321 2222 ， 

   pppp wwww 321 2222                           (2.3.12) 

これらの変位をHookeの法則，すなわち式(2.2.3)に代入すれば，特解のみから得られる応力
p

x ，
p

xy 等が求められる． 

   
m n

mnyyaxxa
p

x BzABzA /121  

34 /1/1 mpmtmZa TzTA yx nmm sinsin1/ 43

， 

   
m n

yybnmxxb
p

y BzABzA 21/1  

34 /1/1 npmtnZb TzTA yx nmn sinsin1/ 43

， 

m n
yynxxm

p
Z BzABzA /  
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41/2 pmtZ TzTA yx nm sinsin1/1 4

， 

m n
nyybmxxa

p
xy BzABzA /11/11

 

yxA nmnmz coscos1// 4

， 

m n
zznymxa

p
xz BzAAA 1//1/1 2

 

yx nmm sincos1/ 2

， 

m n
zznxbmx

p
yz BzAAA 1/1/1/ 2

 

yx nmn cossin1/ 2

                    (2.3.13) 

 

ｂ）同次解 

  同次解は式(2.3.1)より得られ，その基礎式は次のように与えられる． 

03
hF  

03
h                                    (2.3.14) 

 関数
hF3 と

h
3 の三角級数の表示は，温度分布の算出と同様にして得られる． 

   
m n

nm
h yxzzshCzzchCzshCzchCF sinsin43213 ， 

m n
nm

h yxzshCzchC coscos653                               (2.3.15) 

ここで，C1～C6は境界条件から定まる積分定数，上添字 h は同次解を意味する． 

式(2.3.15)を式(2.2.5)に代入すると，x，y および z 方向の変位 hu ， hv ， hw が求められる． 

   
m n

h zshzzchCzchzzshCzchCzshCu 43212  

           yxzshCzchC nmmmn sincos/65 ， 

   
m n

h zshzzchCzchzzshCzchCzshCv 43212  

           yxzshCzchC nmnnm cossin/65 ， 

   
m n

h zshzzchCzshCzchCw 2122 321
 

              yxzchzzshC nm sinsin212 2
4            (2.3.16) 

 同様にして，応力は式(2.3.16)を Hooke の法則に代入することで得られる． 
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m n

a
h

x zchzzshCzchCzshC 21321  

   zshzzchC a214 yxzshCzchC nmmmn sinsin/ 2
65 ， 

   
m n

b
h

y zchzzshCzchCzshC 21321  

   zshzzchC b214 yxzshCzchC nmnnm sinsin/ 2
65 ， 

   
m n

h
z zchzzshCzchCzshC 21321  

yxzshzzchC nm sinsin21 3
4 ， 

   
m n

h
xy zshzzchCzchzzshCzchCzshC 4321  

yxzshCzchC nmnmnmnm coscos/22
65 ， 

   
m n

h
xz zchzzshCzshzzchCzchCzshC 22 4321  

yxzchCzshC nmmmn sincos2/ 2
65 ， 

   
m n

h
yz zchzzshCzshzzchCzshCzchC 22 4321  

yxzchCzshC nmnnm cossin2/ 2
65            (2.3.17) 

 

ｃ） 一般解 

 変位関数 F の一般解は特解と同次解との和で表されることより，変位については以下のよう

に示される． 

   hp uuu 222  

    ＝
m n

mnyyxxa BzABzA /21  

     zchzzshCzchCzshCA mmz 321
5 1//  

     yxzshCzchCzshzzchC nmmmn sincos/654 ， 

   hp vvv 222  
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    ＝
m n

nnzyybnmxx ABzABzA 1//121/ 5  

     zchzzshCzchCzshC 321  

     yxzshCzchCzshzzchC nmnnm cossin/654 ， 

   hp www 222  

    ＝ 1/12/// 4

m n
zznymx BzAAA  

     zshzzchCzshCzchC 212321  

        yxzchzzshC nm sinsin212 2
4               (2.3.18) 

 同様にして，応力は次のように得られる． 

h
x

p
xx  

   ＝
mnyy

m n
axxa BzABzA /121  

     1//1/1 534
mmpmtmza TzTA  

     zchzzshCzchCzshC a21321  

     yxzshCzchCzshzzchC nmmmna sinsin/21 2
654

， 

yy
m n

bnmxxby BzABzA 21/1  

     yTzTA nnnpmtnzb sin1//1/1 534  

     zchzzshCzchCzshC b21321  

     yxzshCzchCzshzzchC nmnnmb sinsin/21 2
654

， 

 
m n

yynxxmz BzABzA /  

1/1/2 44
pmtz TzTA    

zchzzshCzchCzshC 21321  

yxzshzzchC nm sinsin21 3
4 ， 
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m n

mxxaxy BzA /11  

      1//11 4
znyyb ABzA  

      zshzzchCzchzzshCzchCzshC 4321  

      yxzshCzchC nmnmnmnm coscos/22
65 ， 

   
m n

nymxaxz AA 2//1/1 1/1 4
zz BzA  

      zchzzshCzshzzchCzshCzchC 22 4321  

      yxzchCzshC nmmmn sincos2/ 2
65 ， 

   
m n

nxbmxyz AA /1/1/ 2 1/1 4
zz BzA  

      zchzzshCzshzzchCzshCzchC 22 4321  

          yxzchCzshC nmnnm cossin2/ 2
65                  (2.3.19) 

 次に版の上下面における境界条件は以下のように与えられる． 

   2/hz ： uz p ， xuxz t ， yuyz t  

   2/hz ： lz p ， xlxz t ， ylyz t                                   (2.3.20) 

 

 式(2.3.15)に示される 6 つの積分定数は版の上下面の境界条件から決定される．代表的な境界

条件として，応力が規定される場合と変位が規定される場合の 2 つが挙げられる．第四章で示す

多層系構造の解析では，前者は層間で伝達される応力を未知量とする応力法の基本形となり，後

者は層間の変位を未知量とする変位法の基本形となる． 

 応力法の上下面での境界条件は以下のようになる． 

 

積分定数 C１～C6は式(2.3.20)より決定される． 

   shDtnpC mm
3

1 2/2 chDcttt mypnxpm
42/21  

shDtnS mzm 2/2 chDctSS mbypaxp 2/21// ， 

   chDctpC pp
3

2 2/2 shDtntt pymnxmm
42/21  

- 31 -



chDctS pzp 2/2 shDtnSS pbymaxm 2/21// ， 

   shDttchDpC pymnxmmpp
43

3 2/2/ shDSSchDS pbymaxmpzp 2///2/ ， 

   chDttshDpC mypnxpmmm
43

4 2/2/ chDSSshDS mbypaxpmzm 2///2/ ， 

   shSSshttC nmymxmymmxmn // 3
5  

   chSSchttC nmypxpypmxpn // 3
6                       (2.3.21) 

ここで， chshtn / ， shchct / ， 

1cttnDp ， 1tnctDm ， 

ulp ppp ， ulm ppp ， xuxlxp ttt ， xuxlxm ttt ， 

yuylyp ttt ， yuylym ttt ， 

xuxlxp SSS ， xuxlxm SSS ， yuylyp SSS ， yuylyp SSS ， 

zuzlzp SSS ， zuzlzp SSS ， 

     1/2/1//1/1 42
zznymxaxl BhAAAS  

1/2/1//1/1 42
zznymxaxu BhAAAS  

1/2/1/1/1/ 42
zznybmxyl BhAAAS  

1/2/1/1/1/ 42
zznybmxyu BhAAAS  

1//2/2/2/ 4
zyynxxmzl ABhABhAS  

        1/2/1 3
pmt ThT  

1//2/2/2/ 4
zyynxxmzu ABhABhAS     

1/2/1 3
pmt ThT  

これらの積分定数を式(2.3.16)および式(2.3.17)に代入すれば，変位および応力が得られる． 

 

一方，変位法の上下面での境界条件は以下のようになる． 

  2/hz ： uuu ， uvv ， uww  

  2/hz  ： luu ， lvv ， lww                      (2.3.22) 

 同様にして，積分定数が決定される． 
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shDtnVUchDctWC mmnmmmp
32

1 2/2122/1  

shDtnBBchDctB m
v
mn

u
mmm

p
m

22/2122/1 ， 

chDctVUshDtnWC ppnpmpm
32

2 2/2122/1  

chDctBBshDtnB p
v
pn

u
pmp

w
m

22/2122/1 ， 

shDVUshDWC ppnpmpm
32

3 2/2/ chDBBshDB p
v
pn

u
pmp

w
m

22/2/ ， 

shDVUchDWC mmnmmmp
32

4 2/2/ shDBBchDB m
v
mn

u
mmm

p
m

22/2/ ， 

chBBchUVC nm
v
p

u
ppnpm 2/2/ 2

5 ， 

shBBshUVC nm
v
m

u
mmnmm 2/2/ 2

6             (2.3.23) 

 ここで， 

     ulp uuU 2 ， ulp vvV 2 ， ulp wwW 2 ， 

     ulm uuU 2 ， ulm vvV 2 ， ulm wwW 2 ， 

     1/2//121 5
mmzmynxa

u
p ABBB ， 

1/22/2/121 5
mmynxa

u
m hAhAB ， 

     1/2//121 5
nnznynyb

v
p ABBB ， 

1/22/2/121 5
nnxmyb

v
m hAhAB ， 

1/212/// 4
zynxm

w
p BAAB ， 

1/22/12 4
z

w
m hAB ， 

43cttnDp ， 43tnctDm  
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２．４ 厚板理論を用いた数値計算例 
 

 前節２．２では厚板理論に適用する変位関数を誘導し，２．３節では級数展開により解を得る

手法について解説した．そこで本節では得られた変位関数の適用性を確認するために，基礎的な

版問題として表面力に関する具体的な解析例として道路橋床版の最適厚さに関する解析的検討

を取り上げる３－６)． 

 

２．４．１ 道路橋鉄筋コンクリート床版の最小版厚の検討 

 

床版厚さは道路橋示方書７）に規定されているが，その規定は過去の疲労損傷の進展による陥

没事故を契機にその対策として厚さを増すように設定されている．ただしそれらは経験的に決定

されており，安全側に偏っている可能性がある．床版は橋梁を構成する部材の中でも最も重量が

大きく，それを厚くすることは桁構造だけではなく下部構造にも影響が及ぶことになる． 

床版の耐久性を支配する疲労劣化が初期ひび割れに起因するものであれば，そのひび割れを抑

制することが重要であり，それが可能な最小限の床版厚さを検証することには意義がある．初期

ひび割れに関して，現状で考えられる以下の問題に対して適切に対応することが最適な床版厚さ

の設定に繋がる． 

 

① コンクリートの材料問題に起因する初期ひび割れ．床版に関しては乾燥収縮が主とな

るが，近年採用実績が増加している少数主桁橋梁に採用されている長支間床版では，

厚さが増大し単位セメント量も増加することから温度収縮問題も表面化している． 

② 力学的要因による初期ひび割れはコンクリートの曲げ強度 fbk
８)に対して荷重による曲

げ応力度が超過する場合に発生する． 

 

 以上の 2 点のひび割れ問題のうち，①の材料的なものは養生や膨張剤の使用によってすでに抑

制されていることから本研究では対象としない．よって，②の問題を考慮して床版の最適厚さを

検討する． 

 計算に用いたモデルを図-2.4.1 に示す．計算モデルは全周単純支持版で，支間長 L=3.0m に対

して床版長さを 4 倍の 12.0m とし，道路橋示方書に示される 1 方向版を想定する．連続版の計

算は，単純支持の長辺を固定支持として近似するものとした．床版厚さは道路橋示方書に規定さ

れている単純版の厚さの算定式(4L+11)に割り増しを考慮した 290mm で，その上に 80mm のアス

ファルト舗装を敷設した．輪荷重値 P=100kN に衝撃係数 i を考慮して P(1+i)を採用する．使用

するコンクリートの弾性係数 Ec は 25.2kN/mm2 で．アスファルト舗装の Ep を 0.5kN/mm2 として

いる．なお，舗装による荷重分散は考慮していない．計算での級数の項数は，解が収束すること

を確認したうえで設定している． 
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 図-2.4.2 は図-2.4.1 に示すモデルの版中央に荷重を載荷した場合の，荷重直下の版厚方向の直

応力の分布である．図では薄板理論による結果も示しているが，平面保持の仮定を適用する薄板

理論に対して厚板理論ではその直応力分布が非線形となり，上縁・下縁ともに薄板理論の値より

も大きくなることが判る． 
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図-2.4.1 計算モデル（単位：cm）      橋軸方向      橋軸直角方向 

図-2.4.2 支間中央部の版厚方向の応力分布 

（単位：N/mm2） 

 

支間長　L 支間長　L
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175 100
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（ｃ）

175 100 175

支間長　L
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ｃｅｎｔｅｒ

ｃｅｎｔｅｒ

 

               図-2.4.3 荷重の載荷条件 
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(a)単純版                  (b)連続版 

図-2.4.4 支間長と床版厚の関係（f’ck=24N/mm2） 
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(a)単純版                  (b)連続版 

図-2.4.5 支間長と床版厚の関係（f’ck=30N/mm2） 

 

 

 

 

 

ａ）鉄筋コンクリート系床版の最小版厚 

鉄筋コンクリート床版で支持条件を単純版と連続版に着目して，載荷する輪荷重による曲げ引

張応力度と曲げ強度との関係に着目し，ひび割れ発生の有無を考慮した際の最小版厚を検討する．

載荷荷重は図-2.4.3 の(a)～(d)のように道路橋示方書の荷重を支間長内に可能な範囲で最大個数

を配置する載荷状態とし，支間中央の曲げ引張応力が最大となることを確認した．荷重値

P=100kN には衝撃係数を考慮しているがクリープや乾燥収縮による応力緩和は考えていない．

計算結果による曲げ引張応力σbt とコンクリート材料の固有値である曲げ引張強度 fbk から得ら

れる大小関係を，計算条件の床版厚さと支間長で示したものを図-2.4.4 に示す．図ではコンクリ

ートの設計基準強度 f’ck＝24N/mm2 の場合の結果を示しており，曲げ引張応力σbt が曲げ引張強

度 fbk を上回る場合には初期ひび割れ発生の危険があるとして×印を，曲げ引張強度の方が上回

図の凡例 

○：σbt < fbk(曲げひび割れが生じない) 

×：σbt > fbk(曲げひび割れが発生する) 
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る場合には○印で表現している．図中には道路橋示方書の床版厚さの算定式である単純版の

4L+11 と連続版の 3L+11 によるそれぞれの値と，大型交通量による割増し係数 k1（=1.25）を考

慮した値も示している．図によれば，曲げ引張応力σbt が曲げ引張強度 fbkを上回る×印の領域は，

連続版よりも単純版で拡大しており，×印箇所が係数 k1 を考慮した領域に接近しているのが読

み取れる． 

図-2.4.5 はコンクリートの設計基準強度 f’ck＝30N/mm2 の場合の結果を示しており，図-2.4.5 (a) 

によると単純版で大型車交通量を考慮すれば，現行の道路橋示方書による最小版厚は曲げ引張応

力に対して安全側であること，および図-2.4.5 (b) からは係数 k1を考慮しなくても安全側である

ことが判る． 

 

２．４．２ 道路橋プレストレストコンクリート床版の最小版厚の検討 

 

ａ）支間長 5.0m での試算 

図-2.4.6 (a)は支間 5m の単純版における床版厚さと橋軸直角方向の上下縁応力の計算結果であ

る．荷重の載荷条件は鉄筋コンクリート系床版と同様に，橋軸直角方向に可能な範囲で最大個数

配置する条件とした．計算に用いたコンクリートの設計基準強度は f’ck=50 N/mm2 で，曲げ引張

強度 fcd=5.7 N/mm2 である．本計算でのプレストレスは，橋軸直角方向一方向にのみ一様に圧縮

力が導入されている状態を想定した．図に示すとおり，床版厚さが薄くなれば床版下縁での引張

応力は大きくなり，その引張応力を打消し合う圧縮応力（≒有効プレストレス）を導入すれば，

床版はフルプレストレス状態に至る．さらに，コンクリートの許容圧縮応力度を設計基準強度 f’ck

の 1/3 とすれば，フルプレストレス状態下での圧縮側コンクリートの圧壊を引き起こす応力状態

を防止することにより，床版の最小版厚の決定が可能になる．この状態での最小値は 23cm 程度

と得られるが，引張応力を許容するパーシャルプレストレスの設計とすれば，床版厚さを低減す

ることができる．ここで道示のプレストレスを導入する床版厚さの計算式 (4L+11)×0.9 による

床版厚さは 27.9cm となり，図中の矢印 で示している．図-2.4.6 (b)は橋軸方向応力の床版厚に

よる変化を示したものである．2 次元の平面応力解析によれば，橋軸直角方向の有効プレストレ

スのみによる橋軸方向に発生する応力は 1 方向版の場合は小さいので，橋軸方向の応力はほぼ外

荷重のみに支配される．引張応力が引張強度を超える版厚は 24cm 以上であれば安全側である．

したがって，床版下縁の橋軸直角方向および橋軸方向の両応力が曲げ引張強度 fbk よりも小さく

なるには最小版厚が 24cm と決定される．  

次に，連続版の計算例を以下に示す．図-2.4.7 は支間長 5m における床版厚と床版上下縁に生

じる橋軸直角方向の曲げ応力の変化を示している．単純版と同様に床版厚が薄くなる程，引張応

力は大きくなっている．床版をフルプレストレス状態にする時の上縁の圧縮応力(○印)は床版厚

17cm で約 16N/mm2 に，床版厚 22cm で 10N/mm2 と得られる．さらに許容圧縮強度を f'ck/3 に設

定すれば，フルプレストレス状態に至るためには床版厚は 17cm 以上が必要になる． 
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(a) 橋軸直角方向                 (b) 橋軸方向 

図-2.4.6 単純版の床版厚さと上下縁応力（L=5m） 
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図-2.4.7 連続版における床版厚さと橋軸直角方向の上下縁応力(L=5m) 

 

ｂ）支間 8.0m での試算 

支間長が 8m での橋軸直角方向の応力の計算結果を図-2.4.8 に示す．例えば版厚が 34cm の床

版をフルプレストレス状態にする時の最大圧縮応力は 16.4N/mm2 となり， ほぼ設計基準強度 f'ck

の 1/3 の値と同じになる．また 40cm の版厚では有効プレストレスが 6.2N/mm2 以上でフルプレ

ストレス状態となる．この値以下ではパーシャルプレストレスでの設計が必要になり，床版下縁

に発生すると予想されるひび割れに対する方策，例えばひび割れ幅の制御等を考慮することが肝

要となる．ここで道示のプレストレスを導入する床版厚さの計算式 (4L+11)×0.9 による床版厚さ

は 38.7cm となる． 

次に連続版の場合における橋軸直角方向の応力の計算結果を図-2.4.9 に示す．例えば厚さが

22cm の床版をフルプレストレス状態にする時の最大圧縮応力は 16.5N/mm2 となり，f'ck/3 の値を

少し超える．また 26cm の版厚では有効プレストレスが 6.5N/mm2 以上でフルプレストレス状態

になる． 
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図-2.4.8 単純版の床版厚さと上下縁応力（L=8m） 
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図-2.4.9 連続版における床版厚さと橋軸直角方向の上下縁応力(L=8m) 

 

ｃ）プレストレストコンクリート床版の最小厚さ 

アスファルト舗装やコンクリート床版の自重および複数台の輪荷重下において，①支間中央部

および張出床版支点上の橋軸直角方向の曲げ引張応力を許容しないフルプレストレス状態で，②

上縁応力が設計基準強度 f'ck の 1/3 を超えず，かつ③橋軸方向の応力が曲げ引張強度 fbk 以下とな

る床版厚を本論文での最小版厚と定義する．現行の道路橋示方書に規定されている最小版厚 

(4L+11)× 0.9 と，コンクリートの設計基準強度を 50N/mm2 とした場合の本手法による計算値を

図-2.4.10 (a)，(b) に示す．(a) は単純版での比較で，(b)は連続版での結果を表している．図中の

材料係数γc=1.0 は使用限界状態で，γc=1.3 は疲労限界状態として考慮されるパラメータで，最

小版厚との比較を容易にするために，支間 5.0m と 10.0m の値を直線で結んだ線も示している．

連続版の場合，使用限界状態および疲労限界状態のいずれも，現行道示による規定の方が最小版

厚は大きくなっているが，単純版では疲労限界状態の値よりも小さいことが判る． 
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図-2.4.10 ＰＣ床版の最小版厚 

 

 

２．５ まとめ 
 

 本章では，従来の変位関数を拡張して静的・動的熱弾性体，粘弾性体，および圧密方程式に対

するそれぞれの変位関数を誘導した．さらに 3 次元弾性体に制約条件を課した 2 次元弾性体の変

位関数をも導いた．さらに，得られた変位関数を厚板理論の基礎微分方程式として級数展開によ

って解を得る手法を解説した．また，それらの具体的な適用例とし最小床版厚さの解析を実施し

た．得られた成果は以下の通りである． 

 

① 変位場と温度場が連成する場合の静的問題での変位関数は，W.Nowacki の提示した変位関数

と同様であるが，Boussinesq の関数に相当する関数がなく，Nowacki の変位関数は完全系で

はないと言える．非連成時の場合，得られた変位関数は Galerkin-vector と Boussinesq の関数

に帰着する． 

② 動的問題については静的問題と同様，W.Nowacki の変位関数は完全系であると言い難い．非

連成時での変位関数は，縦波と横波の伝播速度で表されるダランベルシアン演算子を用いる

波動方程式を満足する関数に一致したが，Boussinesq の関数は示されていない． 

③ 一般化した Voigt モデルで表現される粘弾性体の変位関数を導いた．粘性に関する項を除去

すれば，それぞれの変位関数は静的および動的問題で得られこれまでの変位関数に一致して

いる． 

④ また，M.A.Biot による圧密方程式の変位関数は，静的熱弾性問題の変位関数のパラメータ

を書き換えることで，容易に求められることが判った． 

⑤ 物体力が版厚方向に線形分布する場合の変位関数に基づく厚板理論を級数展開することに

より，版の厳密解を得るための応力法と変位法による方法を誘導した．これらの方法は多層

版への適用する際の基礎式となる． 
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⑥ 版の表面に作用する問題の例として，床版劣化の原因の一つとなる輪荷重によるひび割れを

抑止するために，道路橋示方書で規定されている最小版厚を力学的立場から捉え直し，一部

で版厚が不足していることを指摘した． 

局所的な変位や応力の挙動を厳密に把握するには，変位関数に依拠した厚板理論が必要であ

ると推察される．  
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第三章 厚板理論を拡張した混合法の誘導と 

変断面床版への適用 

 

前章では厚板理論に適用する変位関数を誘導し，級数展開で解を得る手法を解説した．既往の

研究は表面力を対象としていたが，物体力が扱える式系として構築することで，温度問題や圧密

方程式も考慮できることとなった．さらに，その手法の適用例として道路橋床版の最小厚さを検

討した．本章では，厚板理論の境界条件の制約をなくし，適用範囲の拡大を図るものとして混合

法の検討を実施する．本章で用いる用語として混合法を以下に定義する． 

混合法：厚板理論を特解とし薄板理論を同次解としてそれらの和で一般解を得る解析手法 

 

３．１ はじめに 
 

 全周単純支持される版の厚板理論による Navier 解のみで多種多様な境界を持つ実際の構造物

へ適用することは不十分である．例えば版の端辺が自由境界の支持条件となる際に，厚板理論の

みでこの境界条件を満足させるには 3 重の Fourier 級数展開が必要であり，双曲線関数の再展開

も要求される．この操作は多大の労力と時間を要するとともに，得られた解の収束性や精度に問

題点が生じると推察される．実用設計の立場からすれば，局所的な応力・変位を忠実に表現でき

る厚板理論の特徴を生かしながら，自由や固定等の境界条件の扱いやすさ，すなわち操作性の良

さを兼ね備える簡単な方法が望まれる． 

そこで厚板理論の級数解を特解に，また境界条件を満たすための補足解には薄板理論から導か

れる同次解を採用して，これらを重ね合わせる手法を提案する．この手法を用いれば境界条件を

取り込む自由度が増すことになり自由辺を有する張出し版への適用も可能になる． 

本研究ではこの手法の実橋床版への適用性を確認するものとして，プレキャスト床版のハンチ

の検討や道路橋床版の主桁近傍の床版厚さを検討するものとする． 

 

３．２ 混合法の誘導と級数表示 
 

 混合法の概要を説明するために，自由境界を持つ版を例に取り上げる．薄板理論の自由辺の境

界条件は，周知のように曲げ問題では辺に直行する方向の曲げモーメントとその辺に沿った換算

せん断力がともに零でなければならない．例えば x 軸と平行な辺が自由であるとき，次式のよう

に示される． 
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   0yM ， 

   0xyxyy MQV                              (3.1.1) 

 これらの断面力は厚板理論の級数解と薄板理論の級数解との和で表され，次のように示される． 

   
m n

mmmmnmy yshBychAyRM 1sin 1/2 yshyychC mmmm  

         xychyyshD mmmmmm sin1/2 2
， 

   
m n

mmmmnvy ychByshAyRV 1cos  

          ychyyshC mmmm xyshyychD mmmmmm sin3
   (3.1.2) 

 ここで， 2/h ， 2/byy ， 

   23534 12/1//121/1 mnnmtybnmxbm hTAAR  

shchshCshchC b212
41  

        
22

6 /2/ mnnmshchC ， 

   2422 1/112/11 mnxmav hAhR  

        34222 1/112/11 mnymb hAh 32/ mnz hB  

        shchC a11  

        shshchshchshC aa 22
4  

        mnnmnmnm shshchC /22//22
6  

 一方，引張り問題での境界条件については，次のように示される． 

   0yN ， 0xyN                                 (3.1.3) 

 軸力 Ny および Nxy は次式で示される． 

   ySN nyy sin 1/21 yshyychKyshJychI mmmmmmmm  

          xychyyshL mmmmmm sin1/2 3
， 

   ySN nxyxy cos  

      1/31 ychyyshKychJyshI mmmmmmmm  

xyshyychL mmmmmm cos1/3 3
           (3.1.4) 
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 ここで， 

     3534 /1//121/1 mnnptybnmxby hTBBS  

          
32

532 /2/2 mnnmb shCshchCshC  

     /11/11 ynbxmaxy BBS 23 1// mnz hA  

          222
532 /2/ mnnmnm shCchCshC  

 

 今 y=0，b が自由辺である版を考えると，積分定数 Am～Dm は式(3.1.2)を式(3.1.1)に代入する

ことにより得られる．また積分定数 Im～Lm は式(3.1.3)と式(3.1.4)より求められ，その結果を以下

に列挙する． 

 

   
shtnvvA pm 12/1/2

， 

chctvvB mm 12/1/2
， 

chvvvC mm 12/
， 

shvvD pm 12/
， 

shtnssI pm 12/1/2 ， 

chctssJ mm 12/1/2 ， 

chssK mm 12/ ， 

shssL pm 12/                            (3.1.5) 

 ここで， bm ， bRv nv cos ，
vRv ， bSs nxy cos ， xySs ， 

     1/3cttnp ， 1/3tnctm  

     1cttnp ， 1tnctm
 

 これらの積分定数を変位および応力の式に代入すれば解が得られる． 
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３．３ 混合法を用いた数値計算例 
 

 前節では自由境界を持つ版を例に，一般解を得るために足し合わせるための特解を厚板理論で，

同次解を薄板理論で導く方法を提案した．その方法によれば多様な支持条件や変断面床版などの

境界条件でも荷重直下において厚板理論の厳密解が得られることになる．本節ではその計算手法

をプレキャスト床版のハンチの実験や主桁近傍の最小版厚の計算，ならびに変断面となる補強床

版に用いてその適用性を検討する． 

 

３．３．１ プレキャスト床版のハンチの合理化に関する検討 
 

 一般的な道路橋のコンクリート系床版では，支持桁と接合される部分にハンチが設けられる．

設計の実務におけるハンチ高さは，外桁上の必要床版厚さと橋面排水のための横断勾配によって

決定され，通常は 1:3 程度の勾配が設定される．ハンチの役割は床版から支持桁への荷重伝達を

円滑にすることにあるが，応力集中を避ける形状として経験的に定められてきている． 

ここで，劣化床版を打ち替えるためのプレキャスト床版では，工場製作のコストを低減させる

ために別途製作したハンチを平板形状の床版にエポキシ樹脂を塗布して接着することができれ

ば経済的となる．そこで，ハンチの形状を変えた供試体の耐荷性状を把握することとし，自由辺

を有する場合の混合法による解析手法を用いて実験結果を検証することにした１）． 

ａ）供試体形状と実験方法 

図-3.3.1 はハンチの形状を変えたモデル実験の供試体図である．供試体のパラメータは表-3.3.1

に示す通りであり，ハンチの形状を変化させてその破壊形態を比較している．供試体記号で 2

番目はハンチの下面勾配を，3 番目は一体成型かプレキャスト，もしくは突出幅を示している．

コンクリートには呼び強度 45N/mm2，粗骨材の最大寸法 13mm のレディーミクストコンクリー

トを用いた。水中養生した材令 4 週目の圧縮強度は，45.1N/mm2 で，気中養生した材令４週目の

圧縮強度は，43.8N/mm2 であった． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図-3.3.1 供試体形状と載荷方法（HSPS） 
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表-3.3.1 供試体の諸元 
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     図-3.3.2 実験後の破壊形状 

    図-3.3.3 HV6S の荷重と変位の関係 

 

 実験は 200kN の疲労試験機を用いて供試体中央で低サイクルの繰り返し載荷とした．載荷ス

テップは圧縮側に 160kN 載荷後に，引張り側にも 160kN 載荷した．その後は 200kN まで圧縮，

引張りを繰り返し，引張り破壊しない供試体ではさらに 200kN の載荷を繰り返した．供試体の

変位は載荷位置である端部から 50mm の中央で計測している． 

 

ｂ）実験結果と解析 

 実験後の各供試体の破壊形状を図-3.3.2 に示す．実験ではハンチを接着した部分からのはく離

は認められなかった．供試体は引張り載荷によって破壊に至っているが，実橋梁では支点上の負

曲げによる曲げモーメントが支配的となるため，このような破壊形態になることはない．ただし，

構造上不利となる荷重作用下であっても接着部分のはく離による破壊ではないことから実用上

十分な耐荷性能を有していることが判る． 

 実験結果のうち，HV6S の荷重と変位の関係を図-3.3.3 に示す．本供試体は圧縮 200kN 載荷後

の引張り 180kN 載荷で終局に至っている．図中には混合法による解析結果も示しているが，良

く一致していることが判る．ここで，解析に用いた物性値はヤング係数が Ec=30kN/mm2，ポア

ハンチの形状 供試体

の 

記号 

パネルの

成形方法
下面 

勾配 

下面 

突出長 

HSIS 一体成形 １：3 無 

HSPS 
矩形版・

ﾊﾝﾁ接着
〃 無 

HE8S 〃 1：1 80mm 

HV6S 〃 直角 60mm 

HV0S 〃 〃 無 

 
供試体
の 

呼 称 

 
床 版 
の 

成形方法
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ソン比がν=0.2 で，鉄筋は考慮していない．解を得るための級数の項数は収束することを確認

して設定している．解析値の折れ点以降の傾きはひび割れ発生後を模擬するためヤング係数を

n=15 を考慮して Ec’=14kN/mm2 まで低下させている．なお，解析に用いたモデル（図-3.3.4）は

載荷位置が自由辺近傍で，橋軸方向の対辺を単純支持形式とした．また，モデル長は単純支持の

影響が無いように実際の供試体長さである1.0mではなく2倍の2.0mとしてその中央部分の1.0m

に線荷重として作用させるものとした． 
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図-3.3.4 解析モデル 

 

 

 HV6S 供試体で荷重 P=100kN を作用させた場合の解析による直応力の等高線分布を図-3.3.5 に

示す．図-3.3.2 の破壊形状との関係を確認するため床版部分のみ表現している．(a)は幅員方向の

直応力σy の分布で，(b)は鉛直方向の直応力σz の分布を示している．図によればハンチ端部の

250mm 付近でσy の引張側の値が最大となっており，この位置がひび割れ発生の開始点となるこ

とが想定される．また(b)のσz も同様にハンチ端部が大きな値となっている．(b)の 350mm 付近

のピークは引張り荷重を解析の都合上，上面に作用させたことによるものであり作用位置の局所

的な応力状態は，版の下面に作用させた場合には逆転する形状となる． 

 

 

 

 

 

支持桁 EI=∞

x

y

z

（線荷重） 

（線荷重） 

（線荷重） 
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 図-3.3.6 は図-3.3.5 で表示した応力値から主応力を算出し，その応力方向を加味して図化した

ものである．図によれば版の上縁側では圧縮側の応力値が卓越しており，中立軸は版中央よりも

やや下側にシフトしている．これはプレキャストハンチの剛性による影響であると考えられる．

図には赤点線で実験による破壊時のひび割れ線を示しているが，ハンチ端部が始点となり，その

後に版中央側に進展している．解析結果でもひび割れ線が圧縮域下方で水平に進展しており，実

験結果と矛盾しない．なお，供試体には実橋を模擬した鉄筋を配しており，ひび割れはその影響

も受けていることが推察される． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) σy 

 

 

 

 

 

 

 

(b) σz 

図-3.3.5 HV6S の版中央断面部の直応力の等高線図（単位：N/mm2） 
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 本供試体は 180kN の引張り荷重によって終局に至っており，図-3.3.6 の 100kN 荷重載荷での

補正したとしても，ひび割れ発生に至るレベルまで応力値が増加しないことが伺える．これは，

比較的大きな低サイクルの繰り返し載荷による影響で，微細ひび割れ発生部分に応力集中が生じ

ひび割れが進展した影響であると考えている． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図-3.3.6 供試体中央断面内部の主応力分布（単位：N/mm2） 

 

ひび割れ開始点 
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３．３．２ 道路橋床版の主桁近傍の最小厚さの検討 
 

 床版設計の実務では張出し床版を考慮した主桁近傍での応力状態も横断面構成の決定要因と

なる．そこで本項では，支持桁近傍を対象とする解析により応力状態を把握し，床版厚さの低減

の可能性を検討する．また，床版支間を変数とした輪荷重作用時の応力状態を明らかにする３）． 

 

ａ）計算モデル 

計算モデルは図-3.3.7 に示す通りで，2 本の主桁上に床版があり，中間床版と張出床版の支間

長の比は 1：0.4 としている３)．載荷した荷重は道示の T 荷重を着目する主桁上で曲げ応力が最

大となるように幅 500mm の壁式高欄の内側端部から幅員方向にできる限り載荷させる状態とし

ている．なお壁式高欄は解析上考慮せず，舗装による荷重分散も考慮していない．対象とした中

間床版の支間長は L=3.0m から 1.0m ピッチで 6.0m までの 4 段階とした．計算上の主桁の曲げ剛

性は L=3.0m，6.0m では過去の設計例から設定しており，L=4.0m，5,0m ではそれらの値を直線

補間した剛性を用いている．本計算における床版厚さは中間床版の支間長に対する道示式で算出

しており，ハンチ形状はその高さを 80mm に固定し断面端部の勾配は 45°とした．ハンチ部の

剛性は主桁断面に換算して評価した．計算に用いたコンクリートのヤング係数は Ec=31N/mm2

でポアソン比はν=0.2 である．なお，本計算では解を得るための級数の項数は収束することを

確認したうえで設定している． 
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図-3.3.7 計算モデル 
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(c) L=5.0m                 (d) L=6.0m 

図-3.3.8 床版上縁の曲げ応力度の分布 

 

ｂ）直応力の分布と主応力分布 

図-3.3.8(a)～(d)に主桁近傍の床版上縁に発生する曲げ応力度の分布を示す．図中の横軸におけ

る 0 点は主桁中心上を示している．荷重は道示に示されている地覆に接する地覆端載荷とその位

置から橋軸直角方向に中央側へ+250mm と+500mm 移動させるものとした．いずれの床版支間で

も地覆端載荷が最も大きい曲げ応力度となっており，荷重の中央側への移動によりその値も低下

している．また，支間長に合わせて曲げ応力度のレベルも大きくなっている．最大値を示す位置

は各支間で異なっているものの，主桁中心から±100mm の範囲にある． 

図-3.3.9 は中間床版の支間が L=6.0m で床版厚さが 310mm での，曲げモーメントが最大となる

載荷条件での荷重載荷位置における断面中央の主応力分布を示したものである．最大値は荷重載

荷端付近の上縁で発生しており．その応力レベルからひび割れが発生する危険性が伺える．ただ

し，床版内部の応力レベルは小さく上縁付近の曲げひび割れに着目することが初期ひび割れの制

御に効果的である． 
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図-3.3.9 主桁近傍の主応力分布（単位：N/mm2） 

 

 

ｃ）横せん断応力の分布 

床版厚さを低減すれば曲げ応力の他にも横せん断応力も増加し，主桁近傍では放物線分布とは

異なる分布形状が予想される．図-3.3.10 と図-3.3.11 は横せん断応力を計算したモデルとその計

算結果であり，3 主桁モデルの計算で外桁近傍を抽出した．モデルは実橋橋梁を意識して床版支

間は bm=2.50m で張出し床版の支間 b0=1.10m を加えた全幅員は B=7.20m となり，橋軸方向の長

さは L=10.0m とした．床版厚さは t=190mm で，舗装厚さは tp=50mm とし荷重の分散は考慮して

いない．載荷位置は図-4.3.10 では主桁上フランジ端部から 45°の方向で上縁に荷重端が位置す

るように載荷しており，図-3.3.11 では荷重を床版支間中央に載荷した．何れのケースでも荷重

の大きさは P=98kN である．モデルの計算に用いた床版コンクリートのヤング係数は

Ec=21.5N/mm2 でポアソン比はν=0.2 とした． 

図-3.3.10 によると横せん断応力の最大値は荷重端に発生しており，支持桁に近い端部のピー

ク値が最大のτyz=0.77N/mm2 となっていることが判る．横せん断応力の分布形状は載荷位置から

離れると版厚方向の中央にピーク位置が存在し，版厚方向に対称形であるが，荷重端ではピーク

位置がやや上方に移動している．荷重端から左右に 190mm 離れた位置の②と⑧を比較すると②

が⑧の約 2.2 倍の値となっており，横せん断応力は支持桁近傍が大きくなることが判る． 

図-3.3.11 でも同様に横せん断応力は荷重端に発生しているが，外桁近傍載荷よりもピーク値

は小さくなっており約 0.83 倍程度である．ただし，荷重端での横せん断応力のピーク位置は外

桁近傍載荷と同様に上方に移動していることが判る．荷重端の絶対値が左右で異なっているが，

これは張出し床版を有する外桁と連続床版の中央主桁に支持されている 3 主桁モデルの影響で

あると考えている． 

45° 
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図-3.3.10 支持桁付近載荷での横せん断応力の分布 
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図-3.3.11 支間中央載荷での横せん断応力の分布 
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３．３．３ 変断面となる道路橋補強床版の計算 
 

 道路橋床版の維持管理の場面では，各種の要因で劣化が進行した床版の下面側に補強材を一

体化させる工法が広く採用されている．その中にはポリマーセメントモルタルを吹き付け，もし

くはコテ塗りする下面増厚工法があり，この場合には補強材の端部が主桁フランジ位置に留まる

ため，力学的見地からすると補強床版を変断面版として考慮する必要があると考えられる．その

際，補強材と床版との連続性の評価には，はく離現象を引き起こす接触界面での付着せん断応力

に着目することが特に重要となるが，簡便でかつ高精度の解析手法が無いのが現状である．そこ

で混合法による解析手法を，補強床版を想定した下面増厚工法を適用した変断面版に適用する５）． 

これらの方法を駆使することにより，主桁と合成される補強床版の解析も可能となるので，実

橋床版での応力や変位が容易に把握できると推測される． 

 

ａ）計算方法と実橋変断面版モデル 

始めに変断面床版の計算方法を解説する．x＝0，a の対辺が単純支持，残りの 2 辺 y＝0，b

が自由で，かつ y 方向の版厚が急変する変断面版(図-3.3.12)の解析は，界面及び桁との間で授受

される伝達力や反力に選点法を全面的に適用して計算することもできるが，本研究では計算精度

を向上させる意味で x 方向に調和解析法を，y 方向には次章で詳述する選点法を適用する．その

手順を以下にまとめる． 

① 自由辺を有する版の上・下面に種々の荷重が作用する場合の基本解を作成する． 

② 変断面版をＡとＢに区分し，分離した界面に作用する分布応力を選点法により離散的なパ

ルス状の伝達力 Xｉ，Yｉ，Zｉ (i＝1，k)に置き換える． 

③ Ａの床版には外荷重 p0 と伝達力が作用し，Ｂの床版には伝達力と支持桁との合成作用に

よる反力 Rxj，Rzj （j＝1，t）が働く。これらの力が作用する場合のＡの床版下面の変位

u1，v1，w1と，同様にＢの床版上面の変位 u2，v2，w2 を誘導する。ただし，伝達力と桁か

らの反力の大きさは単位荷重とする。 

④ 伝達力の中心点におけるそれぞれの変位を連続させることにより，桁の反力 Rxj と Rzj を

単位荷重とする伝達力に関する柔性マトリックスからその大きさの比（＝影響係数）を求

めておく． 

⑤ 床版Ｂの下面での x と z 方向の変位 u3，w3 と桁の上面の水平変位 uBとたわみ wBとの合成

条件から，桁からの反力の大きさを決定する。さらにこれらの反力と影響係数を用いて，

各々の伝達力の大きさを確定する． 

⑥ 最終的に得られた界面の伝達力，桁反力および外荷重を考慮して，床版ＡとＢに生じる変

位や応力，その積分値である断面力が算出される． 
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実橋を想定した補強床版の計算モデルを図-3.3.13 に示す．床版幅を 2500mm とし，橋軸方向

の長辺を 5000mm とした．床版厚さは昭和 39 年の道路橋示方書による 190mm を基準とし，計

算に用いた物性値は表-3.3.2 の通りで，下面増厚工法ではポリマーセメントモルタルのポリマー

の増減によるヤング係数の変化を示すものとして 2 種類を設定した．なお，補強材料の硬化収縮

が有害なひずみとなることも想定されるが，材料として扱う問題であるため，本研究では力学的

見地から活荷重による影響のみを対象とする．解を得るための級数の項数は収束していることを

確認して設定した． 
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    図-3.3.13 補強床版の計算モデル 

 

図-3.3.12 変断面版のモデル       

 

表-3.3.2 計算に用いた物性値 

種　　別
厚さ

　(mm)
ヤング係数

(kN/mm2)
ポアソン比 計算種類

コンクリート床版 190 23.5 －

15.0 CASE-1

7.5 CASE-2

0.2
30ポリマーセメントモルタル

 

 

 

ｂ）たわみと応力分布 

計算結果を図-3.3.14 と図-3.3.15 に示す．選点法を用いた支持辺ではそのブロック層数を 10 と

している．図-3.3.14 によれば，下面増厚材料のヤング係数が 1/2 に低下することで，床版中央の

たわみが CASE-1 で 0.54mm，CASE-2 で 0.62mm となり，その比は約 1.14 倍まで大きくなるこ

とが判る．図-3.3.15(a)の床版下縁の曲げ応力分布では，版中央から 1050mm の近傍で直線的に変

化していない．これは，増厚部の自由端の断面変化による影響と考えられる．また版中央点での
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応力が他の点よりも低いのは分割ブロックの設定位置，すなわち中央点とブロックの端部が一致

しているためと推察される．図-3.3.15(b)は増厚材下縁の曲げ応力分布であり，応力度レベルは床

版下縁よりも小さい値で推移し，端部近傍では僅かに大きくなる傾向が認められる． 

図-3.3.16 の付着せん断応力の分布は版中央から 250mm離れた位置の荷重の端部付近でピーク

値を示し，CASE-1（ポリマーセメントモルタルのヤング係数 E=15.0kN/mm2）の場合で

τ=0.12N/mm2 程度の値となっており，CASE-2（E=7.5kN/mm2）の 2 倍近い値である．それらのピ

ーク値付近は平坦な分布であるが，これは選点法のブロック分割の影響を受けているためと推量

される．なお，力学的には増厚材の最端部は特異点となるが，荷重端付近に匹敵するピークが増

厚材端部近傍にも発生しており，端部近傍も弱点になることが伺える． 

下面増厚工法では，付着性能の改善の他にも施工後の増厚層のひび割れを制御するために，ポ

リマーの含有量を増加させることで対処される場合があるが，その際には補強効果が大きく変動

することに注意を払う必要がある． 
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図-3.3.14 増厚材下縁の活荷重たわみ分布 
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(a) 床版下縁                (b) 増厚材下縁 

図-3.3.15 下面増厚の直応力分布（橋軸直角方向） 
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図-3.3.16 付着せん断応力分布 

 

３．４ まとめ 
 

 本章では厚板理論の級数解を特解に，境界条件を満たす補足解に薄板理論による同次解を採用

して，それらを重ね合わせることにより解を得る混合法を提案し，その手法を用いた数値計算か

ら妥当性を評価した．以下に得られた成果を列挙する． 

 

① 道路橋床版の輪荷重作用によるひび割れ問題は，荷重直下の局所応力が支配的になることか

ら厚板理論の特長を残した混合法は合理的な手法である． 

② 本章で計算例とした変断面問題は，新設床版のハンチ近傍の応力状態のみならず，鋼板接着

工法や上面増厚工法を部分的に施した場合の応力集中問題にも適用できることから，これか

らの維持管理の時代に向けて威力を発揮する解析手法である． 

③ 実橋床版は本章で対象とした変厚版に舗装などが加わる多層版構造であることから，そのよ

うな構造にも混合法を適用できることが求められる． 
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第四章 多層版解析のための調和解析法と 

選点法の理論展開と床版構造への適用 

 

 

 本章では多層構造となる実橋床版への厚板理論の展開を図るため，多層版での解析手法の検討

を実施する．解析の基本は三章で誘導した変位関数による厚板理論であり，境界条件の拡大を実

現した混合法を活用している．本章で用いる用語として調和解析法と選点法を以下に定義する． 

 調和解析法：各層が接合する界面での伝達力を連続関数として扱い，級数解の各項毎に連続式

を満足させる手法．接合面は完全合成となる． 

 選 点 法：連続関数である接合面での伝達力を，面的に離散的なブロックに分割してブロッ

ク内の任意点で伝達力を代表させる手法． 

 

４．１ はじめに 

 

 道路橋床版は舗装とコンクリート床版から構成されており，複数の層からなる構造である．道

路橋床版が輪荷重による繰返し載荷で疲労劣化すると，使用限界に至る前の段階で補修，補強が

施されるが，現状で採用されている対策工法は既設床版に面的に接着させる工法が主流である．

例えば床版上面から超速硬コンクリートを重ね打ちする上面増厚工法や，床版下面に機械式アン

カーで固定した鋼板内部にエポキシ樹脂を注入充填して一体化させる鋼板接着工法（図-4.1.1），

並びに，炭素繊維やアラミド繊維をエポキシ樹脂などで床版下面に含浸接着させる繊維シート接

着工法などがその代表例として挙げられる．これらの対策後には床版を構成する層数はさらに増

加することになり 3～4 層からなる多層版構造となる．前述の通りこれらの層は接着することに

よって一体化されて剛性を発揮することから，はく離がその補強効果の持続性に大きな障害とな

る．はく離の原因には下地調整の不良や接着面での異物の混入，接着剤の硬化不良など各種に渡

るが，本研究ではそれらの施工時の配慮によって除去できる問題は対象とせず，力学的見地から

はく離の発生とそれが進展する危険性に着目し，その評価の手段として，簡単でかつ有効な解析

手法を提案する． 
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図-4.1.1 鋼板接着工法の概念図 

 

４．２ 調和解析法と選点法の概要 
 

 ２．３で示された応力法による厚板理論から誘導される単一版の上下面における x，y および

z 方向の応力と変位 u，v，w との関係式を誘導する．これらの式を図-4.2.1 に示す多層版界面で

の連続条件に適用して，多層版界面の伝達力を求めると，多層版の変位や応力の解析ができるこ

とになる．通常の多層版解析では各層の積分定数を未知量として扱っているため，その後の計算

精度に難点が生じる．そこで式(2.3.21)の積分定数 C1～C6 を式(2.3.16)に代入して上下面での各変

位を求め，変位を連続させる方法を以下に示す．この方法によれば級数の項数が増大しても発散

が防止できる．なお上添字 u．l は上面と下面を意味している． 

 版の上下面での伝達力を図-4.2.1 のようにとれば，上下面の変位 u，v，w は次のように得られ

る．なお，各式中の第 7 項は物体力による影響項である． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図-4.2.1 多層版の模式図 
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 ここで，
22 / ma ，

22 / nb ， nmc /2 ， 

     mp DDD /1/1111 ， 

22
2 ///1 mnpm cttnDctDtnD ， 

22
2 ///1 nmpm cttnDctDtnD ， 

cttnDctDtnD pm //13 ， 

mp DctDtnD //14 ， 

22
5 ///1 mnpm cttnDctDtnD ， 
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5 ///1 nmpm cttnDctDtnD ， 

cttnDctDtnD pm //16 ， 

pm DtnDctD //17 ， 

pm DDD /1/118  
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        1/1/2/ 55
zmxx ABhA ， 

ctSDtnSDB zmmzpp
u
w /1/1  

        bympypm SDSD 2/1/12/1/1  

        axmpxpm SDSD 2/1/12/1/1  

        1/2/121/ 46
zzynxm BhAAA ， 

ctSDtnSDB zmmzpp
l
w /1/1  

        bympypm SDSD 2/1/12/1/1  

        axmpxpm SDSD 2/1/12/1/1  

        1/2/121/ 46
zzynxm BhAAA  

 

 多層版界面における連続条件から界面に作用する伝達力を求めるには，大別して 2 つの手法，

すなわち 1)連続化手法と 2)離散化手法がある．前者は界面での伝達力を連続関数として扱い級

数展開の各項(m．n)ごとに連続式を満足させる調和解析法で，接合状況としては界面全域で完全

合成となる状態を意味する．一方後者は連続関数である伝達力を離散的なブロックに分割し，ブ

ロック内の任意点で伝達力を代表させる方法である．また離散化させる方法としては，a)矩形ブ

ロックで代表点をブロックの中点とする場合，b)台形ブロックで代表点をブロック端点とする場

合，c)離散化を滑らかな 2 次曲線に置き換える場合，d)連続関数を高次の多項式でブロックを表

現する場合，等々が挙げられる．本論文では論理の簡潔さ，および計算の簡素化を図る目的で，

矩形ブロックによる方法を採用する．さらに伝達力に関する連立方程式にある操作を施すことに

より，接合界面の任意領域での不連続性が存在する，例えば伝達力が喪失することに伴うはく離

等のずれ現象をもたらす場合の解析に，本方法が簡単でかつ有効な手段となることを明らかにす

る． 

 図-4.2.2 に示す N 層からなる多層版を取り上げる．第 i 層と第(i＋1)層の界面を考えると，第 i

層の上面の x，y，z 方向の伝達力を(Xi-1，Yi-1，Zi-1)，下面の伝達力を(Xi，Yi，Zi)，また第(i＋1)

層上面の伝達力は「作用・反作用の法則」から(Xi，Yi，Zi)となり，下面では(Xi+1，Yi+1，Zi+1)の

伝達力が作用する． 
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図-4.2.2 多層版モデル 

 

 界面での変位の連続条件式は次のように示される． 

   
u

i
l

i uu 1  

u
i

l
i vv 1  

u
i

l
i ww 1   1,1 Ni                           (4.1.2) 

 界面で既知のずれ現象が生じている場合には，式(4.1.2)の右辺にずれ関数δ(x，y)を考慮すれ

ばよい． 

 

ａ）調和解析法 

 この方法は前述のように Fourier 級数の各項(m，n)ごとに，変位の連続条件式を成立させる方

法である．式(4.1.1)を式(4.1.2)に代入すると，各方向での式が得られる． 
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 ここで， 1
1 / ii

i
iE  

 

 式(4.1.3)を多層版の各界面に適用し，最上面と最下面の応力条件を考慮することから，界面で

の伝達力が級数の各項(m，n)ごとに，3(N－1)元の連立方程式より求められる．また，伝達力を

各層の積分定数 C1
i
～C6

i(i＝1，N)に代入することから，各層の変位および応力が得られる．ま

た，変位法による解法は層状の地盤解析に威力を発揮するが，本論文では割愛する． 

 

ｂ）選点法 

 界面の伝達力を x 方向に kx，y 方向に ky，つまり一界面当たり K=kx×ky 個のブロックに分割

する．伝達力を各ブロック内では一様な矩形状とすると，式(4.1.1)で与えられる点(xj，yj)での変

位は次式のように変形される． 

 

 

図-4.2.2 伝達力の分割の概念図 
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 ここで， knkmknkm
k

x vu sincossinsin16 ， 

knkmknkm
k

y vu cossinsinsin16  

knkmknkm
k

z vu sinsinsinsin16  

Kk ,1  

ku ， kv ：各ブロックの x，y 方向の幅 

k ， k ：各ブロックの x，y 方向の中心位置 

また界面でのブロックの中央点(xj，yj)で成立させる変位の連続条件式は，次のように示され

る． 

   j
u

iji uu ,1,
1  

   j
u

iji vv ,1,
1  

 j
u

iji ww ,1,
1

                                (4.1.5) 

 したがって，1 つの界面で分割ブロックの個数が K であるとき，未知の伝達力の層数は 3K と

なる．多層版の層数が N である場合には，未知伝達力は 3K(N－1)元の連立方程式を解くことで

得られる． 
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 次に界面の任意領域でのはく離現象の発生は，この位置でのある方向の伝達力が無いと想定さ

れる．以下の操作を伝達力に関する連立方程式に施せば，擬似的にこの現象が再現できる．簡単

のために，未知量が n 個のベクトル x の連立方程式が与えられているとする． 

 

   11414313212111 bxaxaxaxaxa nn  

22424323222121 bxaxaxaxaxa nn  

23434333232131 bxaxaxaxaxa nn  

    ・    ・    ・    ・       ・   ・ 

    ・    ・    ・    ・       ・   ・ 

nnnnnnnn bxaxaxaxaxa 44332211                        (4.1.6) 

  

ここで， njiaij ,1, ：柔性マトリックス， nibi ,1 は既知量 

 

例えば，x2 の値が零であるように設定する場合，x2 の対角要素 a22 に大きな数 A を加える．す

ると第 2 式は次のように変形される． 

22424323222121 bxaxaxaxAaxa nn  

 この式の両辺を A で除せば，上式は以下の式に変形されて，数値 A を限りなく無限大に漸近

させれば，最終的には x2 の値は零に近づくことになる． 

AbAxaAxaxAaAxa nn ///1// 22323222121  

       21 x ≒0 

  

この操作をはく離領域内に存在するブロックに適用すれば，その領域に該当する伝達力はほぼ

零と近似できる． 

 界面の全ブロックにこの操作を適用することを考えると，A の値を鉛直方向を除く x と y 方向

の全てに適用すれば，選点法による数値解は非合成時，すなわち重ね版の状態に至る． 
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４．３ 調和解析法と選点法を用いた数値計算例 
 

 前節で誘導した多層版の解析手法を用いた実橋床版に対する計算例として，アスファルト舗装

を考慮した 2 層版や上面増厚工法を適用した劣化床版の計算を実施する．さらに選点法を用いて

防水層のはく離問題を取り上げ，その適用性を評価する． 

 

４．３．１ 調和解析法による道路橋補強床版の数値解析 
 

 輪荷重の繰り返し作用により疲労劣化した道路橋床版への対策工法として，各種の補強工法が

提案されており，輪荷重走行試験によってその耐久性が確認され広く採用されている．それぞれ

の補強工法では，既設床版との一体化で補強効果を確保するために，面的な接着を図ることが共

通点として挙げられる．しかし，接着状態を力学的に適切であると判断できる評価手法が見当た

らないのが現状である．本項ではこのような現状に対して，調和解析法による多層版解析で接着

界面の応力状態を把握し，はく離発生の危険性を検討する１）．はく離現象は活荷重のもたらす多

層版構造の界面に作用する付着せん断応力に支配されるので，本論文では横せん断応力に着目す

る．また，多層版解析の応用として劣化床版を打ち替える際に観察される上側鉄筋に沿った水平

ひび割れ（写真-4.3.1）に関しても同様の解析法を駆使して，その発生の危険性を検討する． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

写真-4.3.1 劣化床版の切断面 

 

ａ）計算モデル 

計算対象となる床版は図-4.3.1 に示すとおり，橋軸方向が 5000mm で橋軸直角方向が 2500mm

の単純支持長方形版で，その厚さを 200mm とした．載荷荷重は道路橋示方書に準じて 100kN と

し，接触面の載荷形状は 200×500mm で床版中央に載荷した．健全床版 a)ではアスファルト舗

装 50mm が床版上面に敷設された現状と同様のモデルであり，舗装と床版にはズレがないもの

としている．上面増厚工法の解析モデル b)では，施工時に既設床版上面を 10mm 切削すること

水平ひび割れ
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を考慮して床版厚さを 190mm とし，増厚コンクリートの厚さは一般的な 60mm で，床版劣化の

検討と同様に既設床版との付着界面にはズレがないものとした．何れの計算でも既設床版の状態

として健全床版と劣化床版を設定しており，健全床版の設計基準強度を f’ck=21N/mm2 とし，道

路橋示方書のヤング係数 Ec=21.5kN/mm2 を採用した．劣化床版は床版剛性が低下している状態

を表現するものとし，引張無視（ひび割れ考慮）のヤング係数比 n=15 に加え，既往の研究２）で

確認されている等価なヤング係数比 n=31 でも計算している．本研究では，コンクリートのひび

割れ断面での骨材のかみ合わせ，鉄筋とコンクリートとの付着切れおよび鉄筋のダウエル効果等

による劣化床版のマクロ的な表現として，劣化床版のたわみと全断面有効時を想定する厚板理論

によるたわみ値とを等価にする床版の曲げ剛性から，劣化床版の換算ヤング係数を導入している．

床版と舗装，あるいは増厚コンクリートとの付着特性の把握には，床版の変形状態が主として影

響するため，ヤング係数を操作する手法で概ね問題はないと推量される.表-4.3.1 は計算に用いた

物性値である．なお，解を得るための級数の項数は，収束していることを確認して設定した． 
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図-4.3.1 計算モデル 

 

表-4.3.1 計算に用いた物性値 

材料
ヤング係数

（ｋN/mm
2
)

ポアソン比

アスファルト舗装（冬季） 2.0 0.4

増厚コンクリート 33.0 0.2

既設コンクリート床版（健全） 21.5 0.2

既設コンクリート床版（劣化　n=15） 14.0 0.2

既設コンクリート床版（劣化　n=31） 6.5 0.2  

a) 健全床版 

b) 上面増厚工法 

- 69 -



0

50

100

150

200

250
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70

横せん断応力　(N/mm2)

床
版

厚
　

(m
m

)
　

　
，

健全床版

劣化床版(n=15)

劣化床版(n=31)

増厚コンクリート

既設床版

着目位置

200

5
0
0 輪

荷
重

 

0

50

100

150

200

250
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70

横せん断応力　(N/mm2)

床
版

厚
　

(m
m

)
　

　
，

健全床版

劣化床版(n=15)

劣化床版(n=31)

増厚コンクリート

既設床版

着目位置

200

5
0
0 輪

荷
重

 

(a) 輪荷重の橋軸方向端部中央         (b) 輪荷重の橋軸直角方向端部中央 
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(c) 輪荷重の隅角部 

図-4.3.2 上面増厚工法における横せん断応力分布 

 

図-4.3.2 は多層版解析による既設床版と増厚コンクリートとの境界部分に発生する横せん断

応力の輪荷重載荷周辺での計算結果で，輪荷重の橋軸方向端部中央と橋軸直角方向の端部中央，

およびその隅角部の値を示した．応力の方向は，橋軸方向と橋軸直角方向は輪荷重の端部の辺に

直交する外向き方向で，隅角部は橋軸方向と橋軸直角方向を合せん断応力ベクトルとする方向で

ある． 

図によればほとんどの計算結果で増厚コンクリートの内部に横せん断応力のピーク値が存在す

ることと，既設床版では増厚コンクリートとの境界面，もしくはその付近に発生していることが

判る．横せん断応力のピーク値は，橋軸直角方向＞橋軸方向＞隅角部となっており，劣化床版の

計算結果が健全床版と比較して大きい値となっている．ただし，境界面のみに着目すれば，既設

床版の劣化状態に関係なく横せん断応力の発生レベルはほぼ同等となっている．この理由は増厚

コンクリートの厚さとヤング係数の大きさが影響しているためと考えられる． 
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図-4.3.3 劣化床版の横せん断応力の分布 

 

劣化床版の横せん断応力の計算結果を図-4.3.3 に示す。図は荷重端部の橋軸直角方向（主鉄筋

方向）の分布を示したもので，舗装と床版の境界と内部鋼材の配置を示している．ここで示した

内部鋼材は D16 が使用されていると仮定した主鉄筋・配力鉄筋の位置である。図によれば健全

床版の横せん断応力のピーク値は 0.45N/mm2 程度で床版上面から約 70mm の位置に発生してい

る．ヤング係数比を n=15 とした劣化床版ではピーク値はほぼ同等であるが，その位置は床版上

縁から 65mm と健全床版よりもやや上側にシフトしている．それに対し n=31 の劣化床版では，

ピーク値が 0.44 N/mm2 と僅かに減少しているが，その位置は床版上縁から 50mm と大きく移動

している．この位置は上側配力鉄筋の直近となっており，打ち替え対象となった既設床版の水平

ひび割れの発生位置にもほぼ一致している．ここで床版を構成するコンクリートに着目すれば断

面内部に配置される鉄筋は抵抗断面を減少させる異物であり，断面の減少からコンクリートの横

せん断応力も増加することが推察される．図中の鉄筋考慮の■印は，D16 鉄筋が主鉄筋方向と配

力鉄筋方向のそれぞれに 100mm ピッチに配置された場合の平面投影面積を減じたコンクリート

部のみの純面積を勘案した割り増し係数を横せん断応力に乗じた仮定値である．主鉄筋と配力鉄

筋は厳密に言えば同一平面上にはなく，断面減少率は過大となる可能性がある．ただし，コンク

リートは 20mm 程度の粗骨材を含む複合材料であり，せん断破壊面が鏡面のような平滑さを持

つとは考えにくいことから，矛盾はないと考えている．このような考え方による鉄筋位置の横せ

ん断応力の仮定値は大きく突出し，水平ひび割れの発生および進展の要因となる可能性が増大す

る．しかしながら，コンクリートのせん断破壊に進展するせん断強度よりも小さい値であること

から，他の要因が影響していることになる．コンクリートの打ち込みでは，内部鉄筋の下側にブ

リージング水が滞留し空隙となる場合もあることから，その部分での応力集中的な要因が影響し

ている可能性もある．ただし，この仮定は推論の域を出ないので，鉄筋と接触する部分の応力集

中の検討や，例えばスタッドジベルの評価で用いられる 2 面せん断試験を模擬したモデル供試体

によるせん断試験等を実施し，妥当性を検証する必要がある． 
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４．３．２ 選点法による舗装と床版の局所的なはく離問題の検討 
 

高速走行する大型車の接地圧はタイヤの側壁近傍に大きく偏った分布となることを念頭に，多

層版の解析手法を舗装と床版からなる構造系に適用し，床版に作用する応力状態を把握する．ま

た，防水層の局部的な接着不良を想定した場合に対して選点法を用いて応力状態を調べる．さら

に防水層の曲げ剛性や延び剛性は床版全体の剛性に比べてその影響が小さいので，防水層の輪荷

重に対する力学的寄与は少ないと仮定し，舗装と床版との接合面（＝防水層）に作用する版厚方

向の応力や界面内に働くせん断応力の大きさと分布形状に着目する３）． 

数値計算に用いる走行速度を停止時，中速時（60km/h）および高速時（80km/h）の 3 ケース

として，既往の研究４）を基に接地圧分布を放物線形状で近似する．一般に，道路橋示方書では

後輪荷重（49kN）のみが 2 つのタイヤを介して舗装面に垂直な方向の力のみが作用すると規定

されているが，実際の防水層に働く応力をより忠実に算定するには舗装表面と平行な水平方向に

作用する制動荷重も考慮する必要があることから以下のような場合を想定する． 

 

① 走行車両が急停止する場合，舗装表面には水平方向に制動荷重が作用し，接合面でのせん

断応力に大きな値が発生することが予測される．制動荷重の大きさをエネルギー保存則や，

文献から得られる摩擦係数を用いて推定する．また最大付着せん断応力の大きさとその発

生する位置を推定する． 

② 舗装と床版界面に位置する防水層に施工不良等の初期損傷を伴う部分的なはく離が存在

する場合に，その接合面には局所的に付着せん断応力が発生するものと推測される．そこ

で部分的な防水層のはく離のモデル化を行い，それが付着せん断応力にどのような影響を

及ぼすのかを検討する． 

 

以上の数値をもとに，舗装と床版界面に作用する直応力と付着せん断応力について言及し，防

水層の規格値５）との比較検討を行うこととする．本解析手法の妥当性を評価するために有限要

素法による同条件のモデルとの計算結果とも比較する． 
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(a) 貞升による接地圧分布４） 
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(b) 接地圧分布のモデル 

 

図-4.3.4 橋軸直角方向の輪荷重の接地圧分布 
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図-4.3.5 計算モデル 

 

表-4.3.2 材料の諸元 

材  料 ヤング係数
(kN/mm2) ポアソン比 

アスファルト舗装（夏季） 0.05 0.4 

アスファルト舗装（冬季） 2.0 0.4 

RC 床版 30.0 0.2 
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図-4.3.6 選点法の概念図 

 

ａ）輪荷重の接地圧分布 

 走行車両の接地圧分布は走行速度によって，タイヤ側壁部に偏った分布になることが貞升の研

究４）によって明らかにされており，それによる橋軸直角方向の接地圧分布は図-4.3.4(a)に示す通

りである．図によれば走行速度が増せばタイヤ側壁部の接地圧が大きくなり，中央部の最小値

q1 と側壁部の最大値 q2との比 q1/q2＝α（図-4.3.4(b)）は速度 50km/h で約 0.5 程度になることが

読みとれる．そこで本研究では，走行速度 60km/h では速度 50km/h と同等であると仮定してα60

＝0.5 を採用し，図に示されていない 80km/h では速度向上によりαが大きくなることも想定さ

れるが，本解析ではα80＝0.3 と仮定して解析を進めることとする． 

 また，床版各部に発生する応力は輪荷重直下が最大となる局部現象であるため，連行する荷重

の影響は無視して作用荷重にはダブルタイヤ 1 組のみを考慮する． 

 

解析モデルを図-4.3.5 に，計算に用いた物性値を表-5.3.2 に示す．モデルは全周単純支持版（辺

長比 1：2）で，床版上には厚さ tp=75mm のアスファルト舗装を考慮している．アスファルトの

ヤング係数は表-5.3.2 の通り，夏季と冬季で想定される一般的な値を設定している．また，輪荷

x

y
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重は前述の通りダブルタイヤとしている． 

 舗装と床版の界面に部分的な損傷，ここではポットホールに繋がるような小規模なはく離を想

定する．解析上，最もはく離進展に影響する付着せん断応力が大きくなる点は荷重の端部になる

ことが想定されるため制動力が作用する方向，すなわち，荷重の橋軸方向にはく離部分を設定し

た．そのような状態は境界条件に制約のある調和解析法では表現できないので選点法を採用した．  

なお，本研究の計算に用いた荷重には衝撃を考慮していない．よって，伸縮継手付近に段差が

有る場合等には本研究の値より大きな応力が発生すると予想される． 

舗装と床版が k 個の接合点で変位が連続しているとすれば伝達力に関する 3×k 元の連立方程

式が得られる．この式を解いて伝達力を求め，その値を各層の上下面の表面力として厚板理論を

適用すれば各層のたわみと応力が求められる．なお，本研究では計算の都合上，平面形状での中

央線で分割される 1/4 部分を抽出し，はく離領域を橋軸方向 50mm，橋軸直角方向を 100mm の

大きさとなるように調整して x，y の各方向を 15 分割して得られる 225 個の不均等ブロックで計

算した（図-4.3.6）．計算で解を得るための級数の項数は，解が収束していることを確認して設定

している． 

 

ｂ）制動荷重による水平力の算出 

 車両の制動時に作用する荷重は，タイヤと路面の摩擦によってその大きさが決定されることに

なる．本研究ではその摩擦係数を道路構造令に準じて縦すべり摩擦係数と称する．縦すべり摩擦

係数は，乾燥路面のものが 0.7～0.8 の範囲で，湿潤路面では 0.5～0.6 の範囲が一般的６）なよう

である．因みに道路構造令７）では乾燥路面で 0.6 程度を採用しており，湿潤路面は 0.3 程度であ

る．ここで，大型車両における既往の制動距離に関する公表数値から縦すべり摩擦係数を算出し

た値を表-4.3.3 に示す．縦すべり摩擦係数の算出方法は，図-4.3.7 の状態で与えられるエネルギ

ー保存則から算出できる．ここで，運動エネルギーと仕事量との関係から，その式を整理すれば

縦すべり摩擦係数を算出する式(4.3.1)が得られる． 

Sg

vv

W

T

2

22
0                              (4.3.1) 

ここに， 

S：制動距離，v0：初速，v：終速，β：縦すべり摩擦係数 

 

表-4.3.3 の大型車両の制動距離から算出した縦すべり摩擦係数によれば，一般道路での走行速

度を v=60km/h として減速した場合の値は 0.425～0.481 の範囲にある．なお，摩擦係数が 20km/h

を下回る範囲で逆転しているが，これは減速距離の影響によるものと想定される． 

本研究で対象とする係数は乾燥路面の最大値として想定される 0.8 に加え，一般道での通常の

使用状態を意識した走行速度 v=60km/h に対応する値を 0.5 として，これらの値を用いて舗装と

床版での界面の応力度を算出する． 
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図-4.3.7 縦すべり摩擦係数の計算モデル 

 

表-4.3.3 大型車両の縦すべり摩擦係数 

減速速度 v  (km/h) 50 40 30 20 0
減速距離 (m) 9 18 25 28 32

摩擦係数 (T/W) 0.481 0.437 0.425 0.450 0.443

走行速度 v 0=60km/h

 

 

 

 

表-4.3.4は水平力として制動荷重を考慮して直進走行する場合の舗装と床版の界面の応力状態

を示したもので，着目しているのは橋軸方向の分布である．表中の①-③は縦すべり摩擦係数を

示しており，摩擦係数を表-4.3.4(a)の床版上面における橋軸直角方向の直応力が停止状態(v=0)よ

りも大きく，停止状態と比較した舗装のヤング係数別の応力では(b)の鉛直応力が直応力よりも

大きい倍率となっている．(c)の付着せん断応力では停止状態との差がさらに顕著になっており，

ヤング係数の大小に関わらず付着せん断応力の規格値４）であるτa=0.2N/mm2 を超過している．

既往の研究８）によれば，荷重を三角形分布にした曲線走行での遠心力作用の計算結果では舗装

のヤング係数が 1.5N/mm2 を超えてから規格値を超過することが明らかになっているので，制動

荷重は遠心力による水平方向の荷重作用よりも厳しい応力状態になる．縦すべり摩擦係数の大き

さによる付着せん断応力の違いは，高速時からの急制動を考慮した係数 0.8 が最も大きな値とな

っているが，一般道レベルの v=60km/h の係数 0.5 でも規格値を超過していることは，特殊な環

境下のみで生じるのではなく，通常の供用レベルでも起こり得ることを示唆している． 

 表-4.3.5 は，舗装のヤング係数を冬季を想定した Ea=2.0kN/mm2 に固定して，荷重位置を支持

辺方向に移動させた場合の付着せん断応力の値を示したものである．表中の荷重位置は支持辺か

らの距離で L=1250mm が中央である．表によれば，作用位置による値の変化は殆どなく，輪荷

重の作用が局所的挙動であることが判る．また，全ての位置で規格値を超過していることから，

荷重の作用位置に関係なく急制動時での付着せん断応力が規格値を超過することが判った． 

 

制動前の運動エネルギー 制動後の運動エネルギー 

v0 

m m 

mv0
2/2 mv2/2 

v 

T 

S 
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 表-4.3.4 制動力作用時の舗装と床版界面の応力比較 

(a) 橋軸方向のコンクリート応力 

②/① ③/① ②/① ③/①
0.05 1.15 1.15 1.19 1.22 1.03 1.06 1.14 1.2 1.22 1.05 1.06
0.1 1.14 1.14 1.19 1.22 1.04 1.07 1.14 1.19 1.22 1.04 1.07
0.2 1.14 1.14 1.19 1.22 1.04 1.07 1.14 1.19 1.22 1.04 1.07
0.5 1.13 1.13 1.17 1.2 1.04 1.06 1.13 1.17 1.2 1.04 1.06

1 1.1 1.1 1.15 1.18 1.05 1.07 1.1 1.15 1.18 1.05 1.07
1.5 1.08 1.08 1.13 1.15 1.05 1.06 1.08 1.13 1.15 1.05 1.06

Ea 2 1.06 1.06 1.11 1.13 1.05 1.07 1.06 1.11 1.13 1.05 1.07
(kN/mm2) 2.5 1.04 1.04 1.09 1.11 1.05 1.07 1.04 1.09 1.11 1.05 1.07

ヤ
ン
グ
係
数

σx 　(N/mm2)

速度 v  (km/h)

摩擦係数　μ ②  0.5 ③  0.8

0 60 80

倍率
　①　00 　①　000 ②  0.5 ③  0.8

倍率

 

(b) 界面の鉛直応力 

②/① ③/① ②/① ③/①
0.05 -0.291 -0.247 -0.351 -0.414 1.42 1.68 -0.213 -0.318 -0.38 1.49 1.78
0.1 -0.291 -0.246 -0.351 -0.413 1.43 1.68 -0.213 -0.317 -0.38 1.49 1.78
0.2 -0.291 -0.246 -0.35 -0.413 1.42 1.68 -0.213 -0.317 -0.379 1.49 1.78
0.5 -0.29 -0.246 -0.349 -0.411 1.42 1.67 -0.212 -0.316 -0.378 1.48 1.78

1 -0.288 -0.244 -0.347 -0.408 1.42 1.67 -0.212 -0.314 -0.375 1.48 1.77
1.5 -0.287 -0.243 -0.344 -0.405 1.42 1.67 -0.211 -0.312 -0.372 1.48 1.76

Ea 2 -0.286 -0.243 -0.342 -0.402 1.41 1.65 -0.21 -0.31 -0.37 1.48 1.76
(kN/mm2) 2.5 -0.284 -0.242 -0.34 -0.399 1.4 1.65 -0.209 -0.308 -0.367 1.47 1.76

ヤ
ン
グ
係
数

③  0.8
倍率

0

③  0.8
倍率

②  0.5②  0.5　①　00 　①　00

σz  　(N/mm2)

速度 v  (km/h) 60 80

摩擦係数　μ 0

(c) 界面の付着せん断応力 

②/① ③/① ②/① ③/①
0.05 0.163 0.144 0.249 0.312 1.73 2.17 0.129 0.235 0.298 1.82 2.31
0.1 0.163 0.144 0.249 0.312 1.73 2.17 0.13 0.235 0.298 1.81 2.29
0.2 0.163 0.144 0.249 0.312 1.73 2.17 0.13 0.235 0.297 1.81 2.28
0.5 0.165 0.146 0.249 0.311 1.7 2.13 0.131 0.235 0.297 1.79 2.27

1 0.167 0.148 0.249 0.31 1.68 2.09 0.134 0.235 0.295 1.75 2.2
1.5 0.169 0.15 0.249 0.309 1.66 2.06 0.136 0.235 0.294 1.73 2.16

Ea 2 0.171 0.152 0.249 0.307 1.64 2.02 0.138 0.235 0.293 1.7 2.12
(kN/mm2) 2.5 0.173 0.154 0.249 0.306 1.62 1.99 0.14 0.235 0.292 1.68 2.09

τyz 　(N/mm2)

速度 v  (km/h)

摩擦係数　μ

ヤ
ン
グ
係
数

③  0.8
倍率

③  0.8
倍率

②  0.50 ②  0.5　①　00 　①　00

0 60 80

 

表-4.3.5 制動力による冬季の付着せん断応力 

②/① ③/① ②/① ③/①
450 0.171 0.152 0.249 0.308 1.64 2.05 0.138 0.235 0.294 1.73 2.75
650 0.171 0.152 0.249 0.307 1.64 2.05 0.138 0.235 0.293 1.73 2.75
850 0.171 0.152 0.249 0.307 1.64 2.05 0.138 0.235 0.293 1.73 2.75

1050 0.171 0.152 0.249 0.307 1.64 2.05 0.138 0.235 0.293 1.73 2.75
1250 0.171 0.152 0.249 0.307 1.64 2.05 0.138 0.235 0.293 1.73 2.75

倍率
③  0.8③  0.8 ②  0.5

倍率

60

　①　00 　①　00②  0.50

荷
重
位
置

速度 v  (km/h)

摩擦係数　μ

0 80

 

β 

β 

β 

β 
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ｃ）はく離に対する計算例 

防水層の一部に施工不良や輪荷重の影響によりはく離が生じた場合には，その直上の輪荷重作

用によって局所的な付着せん断応力が作用し，小規模なはく離が拡大することで舗装の損傷に繋

がることが懸念される．舗装の損傷は通行車両の走行性および安全性に影響することになり，防

水層の損傷は床版の疲労耐久性にも悪影響を及ぼすと推察される．  

そこで選点法による計算モデルで，４．２節で示した界面の一部で応力伝達を強制的に遮断す

る計算を行い，はく離境界部分の付着せん断応力を算出する．なお，選点法の計算手法の妥当性

を確認するために，はく離のないモデルでの調和解析法による値との比較，また計算結果の妥当

性を吟味するために，はく離を有する 3 次元ソリッドモデルの有限要素法で，汎用プログラムで

ある MSC Software 社の MSC.Marc を使用した９）．モデルの形状は 1/4 で節点数は 8，分割数は

x:y:z=15:23:6 による計算値とも比較する（図-4.3.8）．なお載荷荷重は理論解析と同等となるよう

に，道路橋示方書に設定されている接地面積の分布荷重としている．有限要素法による変位とひ

ずみの形状関数（1 次関数）による解法を式(4.3.1)に示す． 

 

  iii uxNxu  

  
i

j

j

i
ij x

xu

x

xu
x 2/1                        (4.3.1) 

ここに，u(x)：x における変位，N：形状関数，u ：接点変位 

    ε(x)：x におけるひずみ 

 

 はく離がない場合の調和解析法，選点法および有限要素法の各計算による床版中央下縁のたわ

みを表-4.3.6 に示す．厚板理論による厳密解と選点法による計算結果は一致しているが，有限要

素法による値は 2.4%程度の誤差となっている． 

図-4.3.9 は界面における橋軸直角方向の付着せん断応力の分布を示しており，はく離のない付

着応力の厳密解と選点法の計算結果を表している．応力の分布形状とピークの位置は両方の計算

結果も同じであるが，選点法の値が厳密解に対して 118%と大きな値となっている．この理由は

選点ブロックの大きさに起因するものと考えられる．しかしながら，橋軸直角方向の直応力を表

す図-4.3.10 では厳密解とよく整合しているので，付着せん断応力での差は全ての計算結果に表

れるものではなく，はく離問題の傾向を評価するに際しては十分であると判断される． 

図-4.3.10 は床版上縁の応力分布であるが，厚板理論による厳密解と選点法による計算結果は

ほぼ一致しているが有限要素法の値は小さいレベルで推移している．  

図-4.3.11 は鉛直応力σzの分布を示したもので，冬季と夏季での舗装のヤング係数の変化は鉛

直応力には影響がないことと，有限要素法の結果にはばらつきのあることが読み取れる．有限要

素法による計算で 100mm 付近に突出した値が現れているが，この原因は部分的に付着をなくし

た計算でも舗装の水平せん断力の分配が残るためと考えられる． 
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図-4.3.12 は床版上面でのねじりによるせん断応力τxy の分布を示したものである．選点法の値

は冬季よりも夏季の方が大きいことから，舗装のヤング係数が季節で変化することによる剛性へ

の寄与による差が生じた結果であると推察される．図にははく離範囲を示しているが，ねじりに

よるせん断応力がはく離の影響を受けていることが判る．有限要素法の値は界面の応力と同様に

選点法と比較して小さな値で推移している． 

 図-4.3.13 は部分的なはく離を考慮した計算結果で，選点法の値ははく離領域で応力の値が零

付近まで低下し，付着領域の前後で増加する傾向となった．ピーク位置は接着・はく離境界から

10mm 離れた位置となっており，その値は冬季の舗装のヤング係数が大きくなる場合で

0.464N/mm2 であり，はく離のない選点法の計算結果 0.346 N/mm2 の 134%にまで大きくなってい

る．選点法の特性として選点ブロックの大きさが精度に影響を及ぼすものの，比較的密なブロッ

ク分割による計算であることと付着の有無の他は条件を合わせているため計算結果の比率は信

頼できるものと考えている．また，荷重載荷範囲の外側の接着・はく離境界でも規格値を超えて

いる部分があり，はく離範囲が走行方向に関係なく左右に広がる危険性が伺える．舗装のヤング

係数を変化させた冬季と夏季の違いに着目すれば，ピークの位置で夏季の方が冬季に対して 5%

程度低下しているものの何れも規格値を大きく超えていることが認められる． 

本研究では選点法の妥当性確認するために有限要素法による解析を行ったが，計算結果からは，

適用する際の留意点，すなわち，たわみ等の変位では精度が得られるが，変位の微分形である応

力に関するピーク値等の算出には限界があることが認められた． 

 
図-4.3.8 有限要素法によるモデル図 

（ソリッドモデル節点数 8，分割数 x:y:z=15:23:6） 

 

表-4.3.6 各計算手法によるたわみの比較 

計算手法 厚板理論 選点法 FEM 

たわみ(mm) 0.2417 0.2417 0.2360 
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図-4.3.9 付着せん断応力分布（はく離無し） 図-4.3.10 床版上面の応力（橋軸直角方向） 
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   図-4.3.11 床版上面の鉛直応力分布     図-4.3.12 床版上面のねじりによる応力 
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図-4.3.13 付着せん断応力 
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４．３．３ 実橋床版での載荷試験における劣化度評価への適用 
 

 鉄筋コンクリート床版の劣化度評価では，これまでひび割れ密度による方法が主流となって実

施されてきた．しかしながら，輪荷重走行による疲労作用が主原因となる疲労現象であればその

適用が中心となるが，材料劣化が相乗する場合には信頼性に乏しくなる．その際には現場での静

的な載荷試験を併用することで耐荷性を把握する調査が実施されている．また，橋梁点検の場面

でも桁高が大きい場合には点検車による近接が困難となり，劣化の実態が把握できないという実

情がある．その際には足場を仮設することになるが，規模が大きい橋梁になるとコストも膨大に

なり，調査に要する期間も長くなる．さらに一部の鋼箱桁橋では，桁上に埋設型枠が設置される

場合があり，床版下面の状況が把握できないという橋梁も実在し，このような橋梁では床版下面

側への計器類の設置が困難となることから，静的な載荷試験すら実施できなくなる． 

 これらの背景から，より簡便に路面上からのみのアプローチで可能な載荷試験を実施する手法

として，床版構造に対しての衝撃荷重載荷試験が開発され，その実用化が進められている２）．本

研究ではその載荷手法を都市内の橋梁や海上橋に適用し，ひび割れ床版の劣化度や過去に補強済

みの床版の補強効果の健全性を評価した．検討に当たっては調和解析法に，実橋での複雑な支持

条件に対しても煩雑な操作なしに精度を確保できる選点法を組み入れた手法で理論上のたわみ

値を算出し，載荷試験結果と比較するたわみ劣化度の指標で評価した 10）．一般に有限要素法に

よる解析が橋梁の載荷試験でも採用される傾向にあるが，実橋での鋼板接着工法や炭素繊維シー

ト接着工法等による補強済み床版では，付着問題やせん断応力を対象とした場合，４．３．２項

で指摘したように厳密解を求めることが困難であるばかりか多大な労力と煩雑な操作が必要と

なる． 

 

ａ）都市内高架橋への適用 

・載荷試験の状況 

 東京都では歴史的鋼橋を含め多くの橋梁を管理しており，その中で道路橋床版を効率よく維持

管理する手法として写真-4.3.2 に示す IIS(Impulse Input System Method)を開発している．このシス

テムは衝撃荷重を発生させる重錘落下のための装置を小型化することで車線と主桁配置で制約

を受ける載荷可能範囲を広げており，速度計センサを任意に配置可能にして橋梁形式を問わず載

荷位置と支持桁位置のデータが取得できるように構成されている．実際の計測では同一箇所で 3

～5 回の試験で速度計センサから得られる波形データを積分処理することで変位に変換し，平均

化したたわみとしている．この手法の利点は前述の通り足場が不要であることに加え，試験が短

時間で可能であり 1 箇所の計測が数分で終了することが挙げられる． 

 載荷試験の対象となった橋梁の概要を図-4.3.14 に示す．本橋は RC 中空床版橋で主版が中間床

版で連続化している上下線一体型の構造である．載荷対象は中央部分の床版で過去に上面増厚工

法と鋼板接着工法で上下面から補強されている． 

- 81 -



 

写真-4.3.2 IIS(Impulse Input System Method)による計測状況 

 

 

(a) 一般形状および調査位置 

 

(b) 橋梁断面図 

 

(c) 床版の補強断面 

図-4.3.14 載荷試験対象橋梁の概要 
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・計算モデル 

 本橋の床版の支持条件は比較的剛性の高い主版に剛結された状態であり，固定版モデルによっ

て解析した．この手法は第五章で詳述しているが単純支持点近傍に剛性無限大のダミー桁を配置

することによって固定支持を生み出すものであり，厚板理論のみで解を得ることも可能となる簡

便な計算手法である．表-4.3.7 は計算に用いた物性値で RC 床版のヤング係数は竣功時の

Ec=25kN/mm2 と鉄筋コンクリートの計算に用いる引張無視の状態を表現する n=15，劣化がさら

に進展した状態の n=31 も考慮した．床版補強の上面増厚補強は補強鉄筋を配置するタイプで

tc=100mm で，接着鋼板の厚さは tp=4.5mm である．なお，計算で解を得るための級数の項数は，

収束したことを確認して設定している． 

 

表-4.3.7 計算に用いた物性値 
厚さ ヤング率 ポアソン比

H (㎜) E（N/㎜
2
） ν

アスファルト舗装 50.0 500 0.40 夏季

RC床版(n=8) 200.0 25,000 0.17 竣工時
RC床版(n=15) 200.0 13,720 0.20 全断面有効時
RC床版(n=31) 200.0 6,461 0.20 引張り無視時
鋼板接着 4.5 200,000 0.30

上面増厚（SFRC) 100.0 35,000 0.17

材料 備考

 
   

表-4.3.8 IIS の測定値と静的換算荷重によるたわみ 

荷重(kN) たわみ(㎜)

A1 鋼板+増厚 5870 54.278 0.0466 0.0429 2.275 0.0977

A2 鋼板+増厚 6125 55.503 0.0526 0.0474 2.275 0.1078

A3 鋼板+増厚 6125 50.880 0.0479 0.0471 2.275 0.1071

A4L 鋼板+増厚 5850 50.997 0.0287 0.0281 2.275 0.0640

A4 鋼板+増厚 5850 51.626 0.0383 0.0371 2.275 0.0844

A4R 鋼板+増厚 5850 50.697 0.0469 0.0463 2.275 0.1052

A6L 鋼板+増厚 5100 53.748 0.0388 0.0361 2.275 0.0821

A6 鋼板+増厚 5100 50.328 0.0426 0.0423 2.275 0.0962

A6R 鋼板+増厚 5100 50.508 0.0435 0.0431 2.275 0.0980

A8L 鋼板+増厚 5620 52.067 0.0407 0.0391 2.275 0.0890

静的50kN換算値

3回の平均値 50kN換算
たわみ㎜

荷重係数
α

たわみ
（㎜）

パネ
ル
№

補強
形式

横桁
間隔
(㎜)

IIS測定値

 

 

・IIS による試験結果 

 IIS法は 100kgの重錘を 740～760mmの高さから自由落下させる衝撃荷重載荷システムであり，

直径 300mm の載荷板を用いている．重錘落下でのロードセルで検出される値はパネル A1 で

54kN となっており，その作用時間は約 23ms であった．なお，本計測ではたわみ測定値を 50kN

に換算して取り扱うものとする． 

 本研究で採用した衝撃荷重載荷試験では，これを静的荷重として取り扱う際に，一例として

路盤上のコンクリート舗装で計測される動的たわみの AASHO 道路試験の解析によると衝撃荷

重の 30～60%が等価なたわみとなる静的荷重と報告されている．本試験では後述する試験車両

を用いた載荷試験の結果から得られた換算弾性係数 n=31 を用いて，IIS によるたわみの値から
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荷重を求め静的荷重の基準値である 50kN に換算して評価する． 表-4.3.8 に IIS による計測たわ

みと静的換算たわみの計算結果を示す．この時の換算荷重は 21.937kN で基準値である 50kN と

の比はα=2.275 となった． 

 

   α= 

 

次にヤング係数を変化させた計算結果と静的換算たわみを比較することで健全性を評価する．

表-4.3.9 は中央載荷の場合の比較を示したもので，載荷試験の結果を静的 50kN 載荷に換算した

たわみは劣化が進展していると想定される n=31 の付着が無い計算結果よりも小さくなっている．

n=15 と n=31 の計算値が近似しているが，現実問題として補強は劣化が進展した状態で施される

ので，n=31 はコンクリートの劣化状態を過小評価しているとは考えにくい．よって，劣化した

床版に施された上面増厚と鋼板接着の各補強工は十分な付着性能を保持していると推定される．  

よって，上面増厚コンクリートならびに下面の補強鋼板は有効に機能していると評価できる．

以上の結果から IIS による載荷試験で補強済み床版の評価が可能で，維持管理に効果的な手法で

あることが示された． 

 

 

表-4.3.9 中央載荷でのたわみの計算値と測定値の比較 

n=8

付着あり 付着あり 付着無し 付着あり 付着無し

A1 5,870 0.0556 0.0711 0.1001 0.1029 0.1817 0.0977

A2 0.1078

A3 0.1071

A4 5,850 0.0557 0.0713 0.1004 0.1030 0.1819 0.0844

B6 5,100 0.0555 0.0710 0.1001 0.1021 0.1813 0.0962

0.1815

n=15　全断面有効 n=31　引張無視
測定値

（静的50kN換算)
計測位置

横桁間隔
(mm)

6,125 0.0555 0.0709 0.1001 0.1030

 
 

 

載荷試験と同じ支持条件での理論計算 50kN 載荷でのたわみ 

載荷試験での 50kN 換算たわみ 
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ｂ）海上橋への適用 

・載荷試験の状況 

 試験で使用した衝撃荷重載荷には舗装の分野で開発，運用されている写真-4.3.3のFWD(Falling 

Weight Deflectometer)を使用した．その載荷機構は図-4.3.15 のとおりである．荷重は衝撃荷重

10tonf (98kN)でその際の重錘落下高さは 1510mm である．たわみの計測は前述の IIS と同様に写

真-4.3.4 に示す速度センサを載荷点と支持桁上に配置して波形データを取得した． 

対象橋梁の断面は図-4.3.16 に示すように 3 主桁の合成桁の中間に縦桁が増設されており，主

桁の桁高が 2200mm でその間隔は 2750mm である．載荷位置は外観目視による床版の損傷度を

考慮しながら，主桁と縦桁間の中央でその位置を選定した（図-4.3.17）． 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

写真-4.3.3 FWD 試験車     写真-4.3.4 重錘落下位置と速度計の配置状況 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図-4.3.15 FWD 試験装置の載荷機構 

（本試験では荷重載荷のみで変位形等は用いていない）   図-4.3.16 橋りょうの断面 

 

 

 

 

速度計 
重錘落下

位 置 

3 0 0 7 5 0 3 0 0 0 3 0 0 0 7 5 0 3 0 0

8 1 0 0

G 1 G 2 G 3

S T S T

1 3 7 5 1 3 7 5

2 7 5 0

P

速 度センサー6 8 8 6 8 8

R C 床版  t = 2 0 c m

アスファルト舗装  t = 5 c m

2 7 5 0

2
2
0
0

- 85 -



 

図-4.3.17 載荷試験位置 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図-4.3.18 計算モデル 

 

・計算モデル 

 たわみ値の計算ではその精度を確保する必要があり，実橋梁の断面をできるだけ忠実に再現す

るため図-4.3.18 に示すようにモデル化した．舗装を含めた 2 層版とし，版の周辺は単純支持で

中央の主桁と縦桁はその断面形状として幅と高さ，および剛性を考慮し，上フランジの変形は考

慮しない．ただし，本橋では床版の一部に鋼板接着工法による補強が実施されており，その部分

の載荷試験の評価では 3 層版として解析している．解析に用いた物性値は表-4.3.10 のとおりで

ある． 

 

2 7 5 0 2 7 5 0

5
5
5
0

載 荷点位置

橋軸直角方向

横桁，対傾構

(
R
C
床

版
 
t
=
2
0
c
m
)

( RC床版 t=20cm)

P

x 

y 

z 

表-4.3.10 計算に用いた物性値 

種　　別 劣化状態
ヤング係数

(kN/mm2)
ポアソン比

アスファルト舗装 － 4.0 0.3

健　全 23.5

引張無視　（n=15) 13.3

劣化　(n=31) 6.5

0.2コンクリート床版

 
 

凡例 

静的・衝撃載荷試験

衝撃載荷試験
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・床版の劣化度評価 

 調査対象床版の劣化度の評価ではたわみによる劣化度を用いた．その手法は松井が提案 11）し

たもので，解析上の引張無視の断面におけるたわみ値に実測たわみが達した状態を使用限界とす

るものである（式-4.3.2）．この評価手法ではひび割れがない健全な状態の劣化度を零として，実

測活荷重たわみが引張側コンクリートを無視した理論値に到達した時点を使用限界と定義して

いる． 

 

)/()( 00 WWWWD c                          (4.3.2) 

 

ここに，Dδ：たわみ劣化度（Dδ＝1.0 で使用限界に到達，Dδ>1.0 で使用限界を超え対策必要） 

W：実測活荷重たわみ(mm) 

     W0：コンクリートの全断面を有効と仮定した理論たわみ(mm) 

     Wc：引張側コンクリート無視の状態での理論たわみ(mm) 

 

 表-4.3.11 はたわみ劣化度を評価した結果である．ここで，試験位置の第 7，10(2)，13 径間の

結果は，衝撃荷重載荷と同時に行った静的な載荷試験の結果を示している．静的な試験は全載荷

位置の一部で実施しており，載荷によるデータ取得の他に衝撃荷重載荷試験のキャリブレーショ

ンとしての位置づけでもある． 

 計算結果によれば，第 6 径間でたわみ劣化度が使用限界の指標となる 1 を超過しているが，他

は下回っており，健全な状態を維持していると評価できる．鋼板接着が施されている第 8，15(2)

径間では，計算結果が零を下回っていることから補強効果ならびにそれが維持されていることが

伺える．図-4.3.19 は劣化度が 1 を超過した第 6 径間と，比較的健全な第 10 径間(3)の解析結果に

よる橋軸直角方向のたわみ分布に実測たわみをプロットしたものである．ここで，解析上で設定

した n=31 は筆者らの研究２）で新たに設定した値である．図によれば，解析上で劣化状態を設定

することにより実測たわみの評価が容易になることが判る．さらに，経年後のデータが蓄積され

れば，実測たわみの比較も可能になることから，より精度の高い劣化度の評価と維持管理計画が

策定できることになる． 
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表-4.3.11 たわみ劣化度の計算結果 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) 第 6 径間                (b) 第 10 径間(3) 

図-4.3.19 たわみ劣化度の評価 

 

 

W Wo Wc Dδ
第6径間 FWD 無補強 0.133 0.077 0.121 1.27

第7径間(1) 静載荷 無補強 0.080 0.130 0.202 <0

〃 FWD 無補強 0.080 0.097 0.149 <0

第7径間(2) FWD 無補強 0.133 0.113 0.174 0.33

第8径間 FWD 鋼板接着 0.071 0.091 0.124 <0

第10径間(1) FWD 無補強 0.095 0.100 0.152 <0

第10径間(2) 静載荷 無補強 0.100 0.107 0.172 <0

〃 FWD 無補強 0.088 0.088 0.138 0.00

第10径間(3) FWD 無補強 0.081 0.067 0.104 0.38

第12径間 FWD 無補強 0.092 0.113 0.173 <0

第13径間 静載荷 無補強 0.153 0.132 0.205 0.29

〃 FWD 無補強 0.112 0.096 0.146 0.32

第15径間(1) FWD 無補強 0.102 0.100 0.153 0.04

第15径間(2) FWD 鋼板接着 0.065 0.073 0.101 <0

第17径間 FWD 無補強 0.094 0.086 0.134 0.17

試験位置
床版の
種類

たわみによる判定
載荷方法
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み
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４．４ まとめ 

 

 本章では多層版解析の手法として調和解析法と選点法の概要を紹介した．劣化床版への対策工

法には各種の工法が実施されてきているが，それらは既設床版との接着による一体性を確保して

おり，界面の一部にはく離現象が発生する場合にはその補強効果を揺るがす大きな問題となる．

近年，床版の疲労耐久性を向上させるための方策として橋面防水の必要性が叫ばれているが，防

水に関してもはく離は重要な問題であり，各種の検討が実施されつつある．本章で得られた成果

を以下に列挙する。 

 

① 数値計算例として，調和解析による多層版解析を実施した．対象は上面増厚工法による補強

床版と床版の水平ひび割れに関する問題である．結果として，上面増厚工法は輪荷重直下の

エッジ部分で横せん断応力が最大となり，はく離の危険性が示唆された． 

② 水平ひび割れ問題では，上面増厚工法を採用した場合には，その増厚効果により横せん断応

力の版厚方向の最大値の位置が上方に変化し，上側鉄筋の付近となることが示された．横せ

ん断応力に着目する場合には鉄筋はコンクリートの断面積を減少させる異物とも言えるの

で，そのピーク値に鉄筋の断面投影面積をコンクリートの断面積から減じれば，見かけ上の

横せん断応力が増加することになり，水平ひび割れ発生の危険性は増大することになる． 

③ 選点法を用いた多層版解析による防水層のはく離問題を検討した結果，輪荷重の制動荷重を

も考慮した場合には，防水層のはく離現象の危険性をはらんでいることが判った．さらに，

部分的にはく離した防水層では，さらにはく離が進展する危険性が認められた．また，解析

の妥当性を評価するものとして，有限要素法による解析もあわせて実施したが，結果として

横せん断応力に着目した場合には有限要素法による解析では混合法とは一致せず，はく離問

題のように界面の状態を検討する際には限界のあることが示された． 

④ 実橋床版の載荷試験による補強済み床版やひび割れ劣化床版のたわみ劣化度の評価に，多層

版解析を用いることで劣化度の評価が精度良く，かつ容易に可能なことが示された．対象と

した載荷試験法は衝撃荷重によるもので，足場を必要とせず短時間で試験が可能となること

から，この解析法による検証と組み合わせることで床版の維持管理に対する強力なツールに

なることが期待される． 
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第五章 混合型境界辺を有する版の解析 

 

 

 二章で誘導された変位関数による厚板理論は，厳密な解が得られるものの Timoshenko が指摘

したように境界条件に制約を受けるため，それらを解析するために薄板理論で境界条件を満足さ

せる混合法を三章で提案した．ただし，混合法では支持辺全長に渡る自由境界や固定境界は扱え

るものの，支持辺の一部が自由境界や固定境界となる問題には適用できない．本章では，それら

の混合型境界で解を得る手法を提案する．本章で用いる用語として混合型境界を以下に定義する． 

 混合型境界：板を支持する一辺に単純支持，固定支持，自由支持が混在する境界条件 

 

５．１ はじめに 

 

 道路橋床版の設計では，現行の道路橋示方書に準拠する曲げモーメントを算出し，その値か

ら断面諸元を決定している．その際単純版，片持版および連続版等の境界端の支持条件は辺上で

一様な一方向版と限定されている１）．プレートガーダー橋の垂直補剛材付近では支持桁の首振り

変形が抑制されるため，力学的に見れば同じ桁内でも場所に応じて回転条件が変動する複雑な状

況に至ると推察される．また近年高速道路で採用されているプレストレストコンクリート箱桁橋

の張出し長を大きくしてストラットで支持する構造（図-5.1.1）は，床版の境界条件が単純支持，

部分固定支持，および部分的な自由辺を同時に持つ変則的な支持条件となっている．このような

混合型境界を示す床版設計は，実験による値や有限要素法による数値結果から断面定数が決定さ

れているようである． 

 

 

 

 

 

 

図-5.1.1 ストラット付きPC箱桁橋 

 

床版構造の多様化にともない，変則的な境界条件で支持される多層系床版の数は増加すると推

察されるが，それらを扱う解析法は前述のように有限要素法が有力となろう．しかし異種材料間

の界面でのずれ現象を解析する場合，インターフェイス要素等の特別な要素導入が必要であり，

かつ解析結果についての照査・評価法が確立しているとは言い難い． 

ストラット 
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混合型境界の代表例である部分固定支持版を対象とした既往の研究には，薄板理論を用いた倉

田らによる方法がある２）３）．倉田らは単純支持辺上に作用させる端モーメントの素解を駆使し，

与えられた固定区間内のみで辺と直交する方向の回転角を零とするようにFourier級数解をその

固定区間内で再展開する手法を提案した．しかしこの手法は固定区間に任意の長さを与えたり，

その位置を変化させることは解析上の煩雑さを招くとともに，多層版への適用には一層の困難さ

を生じさせると予測される． 

本章では，混合型境界を有する厚板や多層版の解析が可能となる簡便な方式として，選点法を

併用する手法を解説する．また自由辺を持つ床版を対象として混合法を採用して本手法の拡張を

試みる．これらの解析手法が自由辺，単純支持辺，ならびに固定辺等の各境界条件で変則的に構

成される混合型境界辺を有する場合にも活用できることを計算例で示す．なお，計算手法の評価

として，公表されている実験結果との比較や有限要素法を用いた解析を実施する． 

 

５．２ 部分固定化手法の解説 

 

ａ）単純支持の境界条件を固定化する方法 

単純支持条件を固定化する方法を以下に説明する．この方法を簡潔に述べれば「単純支持辺近

傍に曲げ剛性が無限大のダミー桁を配置する方法」と言える．この方法に対する理解を容易にす

るために，はりモデルを例にとり説明する． 

 

  

 

図-5.2.1(a)に示す両端固定はりの断面力を得るために，図-5.2.1(b)に示すモデルを設定する．

AA’間とBB’間に仮想桁を配置すれば，三連モーメント法により式(5.2.1)が得られる． 

  

 

B

EI

l

P
A

 

(a) 固定はり 

l AA' l BB'

EIAA' EIBB'EI

l

AA' B'B
P

 

(b) 固定はりへの三連モーメント法の適用 

図-5.2.1 固定化手法のはりモデル 
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点Aにおいて 

0
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'
'

'

'

6336 lBA
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AA
A
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AA M
EI

l
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EI

l

EI
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l                (5.2.1a) 

点Bにおいて 

0
'

'

'

'

'

6336 rB
BB

BB
B

BB

BB
A M

EI

l
M

EI

l

EI

l
M

EI

l                (5.2.1b) 

ここで， 0
l
， 0

r
ははりAB内に作用する荷重による点AとBのたわみ角 

次に，支持条件を固定化するために仮想桁AA’とBB’の曲げ剛性EIAA’とEIBB’を無限大にすれば，

点AとBの固定端モーメントの断面力に関する関係式が得られる． 

0

63 lBA M
EI

l
M

EI

l                          (5.2.2a) 

0

36 rBA M
EI

l
M

EI

l                          (5.2.2b) 

式(5.2.2a)と(5.2.2b)の連立方程式からMA，MBが得られる．そこで，式(5.2.1a)と(5.2.1b)の三連モ

ーメントの式に着目すれば，仮想桁の曲げ剛性と支間長は反比例の関係にあることが判る．すな

わち，曲げ剛性を無限大とすることと仮想桁の支間を無限小とすることは同じ効果となり，固定

支持の境界条件が得られることになる．この手法を版構造へ応用して，本研究では単純支持辺の

直近に曲げ剛性が無限大のダミー桁を配置することとした． 

 

ｂ）版構造における固定化 

ⅰ) 薄板理論による解説 

 薄板理論を用いて，版構造での固定化を説明する．計算モデルは図-5.2.2の通りである．全周

固定される薄板（x方向スパン=a，y方向スパン=b）の級数解は，全周単純支持される解を特解に，

xおよびy軸方向の固定条件を満足させる同次解を重ね合わせて次のように表される． 

m n
mnmn xyqwD sinsin/ 4   

xyyshDyychCyshBychA mmmm
m

mmmmmmm sin)(  

    yxxshHxxchGxshFxchE nnnn
n

nnnnnnn sin)(          (5.2.3) 

 

ここで，a：x 方向のスパン，b：y 方向のスパン 

    amm / ， bnn / ， 

D：版剛性，
222

nm ， 

 yych mm cosh ， yysh mm sinh ， 
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桁4
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∞ ∞
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η ηb
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EI
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ａ

多層版

桁1

       図-5.2.2 計算モデル 

                         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    qmn：荷重の Fourier 係数 

    Am～Dm，En～Hn：x=0,a，y=0,b の境界条件から決定される未定定数 

 

x＝0，a での固定条件 w＝0 とθx＝0，および y＝0，b での固定条件 w＝0 とθy＝0 を同時に

満足させるには，例えば式(5.2.3)中の双曲線関数を sine あるいは cosine 級数で次式のような再展

開する等の工夫が必要である． 

 

ybshbysh n
n

mn
n

m sin/)1(/2 21  

ybchbych nm
n

n
n

m sin/)1(1/2 2
            (5.2.4) 

 

未定係数 Am～Hｎは再展開系式での特有の連立方程式から決定されるが，得られた数値解の収

束性が問題になる．したがって，この方法を多層版に持ち込むことは煩雑な計算過程を経ること

になり得策とは言えない． 

本研究では桁 1～桁 4 の反力分布に関して選点法を組み合わせて，以下の手順で任意荷重下で

の全周固定版の解析を進める． 

① 剛性が無限大のダミー桁 1～桁 4 に作用する反力分布を，例えば桁 1 について図-5.2.3 に

 

 

 

 

 

ξ

jL
L

1

 

図-5.2.3 反力分布の 

選点ブロック 

R1
1 

R1
2 

R1
j 
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示す L 個の矩形状選点ブロック R1
k(k=1，L)に置き換える．級数の発散を防止するために

桁反力を幅方向に分布させ，その形状を一様とする． 

② 桁 i ( i=1，4)における各選点ブロックの中央位置 x=ξj
 (j=1，L)で①から得られる各反力に

よるたわみと荷重による総たわみの和がこの点で零となるように，桁 1～桁 4 の反力群

R1～R4 を決定する． 

③ 荷重およびダミー桁に伝達される反力を版に作用させて，版内のたわみ，応力，および曲

げモーメント等を求める． 

 

 以上の手法を用いて分割ブロック数5で計算した結果とTimoshenkoの古典解４）を比較すると，

版中央点での誤差は3%未満であるが固定辺中央での曲げモーメントの誤差は比較的大きく7%

程度となっている（表-5.2.1）．これはダミー桁の配置位置(a/200)と支持幅(a/100)，および選点ブ

ロックの形状が影響しており，算出する値に応じて調整する必要があることを示唆している． 

 なお，厚板理論での全周固定される版の解析は，薄板理論と同様の手順に従って上面の応力条

件用いて荷重 q を考慮しながら，下面にダミー桁 1 と 2 で反力ブロックを作用させる．選点ブロ

ックの中央位置での総たわみを連続させる条件から，反力分布 Ri
j(i=1,4，j=1,L)を計算し，荷重

q および桁からの反力を重ね合わせて版解析の数値解が得られることになる． 

 

表-5.2.1 本手法の計算結果と古典解との比較 

(a) 中央点でのたわみと曲げモーメント 

w (qa 4/D ) Mx (qa 2) My (qa 2)
Timoshenko 0.00126 0.0231 0.0231

本解法 0.00128 0.0255 0.0231

誤差　(%) 1.6 2.6 0.9  

 

(b) 固定辺中央での曲げモーメント 

My (qa 2)
Timoshenko -0.0513

本解法 -0.0479

誤差　(%) 6.6  

 

ｂ）ダミー桁の最適位置に関する検討 

 ダミー桁を配置して固定化する手法では，その配置位置が解の精度に影響を及ぼすことが推量

される．そこで代表的な例として全周固定版を取り上げ，桁位置を変数として計算を実施した．

荷重は等分布満載で正方形版の辺長を a とし，版厚は a /10，ダミー桁が版と接する幅を a/100

に設定している．選点法を用いたダミー桁上の選点ブロック数は 12 であり，ポアソン比は 0.3

で，対象とするのは版中央点でのたわみと応力である．図-5.2.4は全周固定版の計算結果である．

たわみと応力では桁位置に対する応答が異なる結果を示しており，直応力が桁位置の影響を受け
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にくいことがその勾配から読み取れる．次章で詳述する倉田の解と比較した結果，厚板理論によ

る計算では±5%未満を目安とする桁位置は支間長との比で，約 a/60 よりも単純支持辺側に近づ

ければ良いことが判る．ただし，この桁位置の影響は厚板理論や薄板理論等の解析手法により異

なり，各解析手法での最適位置はそれぞれの支持条件に対して検討する必要がある．本研究にお

ける各種計算では a/20～a/200 の範囲で調整しながら精度を確保している． 

以下ではダミー桁による固定化手法①～③を，厚板理論，薄板理論，および混合法による厚板

理論のそれぞれの解法に適用し，混合型境界条件を有する版問題を検討する． 
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0 0.005 0.01 0.015 0.02

単純支持辺までのダミー桁の距離／支間

倉
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図-5.2.4 ダミー桁位置と数値解との関係 
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５．３ 混合型境界の数値計算例 

 

 前節で提案したダミー桁を配置する部分固定化手法を用いて，各種の境界条件を有する版の計

算を実施する．解の妥当性を評価するために既往の解析的研究で公表されている結果との比較と，

実験結果，有限要素法との比較も実施する． 

 

５．３．１ 既往の解との比較 

 

ａ） 四辺支持版 

 四辺支持版を基本とする版の中央点における計算結果を表-5.3.1に示す．表には倉田の解２）を

示しており，本研究における薄板理論解，および厚板理論解と比較する．比較対象の物理量はた

わみwと直応力σxおよびσyである．表中の上添字uとlは版の上縁と下縁を示している．なお，計

算条件は前述の桁位置の計算と同様で，荷重状態は等分布満載で辺長をaとし，版厚hはa /10，

ダミー桁の配置はa/200でその支持幅はa/100に設定している．選点法を用いた辺の選点ブロック

数は12で統一しており，ポアソン比は0.3である．計算では局所的な応力分布の3次元解が得られ

る厚板理論の特性を考慮し，たわみの他に応力値を床版の上下面で算出するものとした． なお，

解を得るための級数の項数は，計算の種類毎に解が収束するまで繰り返し計算で確認している． 

 

表-5.3.1 四辺支持での計算結果 

倉田の解　 薄板の解　 厚板の解　

A B C

Wu 0.0443 0.0443 0.0460 1.00 1.04

Wl 0.0443 0.0443 0.0460 1.00 1.04

σ x
u /q=σ ｙ

u /q -28.68 -28.73 -29.00 1.00 1.01

σ x
l /q=σ ｙ

l /q 28.68 28.73 28.90 1.00 1.01

Wu 0.0323 0.0321 0.0313 0.99 0.97

Wl 0.0323 0.0321 0.0313 0.99 0.97

σ x
u /q -21.00 -20.80 -20.37 0.99 0.97

σ x
l /q 21.00 20.80 20.27 0.99 0.97

σ ｙ
u /q -24.30 -24.34 -23.67 1.00 0.97

σ ｙ
l /q 24.30 24.34 23.47 1.00 0.97

Wu 0.0155 0.0151 0.0159 0.97 1.03

Wl 0.0155 0.0151 0.0158 0.97 1.02

σ x
u /q=σ ｙ

u /q -14.40 -14.23 -14.40 0.99 1.00

σ x
l /q=σ ｙ

l /q 14.40 14.23 14.25 0.99 0.99

Wu 0.0213 0.0201 0.0211 0.94 0.99

Wl 0.0213 0.0201 0.0211 0.94 0.99

σ x
u /q=σ ｙ

u /q -17.64 -17.14 -17.41 0.97 0.99

σ x
l /q=σ ｙ

l /q 17.64 17.14 17.26 0.97 0.98

Wu 0.0138 0.0134 0.0142 0.97 1.03

Wl 0.0138 0.0134 0.0141 0.97 1.02

σ x
u /q=σ ｙ

u /q -13.74 -13.52 -13.80 0.98 1.00

σ x
l /q=σ ｙ

l /q 13.74 13.52 13.65 0.98 0.99

支持条件

⑤

　ただし，　Wu=w uEh 3/qa 4　　,　Wl =w lEh 3/qa 4

C/A

全周固定

単純支持

部分固定１
（一辺）

部分固定２
（四辺中央）

部分固定３
（四辺角部）

B/A照査項目

①

②

③

④

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x
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 表によれば，薄板解に比べて厚板解は倉田の解との差が小さい．以上の結果，四辺支持版を基

本とした混合型の境界条件では，倉田解に対してほぼ同等の値が得られており，ダミー桁による

固定化手法は良好な精度を確保できていると言える． 

 表-5.3.1に示した支持条件②の1辺の中央部のみが固定される場合の版上縁におけるたわみとx

方向，y方向の直応力σxとσyの等高線を図-5.3.1に示す．図中の赤線は圧縮域を示している．計算

は厚板理論によるものである．図によればそれぞれのピーク位置は固定位置の影響を受けて版中

央から偏倚していることが読み取れる．また，部分固定の影響はσxの方が顕著となっており，支

持条件の効果が反映されていることが判る．固定支持近傍に着目すると，σxがσyの2倍程度とな

っている．  
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        (a) たわみ Wu             (b) 直応力σx
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(c) 直応力σy
u/q 

図-5.3.1 たわみと応力の等高線（四辺支持部分固定，表-5.3.1 ②） 
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y/a

x/a x/a
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ｂ）相対する 2辺が自由で，残りの 2 辺が支持される版 

 表-5.3.2に相対する2辺が自由で，他の2辺で支持される場合の版中央点での計算結果を示し，

薄板による解，混合法による解，および倉田・岡村の解３）とを比較する．ここで，表-5.3.1では

厚板理論解による比較を行っているが，自由辺を含む境界条件では厚板理論のみでの解を得るこ

とは困難であるため混合法を採用している．ここで，本計算におけるダミー桁位置は解析手法や

支持条件に合わせてa/20～a/200まで変化させながら，たわみや応力が収束性を示す範囲で調整

した．版形状，ポアソン比は前節の四辺支持版と同様で，荷重は等分布満載である． 

 表によれば部分固定での応力σxが倉田・岡村の解と数%異なる結果となったが，薄板解もほぼ

同レベルで異なっている．他の解は倉田の解と同等であることから，ダミー桁による固定化手法

は相対する2辺が自由となる支持条件についても適用できることが判る． 

 

 

表-5.3.2 相対 2 辺自由，2 辺部分固定版での比較 

倉田の解　 薄板の解　 混合法の解　

A B C

Wu 0.1430 0.1424 0.1443 1.00 1.01

W l 0.1430 0.1424 0.1442 1.00 1.01

σ x
u /q -73.50 -73.28 -73.62 1.00 1.00

σ x
l /q 73.50 73.28 73.54 1.00 1.00

σ y
u /q -16.26 -16.32 -16.49 1.00 1.01

σ y
l /q 16.26 16.32 16.50 1.00 1.01

Wu 0.0458 0.0442 0.0473 0.97 1.03

W l 0.0458 0.0442 0.0472 0.97 1.03

σ x
u /q -33.60 -32.93 -33.84 0.98 1.01

σ x
l /q 33.60 32.93 33.60 0.98 1.00

σ y
u /q -2.40 -2.83 -2.64 1.18 1.10

σ y
l /q 2.40 2.83 2.91 1.18 1.21

Wu 0.0283 0.0270 0.0276 0.95 0.98

W l 0.0283 0.0270 0.0276 0.95 0.98

σ x
u /q -24.60 -24.06 -23.82 0.98 0.97

σ x
l /q 24.60 24.06 23.73 0.98 0.96

σ y
u /q -6.60 -6.59 -7.04 1.00 1.07

σ y
l /q 6.60 6.59 7.23 1.00 1.10

C/AB/A照査項目

　ただし，　Wu=w uEh 3/qa 4　　, 　Wl =w lEh 3/qa 4

部分固定

単純支持

固定支持

支持条件

⑥

⑦

⑧

y

x

y

x

y

x
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 表-5.3.2に示した支持条件⑦の支持辺の中央部分を固定とした場合のたわみとx方向，y方向に

関する直応力の等高線を図-5.3.2に示す．ダミー桁で用いている選点法の分割数は18でダミー桁

は辺長に対しa/20の位置に配置し，支持幅はa/10である． 

 計算した支持条件は版中央に対して各方向ともに対称形であり，応力分布も対称条件を満足し

ている． 
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(a)  たわみ Wu             (b) 直応力σx
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(c) 直応力σy
u /q 

図-5.3.2 たわみと応力の等高線（相対 2 辺自由，他 2 辺部分固定⑦） 
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５．３．２ 固定支持と自由支持が混在する 

混合型境界条件を有する版の計算 

 

 前節では四辺支持で部分固定を設定した支持条件と，相対する2辺が自由で，他の2辺に部分固

定を設定した支持条件における既往の解との比較を行ったが，何れも同等の数値が得られており，

本研究によるダミー桁を単純支持辺近傍に配置する方法は部分固定版に適用できることが示さ

れた．本項ではこれまで数値解が提示されていない，同一辺内の一部に自由辺を有する混合型境

界をテーマとする．この計算では相対する2つの自由辺の各辺にそれぞれ2本のダミー桁を接近さ

せて配置し，それらの桁の支持辺長を調整することで，自由辺や単純支持，および固定支持を任

意の幅，長さに設定できる．解析理論は混合法で，荷重条件は等分布荷重である．残り2辺は単

純支持に対してダミー桁を配置する固定支持や単純支持（ダミー桁がない状態）を設定する． 

 本計算では版厚hをa/10とし，固定条件を創るための2本の桁を配置する辺では，境界辺に近い

桁位置を外側としてa/200，内側をa/50とし，それぞれの支持幅は外側がa/100で内側がa/50であ

る．残りの2辺での単純支持辺の内側に配置するダミー桁は2本桁の内側桁と同様の位置である．

計算に用いたポアソン比は0.3で，単純支持辺側で設定している選点法による分割数は30とした．

各条件の設定長さを辺長のa/3としているが，これまでの計算同様，任意の長さに対応できる． 

 

 表-5.3.3は各種混合型境界における計算結果で，算出した値は版中央のたわみと直応力である．

表では3種類の境界条件の組み合わせを，2本の桁を有する辺で単純支持，固定支持を使い分けて

いる．この計算例の応用として，自由辺の中央部分を固定支持とする条件（支持条件⑨）では，

支持部分の幅を狭くすることでストラットで固定されるプレストレストコンクリート箱桁の張

出し床版が模擬できることから，固定支持とした場合の支持辺近傍の複雑な応力分布が把握でき

ることになる．なお，本研究ではダミー桁の曲げ剛性を無限大に設定しているが，ストラットの

ような弾性変形が無視できない場合には，桁の剛性を調整することで対応できる． 

 

数値計算例の中から，相対する 2 辺に 3 種類の混合型境界を設定して，他の 2 辺が単純支持と

固定支持の場合（表-5.3.3，⑭）の曲げモーメントとたわみ，および直応力の等高線表示を図-5.3.3

に示す．図-5.3.3(b)の曲げモーメント Mx/qa2 によれば，固定辺の位置関係に合わせてその分布は

複雑になっており，特に同一辺内に 3 種類の支持条件を有している部分では，正負が交番する分

布となっている．それに対応する直応力σx
u/q も同様の分布となっている． 

 

 

 

 

- 101 -



表-5.3.3 自由辺を有する混合境界を有する版の計算結果（x/a=y/a=0.5） 

計算対象 計算結果 計算対象 計算結果

W u 0.0231 W u 0.0146

W l 0.0231 W l 0.0145

σ x
u /q -14.41 σ x

u /q -13.55

σ x
l /q 14.70 σ x

l /q 13.66

σ y
u /q -19.84 σ y

u /q -12.87

σ y
l /q 20.89 σ y

l /q 13.69

W u 0.0140 W u 0.0164

W l 0.0139 W l 0.0163

σ x
u /q -13.53 σ x

u /q -13.70

σ x
l /q 13.63 σ x

l /q 13.85

σ y
u /q -12.74 σ y

u /q -15.05

σ y
l /q 13.50 σ y

l /q 15.85

W u 0.0158 W u 0.0140

W l 0.0157 W l 0.0139

σ x
u /q -15.51 σ x

u /q -13.53

σ x
l /q 15.70 σ x

l /q 13.63

σ y
u /q -12.94 σ y

u /q -12.74

σ y
l /q 13.41 σ y

l /q 13.50

⑩

⑪

⑫

⑬

支持条件支持条件

⑨

　ただし，　Wu =w uEh 3/qa 4　　,　W l=w l Eh 3/qa 4

⑭
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図-5.3.3 たわみ，曲げモーメント，直応力の等高線（混合境界⑭） 
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５．３．３ 実験結果および有限要素法との比較 

 

ａ）実験結果による解析手法の評価５） 

前節で示した固定辺を持つ床版の解析法の妥当性と応用性を評価するために，横桁で支持され

る合成床版の移動載荷疲労試験を扱った萩原らの論文６）と比較する．試験供試体の平面形状は

橋軸方向長さ 10.5m，橋軸直角方向長さ 6.50m（主桁間隔）であり，橋軸方向に 3.50m 間隔で 4

本の横桁が配置されている．本研究における解法を適用する際には，固定辺を生み出すためのダ

ミー桁の曲げ剛性を実際の剛性に合わせた横桁を配置し，図-5.3.4 に示すようにモデル化した．

計算に用いた物性値を表-5.3.4 に示す． 

 表-5.3.5 に本解法による計算結果と萩原らの報告値の一覧を示す．表中の萩原らの値は論文中

に示されている図からの引用値であるため，若干の誤差を含んでいる． 

萩原らの解析値は 3 次元有限要素法によるもので主桁，横桁，合成床版の底鋼板をシェル要素

で，コンクリートと底鋼板の補剛リブをソリッド要素でモデル化しており，底鋼板に溶植される

頭付きスタッドはコンクリートと底鋼板の節点を共有するモデル化を行っている．なお，本解法

による計算では，底鋼板の補剛リブは寄与しないものとして無視しており，コンクリートと底鋼

板の界面にはずれがなく完全に一体化しているものと見なした． 

 表によれば，本解法による鋼板とコンクリートが完全合成される計算のたわみは萩原らの値よ

りも小さくなっており，その差は 20%程度となっている．ひずみに関してはたわみとは逆に本

解法が大きめの 18%程度の値を示しており，コンクリートひずみでは萩原らの解析値とほぼ同

等である．これらの計算結果の差はコンクリートと鋼板の合成状態の取り扱いの違いによるもの

と推察されるが，本計算手法は実用上十分な精度であると考えられる．よって，本研究で提案す

る厚板理論による多層版の解析手法は，固定辺を有する各種の構造体への適応性が高いと判断で

きる，萩原らの実験値に対してさらに精度を向上させるためには頭付きスタッドの位置でのみ鋼

板との接合を図る選点法による不完全合成の状態とする必要がある． 
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図-5.3.4 計算モデル（単位：mm） 

 

表-5.3.4 材料物性値 

種　別 ヤング係数（N/mm2) ポアソン比

コンクリート 2.88×104 0.167

鋼 2.0×105 0.3

床版厚

鋼板厚さ

267mm  （底鋼板を含む）

8mm  (補剛リブ22mm）
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表-5.3.5 計算結果の比較表 

計測値　a 解析値　b a /c b /c
中央側載荷点直下 0.43 0.45 0.37 1.16 1.22

載荷点の中間部 0.41 0.42 0.35 1.17 1.20

支点側載荷点直下 0.34 0.34 0.30 1.13 1.13

×10-6 -38.0 -52.0 -54.0 0.70 0.96

×10-6 40.0 40.0 48.5 0.82 0.82

本論文の
方法　c

数値の比較

mm

単位

引張縁鋼板ひずみ

着目位置
萩原らの値

たわみ

圧縮縁コンクリートひずみ

 

 

 

 

ｂ）有限要素法による計算 

全周固定される長方形多層床版（辺長比 1：4）問題を取り上げ，輪荷重点近傍に発生する応

力および変位に着目する（図-5.3.5）． 

ダミー桁 1 は y=100mm，桁 2 は y=2900mm，および桁 3 と 4 はそれぞれに x=100mm と 11900mm

に配置し，各桁のフランジ幅は何れも 100mm に設定している． 

実橋床版で遭遇するのと同等な多層版の諸元を表-5.3.4 にまとめる．載荷荷重は道路橋示方書に

示されている P=100kN を採用し，その形状は実車輌を想定したダブルタイヤとした．載荷パタ

ーンは輪荷重が床版中央に位置する対称載荷の case1 と偏心載荷の case2 とする．比較のために

3 次元有限要素法による結果と本計算結果を掲げ，本計算手法の妥当性を吟味する．なお，有限

要素法は汎用プログラムである MSC Software 社の MSC.Marc７）を使用した．要素は 8 節点の

アイソパラメトリック要素であり分割数は x:y=48:40 で，z 方向は図-5.3.6 に示す舗装 2 層，コン

クリート版 5 層，鋼板 1 層の要素分割を採用した．ただし線形内挿関数を使用するため，ひずみ

は全体を通じて一定になる傾向にあり，変形挙動が緩慢となることから，曲げ変形の影響を強く

受ける鋼板に想定ひずみ法を用いることによって曲げ特性の改善を図った．なお，舗装とコンク

リートの付着せん断応力の解析では，ヤング係数が大きく異なる材料の界面への着目であること

から，節点を共有した方法では精度が期待できないので Coulomb Friction モデルによる接触条件

を考慮した接着要素（インターフェイス要素）を界面部に導入し，ずれがないものとして解析し

た． 
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図-5.3.5 鋼・コンクリート合成床版の計算モデル （単位：mm） 
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図-5.3.6 有限要素法の計算モデル（単位：mm） 

 

表-5.3.4 計算に用いた物性値 

ヤング係数（N/mm2) ポアソン比

2.80×104 0.167

2.10×105 0.3

5.00×102 0.4

80　mm

アスファルト舗装

種　別

コンクリート

鋼

床版厚

鋼板厚さ

舗装厚さ

284　mm  （底鋼板を含む）

9　mm
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ⅰ）たわみおよび鋼板に発生する応力 

 図-5.3.7 に版中央に荷重を載荷する case1 における橋軸直角方向のたわみの計算結果を示す．

ピーク値は版中央で発生しており，有限要素法の値が約 0.08mm で本研究の解法による値が約

0.1mm と本解法の値の方が 25%程度大きい値を示している．  

図-5.3.8 は鋼板下面に発生する橋軸直角方向の応力分布を示したもので，case1 の荷重状態を

図-5.3.8(a)，case2 を図-5.3.8(b)にまとめる．版中央に載荷した case1 では分布形状とそのレベル

がほぼ一致しており，荷重位置が版中央から橋軸直角方向に 750mm ずれた位置に載荷した case2

でも分布形状はほぼ一致している．応力の大きさは何れの荷重ケースでも本解法による数値が大

きめの値を示しており，case2 でのピーク値は本解法が約 20%程度大きくなっている．たわみお

よび鋼板応力に差が生じている理由は多層構造の版モデルに対しての有限要素法の要素分割が

影響していると考えられる．また，桁端部付近では応力値が急変する傾向が見られるが，これは

ダミー桁による影響であると考えている． 
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図-5.3.7 床版下面のたわみ 
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(a) case1（版中央載荷）        (b) case2（版中央から 750mm 
橋軸直角方向が荷重中心） 

図-5.3.8 鋼板の橋軸直角方向応力 
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ⅱ）舗装とコンクリート界面での付着せん断応力 

 材料物性の異なる多層版では，各層間で付着せん断応力が発生することになり，特に繰り返し

作用を受ける道路橋床版構造では，その発生レベルが使用性や耐久性に影響することは明白であ

る．図-5.3.9 はアスファルト舗装とコンクリート床版の接触界面における橋軸直角方向の付着せ

ん断応力の分布を示したものである．図-5.3.9(a)は case1 の荷重状態のものであり，本解法の数

値はダブルタイヤの両側端をピークとした分布形状が得られているのに対して，有限要素法はな

めらかな分布形状になっており一致していない．図-5.3.9(b)は case2 の荷重状態のものであるが

case1 と同様に，ダブルタイヤの接地形状に合致した付着せん断応力の分布が得られるのに対し

て，有限要素法ではその応力レベルも小さくかつ分布形態も異なる．たわみと鋼板応力について

述べた前節と同様，採用された形状関数では，界面応力を忠実に表現できていないことが判る． 

本解法の計算結果は case1 と case2 でその最大値が 0.33N/mm2 程度と一致しており，最大値の

発生位置もダブルタイヤの両外側の側端となっている．このことから，付着せん断応力は荷重位

置に関係なく載荷位置付近の局所的挙動であることが理解できる．因みに，床版防水を設計する

際のせん断応力の基準値としてτa=0.20N/mm2 が提唱されていることから，実際の後輪 1 輪当た

りの荷重 50kN に衝撃係数を加味した場合を想定すれば，この規格値を超過することになり，舗

装とコンクリートの接触界面や防水層の接着面ではく離等の問題が生じる危険性があることが

伺われる． 
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(a)  case1（版中央載荷）       (b)  case2（版中央から 750mm 
                               橋軸直角方向が荷重中心） 

図-5.3.9 舗装・コンクリート界面の付着せん断応力 
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５．４ まとめ 

 

 本章では厚板理論の特長を残して固定支持の境界条件の解析を可能とする手法を提案し，その

有効性を把握した．その手法は単純支持辺近傍に曲げ剛性が無限大のダミー桁を配置する方法で，

解析上その他の処理を必要としない簡便な手法である．本章で得られた成果を以下に列挙する． 

 

① 提案した手法の数値計算例として，支持辺の一部が固定化される単純支持版の解析を実施し，

その基礎解と既往の研究結果と比較して妥当性を確認した．ダミー桁による手法では固定位

置の長さや位置を自由に設定できる利点から，任意の位置での自由，単純支持および固定辺

が組み合う混合型境界条件を有する版の解析が可能となった．  

② この解析手法の実用性を評価するために，既往の実験結果における解析例との比較から良好

な一致を確認した．また，実橋の合成床版をモデル化した解析では有限要素法による解析も

実施し，たわみや応力はほぼ一致するが，横せん断応力は一致しない問題点を指摘した．こ

れにより有限要素法の適用に当たり，留意する点があることが明らかになった． 
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第六章 物体力を受ける床版の解析 

 

物体力は表面力による外力の作用とは異なり，遠心力のような物体内部に直接作用する力であ

る．第二章では温度を考慮した変位関数の他に，圧密方程式の変位関数を誘導しており，本章で

はそれらを床版構造に適用した解析を実施することで材料劣化の影響を検討する． 

 

６．１ はじめに 

 

 道路橋床版は活荷重作用が全体の発生応力に占める割合が大きく，主として表面力に対する解

析のみが行われている．しかしながら，積雪寒冷地における融雪装置として用いられる散水用配

管やロードヒーティングが床版のコンクリート内部や表面に設置される場合には，床版内部に温

度差が生じることになり内部応力が生じることになる．さらに，防水層を持たない床版コンクリ

ート内部の空隙に水が充填され，輪荷重が作用すれば水圧作用による内部応力が生じることにな

る．本章では，温度作用や水圧作用を物体力として解析することで，床版に及ぼす影響を把握す

るものとする． 

 

６．２ 物体力が作用する問題 

 

物体力による数値計算として，基礎解を得るための正方形床版による計算例を示す．一般的な

道路橋床版では活荷重による応力の比率が大きいので物体力を考慮することはないが，温度問題

の理解を助けるために，先に表面力と物体力の差異について解説する．  

計算に用いた正方形版のモデルは単純支持で支間長をaとし，版厚は実橋床版に見合うh/a=0.1

で，ヤング係数 E=1.0，ポアソン比ν=0.3 とした．また，Fourier 級数による項数は変位・応力が

収束値に至る 200 項とした． 

版に作用させる物体力にはその大きさ Z０が床版全域で版厚方向に一様に分布するケースと，

版厚方向に線形分布するケース，すなわち上面で大きさが零，下面での大きさ 2Z０，平均の大き

さが Z０となる傾斜分布の 2 ケースを対象とした．なお，比較のために表面力として等価な荷重

値 Zhq が床版上面に作用する状態の計算も実施する． 

3 つの荷重条件での数値解の比較を表-6.2.1 と図-6.2.1 にまとめる．上添字の u と l はそれぞれ

版の上面と下面を意味する．表-6.2.1 によれば，鉛直方向応力以外の算出結果はほぼ同等の結果

となっていることが判る．鉛直方向応力σz は表面力の版上縁側の値の他は零もしくは零と見な

せる値である．図-6.2.1 は鉛直方向応力の版厚方向の分布を示したもので，表面力は版上縁が最

大となり下方で零となる分布である．それに対して版内で一様に作用する物体力では，版内で正
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負が交番する形状となっており，線形分布では下方で大きくなる応力分布であることが判る．こ

のように作用力としての荷重が同値でも，その形態が異なることで鉛直方向応力の分布が異なる

ことが判る． 

 

 

表-6.2.1 物体力の計算結果 

一様分布 ①
線形分布

②
①/③ ②/③

w u E/Z 0a 2 4.63 4.63 4.60 1.01 1.01

w l E/Z 0a
2 4.62 4.63 4.59 1.01 1.01

σx
u /Z 0a -2.82 -2.83 -2.84 0.99 1.00

σx
l /Z 0a 2.95 2.95 2.95 1.00 1.00

σy
u /Z 0a -2.82 -2.83 -2.84 0.99 1.00

σy
l /Z 0a 2.95 2.95 2.95 1.00 1.00

σz
u /Z 0a -0.001 0 -0.099 0.01 0.00

σz
l /Z 0a -0.001 -0.002 0 ― ―

表面力 ③

（等分布）

物体力

解析対象

物体力/表面力
比率
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図-6.2.1 物体力による版厚方向の鉛直方向応力の分布 

 

 

 

 

(σz／Z0a)
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６．３ 熱負荷を受ける版の数値計算例 

 

積雪寒冷地では融雪装置が道路橋床版に設置されることがあり，その際には局所的な温度負荷

を受けることになる．融雪装置による温度負荷の形態は，①散水用の配管が床版に埋設される場

合の線的な作用，②床版上面に敷設されるロードヒーティングによる面的な作用に大別される． 

①の散水による消雪装置は，消雪（融雪）のために地下水等を路面に散布するため，配管部分

が床版の温度よりも高くなることによる作用で床版を劣化させる場合がある（写真-6.1.1）．ロー

ドヒーティングによる加温では床版内には，上面から下面に向かって温度勾配が生じることにな

り内部応力が発生する．この時，劣化床版の補強工法として上面増厚工法が施されていると，既

設床版とのはく離の問題が無視できなくなる．このことを踏まえ，版内の温度差が生じる際の計

算や実橋モデルでの応力状態を把握することにした１）． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

６．３．１ 上面と下面温度が既知の温度問題 

 

ａ）全周単純支持床版の計算 

温度負荷を受ける多層版の解析手法として，本研究では調和解析法と選点法を採用しており，

温度問題にも適用できることを異なる計算手法として薄板理論でも解析を実施して各種法の解

を比較する． 

計算における積層数は調和解析法，および選点法の双方ともに 3 層とした．なお，選点法にお

ける選点ブロックの分割数は x，y 方向ともに 12 分割とした．解を得るための級数の項数は収束

することを確認したうえで設定している．版内の温度設定は線形分布すると仮定し，温度分布を

橋軸方向の同一線

上の床版劣化 

↓ 

床版上に消雪用の

パイプが設置され

ている． 

写真-6.1.1 温度負荷を受ける床版劣化の例 
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各界面に与える．辺長 a で版厚が等厚でその合計が h/a=0.1 となる正方形版に作用する温度負荷

は，上面温度 Tｕ=0.0℃，下面温度 Tｌ=1.0℃であり，各層の線膨張係数αを 1.0/℃で同一として

いる．なお，ヤング係数は E=1.0 で，ポアソン比は ν=0.3 とした． 

図-6.2.2 は各解析方法によるたわみと応力分布を示したものである．図-6.2.2(a)のたわみ分布

では，薄板理論では平面保持の仮定を考慮しているため版厚方向での変化はないが，厚板理論を

用いる多層版理論では 3 次元解となるため上縁と下縁ではたわみ値が異なる．x，y 方向の下縁

での応力分布は図-6.2.2 の(b)，(c)に示す通りで，薄板理論，多層版解析共にほぼ同等の値となっ

ている．特に x 方向の応力σxは，版中央部から端部に向けて応力値が大きくなり，端部付近で

ピーク値となることが判った．なお，y 方向の応力σyは支点付近でσx とは異なる傾向が認めら

れる． 
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(a) たわみ分布              (b) 直応力σxの分布 
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(c) 直応力σyの分布 

図-6.2.2 温度問題におけるたわみと直応力(Δt＝Tl－Tu) 

 

 

表-6.2.2 は版中央点での計算結果の一覧表であり，多層版での解を確認するために調和解析法

では 1 層での計算も実施している． 

薄板理論のたわみは多層版解析との誤差が認められるがそれぞれの計算結果は概ね同等であ

ると言える．特に調和解析法と選点法が同等であることから，離散化手法である選点法の特徴を
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考慮すれば，はく離等の不連続性を示す問題に対しても有効であると推察される． 

 

表-6.2.2 温度問題の計算結果 

選点法

単層 3層 3層

① ② ③ ④

w u / αΔta 0.958 0.938 0.938 0.941 1.02 1.00 1.00

w l / αΔta 0.958 1.003 1.003 0.983 0.96 1.00 0.98

σx
l /EαΔt -0.494 -0.505 -0.497 -0.503 0.98 0.98 1.00

σy
l /EαΔt -0.494 -0.505 -0.497 -0.503 0.98 0.98 1.00

解析
対象

薄板
理論

調和解析法
単層との比較

①/② ③/② ④/②

多層版理論

 

 

 

ｂ）固定辺を有する床版 

 前節までは単純支持辺を対象としたが，固定辺を有する場合には，その支持桁付近で版内に発

生する横せん断応力がピーク値を示すことが容易に想定できる．よって，全周単純支持された 3

層からなる正方形版の中央に桁を配置することで固定辺を模擬した床版の解析を行う． 

 版形状はこれまでの計算と同じで支間長を a，版厚は h/a=0.1 で，中央に配置した桁の幅を

b=0.2a とした．計算に用いたヤング係数は E=1.0，ポアソン比をν=0.3 とした．温度の設定は上

面温度 Tｕ=1.0℃，下面温度 Tｌ=0.0℃であり，各層の線膨張係数αを 1.0/℃で同一としている． 

 図-6.2.3 は選点法によるたわみと横せん断応力の計算結果を図化したもので，図-6.2.3(a)の版

上縁のたわみは温度が上縁で高い分布であることを反映した正の向きとなっている．版中央部分

で零となっていないが，これは版の板厚方向の変形によるもので，中央下縁の値は零であること

を確認している．図-6.2.3(b)は板厚方向の中央面で y/a=0.5 の位置における横せん断応力の分布

である．ピーク値は桁付近の y/a=0.04 の位置で発生しており，そのピーク位置における板厚方

向の横せん断応力は図-6.2.3(c)の分布となる．温度の影響を受ける実橋床版でも同様に桁付近が

最大となることが予測される． 
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(b) 板厚方向の横せん断応力分布（x/a=0.5）  (c) 板厚方向の横せん断応力（y/a=0.04） 

図-6.2.3 固定辺を有する版のたわみと横せん断応力 

 

 

 

６．３．２ 実橋床版でのロードヒーティングによる影響 

 

ａ）計算条件 

 実橋床版の温度負荷問題として，ロードヒーティングが設置されている全周単純支持された床

版を想定して版内部の横せん断応力を計算する．版形状は図-6.2.4 に示すとおりで橋軸直角方向

の床版支間長が 2.0m，橋軸方向長さを 5.0m，床版厚さは 170mm で，60mm の上面増厚コンクリ

ートが敷設されている．なお，増厚コンクリートは普通コンクリートとして，計算の都合上最下

層の床版と同等の物性値とした．ロードヒーティングによる温度上昇はアスファルト舗装と増厚

コンクリートの界面に熱源が設置されているものとして計算している．計算に用いた既設床版と

増厚コンクリートのヤング係数は Ec=14.0kN/mm2 で，ポアソン比はν=0.2 で，アスファルト舗

装では Ep=5.0 kN/mm2，ν=0.4 とした．線膨張係数は各層共通で 10.0×10-6/℃である．ロードヒ

ーティングの形式は電熱線方式であり，設計発熱量を 250W に設定した．なお，最低気温の設定

では，積雪寒冷地を想定して-6℃としている．環境条件から版内の温度分布を図-6.2.5 に示す 3
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ケースを模擬的に設定した２）．CASE1 は床版と舗装が-6℃まで温度低下した際に熱が供給され，

舗装表面温度が目標温度の 2℃まで上昇した時点の状態を想定している．CASE2 は増厚コンク

リートの温度が最大となる状態で，既設床版はロードヒーティングによる熱で温度上昇中の状態

である．CASE3 は定常状態として熱供給により版内の温度が一定となる状態を想定している．

舗装と増厚部を含め実橋床版を 5 層からなる多層版として扱い，舗装の変形を考慮した状態Ⅰ

（層数 5）と舗装が無いものとした状態Ⅱ（層数 4）を設定する．解析手法は何れも調和解析法

を採用し，基準温度は 0℃としている． 
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図-6.2.4 実橋床版の温度問題のモデル 
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図-6.2.5 実橋床版の温度分布 
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ｂ）温度応力の計算結果 

 実橋床版に発生する中央点のたわみ，直応力，および端部近傍における増厚コンクリート下面

の付着せん断応力の計算結果を表-6.2.3 に示す．周知のように冬期のアスファルト舗装のヤング

係数が大きくなることは，現場の載荷実験および解析結果からも裏付けられている．状態Ⅰのた

わみが状態Ⅱに比べて小さいのは舗装が床版剛性の増大に寄与していることを意味している．

CASE1 と CASE3 の温度差はそれぞれ 14.4℃と 4.3℃になり，CASE1 の方が温度による曲げ効果

の影響が大きくなり，たわみや応力が大きな値となっている．またロードヒーティング稼働の初

期時に増厚部と既設床版との界面応力が端部で大きくなっていることが判る．増厚部と既設床版

との界面での付着せん断応力は床版端部で最大で，CASE3 の定常状態でもその値は 0.17N/mm2

に達し，防水層での規格値４）である 0.2N/mm2 に近くなる．これに加えて自動車荷重による影響

を考慮すれば，規格値を超過することもあると懸念される． 

 

 

表-6.2.3 実橋床版の温度問題 

解析対象 着目点 単位 CASE1 CASE2 CASE3

-0.397 -0.433 -0.116

(-0.399) (-0.460) (-0.134)

-0.404 -0.428 -0.099

(-0.402) (-0.455) (-0.109)

-1.196 -1.044 -1.116

(-1.196) (-1.024) (-0.002)

0.656 0.762 -0.546

(0.657) (0.734) (-0.549)

-0.377 0.233 -0.057

(-0.376) (0.310) (0.154)

-0.528 -0.106 -0.026

(-0.517) (-0.210) (-0.046)

-0.002 0.007 0.028

(-0.005) (0.008) (0.020)

0.431 -0.017 -0.168

(0.367) (-0.048) (0.113)

w u

mm

N/mm2
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w l

σx
u

σx
l

τyz
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u
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l

 

注）上段の数値は状態Ⅰ，下段の( )内の数値は状態Ⅱを示す． 
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６．４ 水圧作用による劣化現象の解析的検討 

 

道路橋の鉄筋コンクリート床版の劣化として，昭和 40 年代に問題が顕在化した疲労による損

傷が挙げられるが，当時の劣化床版の中にはコンクリート床版の上面が砂利化しているものも確

認されていた。疲労劣化のメカニズムはその当時に開発された輪荷重走行試験機によって解明さ

れ，砂利化現象も再現されるに至った．しかしながら，それらの試験によって再現された砂利化

現象は，比較的大きな移動荷重の繰り返し載荷の結果で生じたものであり，一般の交通条件で発

生する砂利化は異なる要因が影響していると考えるべきである．写真-6.4.1 は寒冷積雪地域の山

間部における道路橋床版の舗装撤去後のコンクリート上面の状況であるが，上鉄筋まで砂利化が

進展していた．この床版はアルカリシリカ反応被害が生じていることが判明しているが，反応生

成物が膨張するだけでは微細に砂利化することはない．さらに砂利化の状況を観察すると，全体

に湿潤していることが認められる．この湿潤状態と砂利化の関連は不明であるが，少なくとも水

がコンクリートに浸透できる環境であることは疑いがない． 

そこで，床版上面コンクリートの砂利化に水が関与していると仮定し，解析的にその影響を検

討する。水の悪影響への対策には防水層の設置が有効であるが，新設橋では採用されているもの

の既設橋では設置されていないものも未だ数多く存在している．さらに塗膜型の防水層ではアス

ファルト敷設時の転圧により塗膜が損傷するという指摘もあることから，それが採用された際に

は状況により新設橋でも水が浸透する危険性が残されている． 

 

 

   

 

 

 

 

写真-6.4.1 劣化床版上縁の砂利化 
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６．４．１ 舗装と床版の一部に水圧が作用する問題 

 

本節では，雨水で満たされたコンクリートの劣化部に輪荷重が作用するとき，水圧の大きさは

輪荷重（100kN で載荷形状 200×500mm）の面圧 1.0N/mm2 となる．これらを多層版に適用する場

合，各層の上下面での水圧の大きさを決定して計算を実行する．すなわち，舗装と上鉄筋のかぶ

り部まで劣化部分やひび割れが存在する場合には，その層には水圧が考慮できる Biot の式を適

用し，上鉄筋よりも下位の床版部には通常の式を用いることになる． 

 

ａ） 計算モデルと諸元 

図-6.4.1 に計算モデルとして採用した単純版と桁を有する連続版のモデルを示す．橋軸直角方

向の支間は単純支持の間隔と桁中心までの距離は，1 方向版としての境界条件とするために双方

のモデルで 2.5m とし，橋軸方向はその 2 倍の長さとなる 5.0m とした．支持桁の曲げ剛性は無

限大(EI=∞)として，その幅を 300mm に設定した。水圧の作用条件は図-6.4.2 に示すとおりで，

舗装と床版（上被り 30mm）の一部に水圧を作用させるものとして，ポットホールのような輪荷

重の接地面積よりも小さい範囲を対象とした CASE1 と，輪荷重幅程度の比較的大きな劣化範囲

を設定した CASE2 を設定した． 

計算に用いた物性値は表-6.4.1 の通りで，コンクリート床版のヤング係数はひび割れ状態であ

る n=15 を考慮した等価換算係数 Ec=14.0kN/mm2 に設定し，アスファルト舗装は感温性を考慮し

て冬期の想定値となる Ea=2.0kN/mm2 とした． 
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  (a) 単純版モデル        (b) 中央に支持桁を有する連続版モデル 

図-6.4.1 計算モデル 

xx 

y 
y 

アスファルト舗装（冬季を想定） 2.0 0.4
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ヤング係数

（kN/mm
2
)

ポアソン比

表-6.4.1 材料物性値 
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ｂ）単純版の計算結果 

舗装と床版の一部に水が浸透し，輪荷重が作用した際の横せん断応力を図-6.4.3 に示す．図

-6.4.3 (a)は CASE1 の水圧を荷重中心部（y=1250mm）の 100×100 の範囲に作用させたもので，

水圧作用端の c+50mm の位置で舗装と床版の界面，床版コンクリート内部の水圧作用下端で横

せん断応力のピークがあり，床版コンクリート内部の値がτyz=0.67N/mm2 で，荷重が作用してい

る端部の値であるτyz=0.47N/mm2 の 1.42 倍と大きな値となっている． 

図-6.4.3(b)は水圧の作用端と荷重端とを合わせた場合の横せん断応力であるがピーク値は

CASE1 よりも大きいτyz=1.09N/mm2 となっており，水圧作用がない場合のピーク値の 2.32 倍ま

で大きくなっている．計算値は一般の床版コンクリートの純せん断強度を考慮すると，直ちにひ

び割れが発生するレベルではないが，コンクリート内部に水が浸透している場合に，ひび割れ発

生に繋がる可能性が高いと考えている． 
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 図-6.4.4(a)は水圧が作用していない場合の輪荷重のみによる横せん断応力の分布を等高線表示

したものである．着目しているのは床版上縁から 30mm の上鉄筋位置を想定した．輪荷重の作

用範囲は薄墨で表示しており，図-6.4.4(b)では水圧作用範囲を青の破線で表示している．図によ

れば水圧が作用しない状態でも荷重端で横せん断応力が大きくなっているが，CASE2 の水圧を

作用させた場合ではさらに顕著に横せん断応力が集中しており，ひび割れ発生の始点になる可能

性のあることが判る． 

 CASE1とCASE2の計算ではコンクリート床版の水圧作用範囲を上縁から 30mm深さの上鉄筋

位置としている．横せん断応力に対しては内部鉄筋の存在によりコンクリートの抵抗断面が欠損

している状態となる．すなわち，劣化床版の水平ひび割れが上鉄筋付近に発生している事例が散

見される理由として，水の影響による横せん断応力の増大化が挙げられる． 
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ｃ）連続版の計算結果 

 水圧の作用範囲を床版厚さ方向に変化させた場合の横せん断応力の影響を図-6.4.5 に示す．本

解析では連続版の支持条件で CASE2 の水圧条件を床版支間中央位置（y=1250mm）としている．

着目位置は舗装と床版の界面，および水圧作用位置の下端である。図によれば，横せん断応力の

ピーク位置は床版厚さに対して中央面付近よりやや上方となっており，舗装と床版の界面のそれ

に対して大きい値で推移していることが判る．またその応力レベルは厚さ方向に広い範囲で大き

い値となっており，前述の上鉄筋位置のほかにも，水が浸透している状態ではその浸透深さが版

厚に対して中央付近である場合に，ひび割れ発生の危険性を孕んでいる． 

 図-6.4.6 は荷重と CASE2 の水圧作用位置を支持桁方向に移動させた場合の，床版上縁から

30mm 深さでの横せん断応力を示している．横せん断応力は載荷位置が支持桁に近づくと大きく

なる傾向を示している．増加の程度は緩やかではあるが，ほぼ床版全体で同じレベルのひび割れ

発生に関する危険性を内包していることが伺える． 

 

 

６．４．２ 床版内の水平ひび割れを模擬した層内に 

水圧が作用する問題 

 

 本節では床版内部の上側鉄筋付近に水平ひび割れが発生したと仮定して，単純版の中央と連続

版で中央から支持桁側に 500mm の位置に，輪荷重ならびにその接地面積相当のひび割れ範囲と

した CASE3 と輪荷重の大きさよりも辺長を 100mm 大きくした CASE4 モデルで水圧を作用させ

た際の発生応力を算出する．なお，水平ひび割れの厚さは 1.0mm とし，水圧は面圧 1.0N/mm2

としてその範囲内にのみ作用させている（図-6.4.7）． 
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ａ） 横せん断応力の計算結果 

 図-6.4.8 に横せん断応力の計算結果を示す．水平ひび割れを模擬した位置での算出結果は

CASE3，CASE4 のいずれもが単純版の中央載荷での値が大きくなっている．上鉄筋より下の床

版の分布では，連続版の値が大きくなっており，支持桁の影響が伺える．CASE3 と CASE4 の異

なる点は水圧作用位置の範囲の差と輪荷重からの離れの影響が表れており，CASE3 の水圧作用

端と荷重端が近い方が横せん断応力が大きい結果となった． 

ｂ）垂直応力の計算結果 

 垂直応力σz の計算結果を図-6.4.9 に示す。両方のケースでひび割れを模擬した位置では連続版

の値が突出しており，荷重位置が支持桁に近づくとひび割れを模擬した端部の垂直応力が突出し，

局所的に引張応力の発生することが判る．ひび割れ位置のほかの値は双方のケースで単純版，連

続版ともに同等となっている．よって，CASE2 の計算で横せん断応力によるひび割れ発生の危

険性を指摘したが，そのひび割れ位置に横せん断応力の他に引張りの垂直応力が加わり，はく離

が進展する可能性のあることが示された． 
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６．５ まとめ 

 

物体力は表面力による外力の作用とは異なり，遠心力のような物体内部に直接作用する力であ

る．第二章では，温度を考慮した変位関数の他に，圧密方程式の変位関数を誘導しており，本章

ではそれらを床版構造に適用した解析を実施することで材料劣化の影響を検討した．本章で得ら

れた成果を列挙する． 

 

① 道路橋床版で熱負荷を受ける問題は，床版厚さが大きい場合の新設床版における温度収縮の

他には議論されていない．しかしながら寒冷積雪地域で採用されている消雪装置は地下水や

ヒーターを熱源とするため，床版上面に設置される場合には作動時に温度勾配が生ずること

になる．ロードヒーティングでは面的な熱源となるが，地下水を散布する消雪パイプでは線

状に温度負荷を与えることになり，床版内に発生する応力分布は複雑なものとなることが推

察される．さらに，既設床版に劣化対策として上面増厚工法が採用されている場合には，増

厚部分が温度負荷を受けて先行して膨張するためはく離の危険性が顕在化することになる． 

② 道路橋床版の劣化に寄与する水圧の影響を解析的に検討した結果，コンクリートに浸透する

水圧作用端と荷重端が一致する場合に版内に発生する際の横せん断応力値が増大し，水圧作

用位置端部でひび割れが発生する危険性があることが示された．さらに着目した水圧作用範

囲の上側鉄筋位置では，横せん断に抵抗するコンクリートの断面が欠損する状態となるため，

水平ひび割れの起点となる危険性がさらに増大する．また，輪荷重と水圧の作用範囲を連続

版の支持条件で支持桁近傍へ移動させた場合には，横せん断応力は増加傾向にある。全幅で

高い応力レベルとなっていることから，荷重位置による差は顕著ではなく，水が浸透してい

る条件ではどの位置でもひび割れ発生の可能性がある． 

③ 水平ひび割れを模擬した範囲に水圧を作用させた場合には，その端部に横せん断応力に加え

て引張り側の垂直応力による引き剥がしが作用するため，ひび割れが進展する可能性がある． 
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第七章 結 論 

 

 

 道路橋床版の疲労問題は次第に解明されてきているが，床版の劣化は車両の走行による疲労ば

かりでなく材料劣化が原因となる問題も顕在化している．例えばアルカリシリカ反応では微細ひ

び割れによるヤング係数の低下が及ぼす影響や塩害劣化による内部鋼材の断面減少など，耐荷性

を評価するうえで材料劣化の問題も重要である．疲労問題がそうであったように材料劣化問題で

も輪荷重走行試験による耐久性の確認が必要であるが，その際にも劣化プロセスを評価するため

の解析的な検討がなければ論理的な根拠は得られないものと推察される． 

近年，構造物解析の現場では複雑な形状が扱えることから有限要素法が多用されるようになっ

てきているが，使用性が向上しているとは言え，異種材料間の接触問題などその処理に困難さが

伴う場面も少なくない．また近似解であることからその精度を確認する手法の開発も求められて

いる．現実問題として有限要素法が万能であるかのごとく扱われる場面にも遭遇するが，適材適

所の考えから，全てに有限要素法を用いることが効果的であるとは言えない．例えば道路橋床版

が劣化した際に採用される補強工法では，その床版厚さに対して補強層が極端に薄いことから有

限要素法の適用には注意が必要である． 

以上の問題は，本研究で得られた成果を基にすれば力学的見地からの評価が可能になると考え

られる．床版の最適厚さ問題や補強工法の評価，多層版としての床版の検討，および防水層のは

く離問題や混合型境界問題，温度負荷問題に関して，本研究で得られた知見をまとめる． 

 

 第一章では 3 次元弾性体および厚板理論に係わる既往研究の概要を年代順に調査し，変位関数

に関しては静的問題と動的問題に分け整理した．3 次元問題による厳密解への探求は 1848 年の

L.Kelvin に始まり，その後数多くの研究者に議論されて現在に至っているが，有限要素法の出現

により 1980 年代以降は停滞の傾向にある． 

 次に研究目的を整理し，各種床版問題と本研究の解析的検討の関係を示した．前述の通り道路

橋床版では疲労劣化の他にも解決すべき問題は山積しており，変位関数の誘導とそれによる解析

手法の開発はそれらの問題解決にあたっての強力なツールになることが推察される． 

 第二章では従来の変位関数を拡張し，既往の研究成果で得られている変位関数を比較した． 

変位場と温度場が連成する場合の静的問題での変位関数は，W.Nowacki の提示した変位関数と

同様であるが，Boussinesq の関数に相当する関数がなく，Nowacki の変位関数は完全系ではない

と言える．非連成時の場合，得られた変位関数はGalerkin-vector とBoussinesq の関数に帰着する． 

次に，一般化した Voigt モデルで表現される粘弾性体の変位関数を導いた．粘性に関する項を除

去すれば，それぞれの変位関数は静的および動的問題で得られこれまでの変位関数に一致してい

- 124 -



る．また，M.A.Biot による圧密方程式の変位関数は，静的熱弾性問題の変位関数のパラメータ

を書き換えることで，容易に求められることが判った． 

物体力が版厚方向に線形分布する場合の変位関数に基づく厚板理論を級数展開することによ

り，版の厳密解を得るための応力法と変位法による方法を誘導した．これらの方法は多層版への

適用する際の基礎式となる． 

誘導された厚板理論を適用して，版の表面に荷重が作用する問題の例として，曲げひび割れの

発生の有無に着目して，道路橋示方書に規定されている最小版厚を力学的立場から捉え直し，一

部で版厚が不足していることを指摘した．局所的な変位や応力の挙動を厳密に把握するには，変

位関数に依拠した厚板理論が必要であると推察される．  

 第三章では厚板理論の級数解を特解に，境界条件を満たす補足解に薄板理論による同次解を採

用して，それらを重ね合わせることにより解を得る混合法を提案し，その手法を用いた数値計算

から妥当性を評価した．道路橋床版の輪荷重作用によるひび割れ問題は，荷重直下の局所応力が

支配的になることから厚板理論の特長を残した混合法は合理的な手法となる． 

本章で計算例とした変断面問題は，新設床版のハンチ近傍の応力状態のみならず，鋼板接着工

法や上面増厚工法を部分的に施した場合の応力集中問題にも適用できることから，これからの維

持管理の時代に向けても威力を発揮する解析手法であるといえる． 

 第四章では多層版解析の手法として調和解析法と選点法を誘導した．劣化床版への対策工法に

は各種の工法が実施されてきているが，それらは既設床版との接着による一体性を確保しており，

界面の一部にはく離現象が発生する場合にはその補強効果を揺るがす大きな問題となる．近年，

床版の疲労耐久性を向上させるための方策として橋面防水の必要性が叫ばれているが，防水に関

してもはく離は重要な問題である．  

数値計算例として，調和解析による多層版解析を実施した．対象は上面増厚工法による補強床

版と床版の水平ひび割れに関する問題である．結果として，上面増厚工法は輪荷重直下のエッジ

部分で横せん断応力が最大となり，はく離の危険性が示唆された． 

水平ひび割れ問題では，上面増厚工法を採用した場合には，その増厚効果により横せん断応力

の版厚方向の最大値の位置が上方に変化し，上側鉄筋の付近となることが示された．横せん断応

力に着目する場合には鉄筋はコンクリートの断面積を減少させる異物とも言えるので，そのピー

ク値に鉄筋の断面投影面積をコンクリートの断面積から減じれば，見かけ上の横せん断応力が増

加することになり，水平ひび割れ発生の危険性は増大することになる． 

選点法を用いた多層版解析による防水層のはく離問題を検討した結果，輪荷重の制動荷重をも

考慮した場合には，防水層のはく離現象の危険性をはらんでいることが判った．さらに，部分的

にはく離した防水層では，さらにはく離が進展する危険性が認められた．また，解析の妥当性を

評価するものとして，有限要素法による解析もあわせて実施したが，結果として横せん断応力に

着目した場合には有限要素法による解析では混合法とは一致せず，はく離問題のように界面の状

態を検討する際には限界のあることが示された． 

- 125 -



実橋床版の載荷試験による補強済み床版やひび割れ劣化床版のたわみ劣化度の評価に，多層版

解析を用いることで劣化度の評価が精度良く，かつ容易に可能なことが示された．対象とした載

荷試験法は衝撃荷重によるもので，足場を必要とせず短時間で試験が可能となることから，この

解析法による検証と組み合わせることで床版の維持管理に対する強力なツールになることが期

待される． 

 第五章では厚板理論の特長を残して固定支持の境界条件の解析を可能とする手法を提案し，そ

の有効性を把握した．その手法は単純支持辺近傍に曲げ剛性が無限大のダミー桁を配置する方法

で，解析上その他の処理を必要としない簡便な手法である． 

提案した手法の数値計算例として，支持辺の一部が固定化される単純支持版の解析を実施し，

その基礎解と既往の研究結果と比較して妥当性を確認した．ダミー桁による手法では固定位置の

長さや位置を自由に設定できる利点から，任意の位置での自由，単純支持および固定辺が組み合

う混合型境界条件を有する版の解析が可能となった． この解析手法の実用性を評価するために，

既往の実験結果における解析例との比較から良好な一致を確認した．また，実橋の合成床版をモ

デル化した解析では有限要素法による解析も実施し，たわみや応力はほぼ一致するが，横せん断

応力は一致しない問題点を指摘した．これにより有限要素法の適用に当たり，留意する点がある

ことが明らかになった． 

 第六章では誘導した物体力としての熱問題，ならびに水圧問題に関する変位関数により，物体

力そのものが作用する場合や熱負荷，間隙水圧を受ける版の解析を実施した． 

道路橋床版で熱負荷を受ける問題は，床版厚さが大きい場合の新設床版における温度収縮の

他には議論されていない．しかしながら寒冷積雪地域で採用されている消雪装置は地下水やヒ

ーターを熱源とするため，床版上面に設置される場合には作動時に温度勾配が生ずることにな

る．ロードヒーティングでは面的な熱源となるが，地下水を散布する消雪パイプでは線状に温

度負荷を与えることになり，床版内に発生する応力分布は複雑なものとなることが推察される．

さらに，既設床版に劣化対策として上面増厚工法が採用されている場合には，増厚部分が温度

負荷を受けて先行して膨張するためはく離の危険性が顕在化することになる． 

道路橋床版の劣化に寄与する水圧の影響を解析的に検討した結果，コンクリートに浸透する

水圧作用端と荷重端が一致する場合に版内に発生する際の横せん断応力値が増大し，水圧作用

位置端部でひび割れが発生する危険性があることが示された．さらに着目した水圧作用範囲の

上側鉄筋位置では，横せん断に抵抗するコンクリートの断面が欠損する状態となるため，水平

ひび割れの起点となる危険性がさらに増大する．また，輪荷重と水圧の作用範囲を連続版の支

持条件で支持桁近傍へ移動させた場合には，横せん断応力は増加傾向にある。全幅で高い応力

レベルとなっていることから，荷重位置による差は顕著ではなく，水が浸透している条件では

どの位置でもひび割れ発生の可能性がある．また，水平ひび割れを模擬した範囲に水圧を作用

させた場合には，その端部に横せん断応力に加えて引張り側の垂直応力による引き剥がしが作

用するため，ひび割れが進展する可能性がある．  
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付 録  
 

 

薄板理論の誘導と級数表示 
 

 3 次元弾性体から 2 次元弾性体である薄板理論を誘導し，その級数解法について概説する．薄

板理論は応力が主体の厚板理論と異なり，モーメントや軸力等の断面力を中心とする力学である．

線形弾性体を扱う薄板理論では曲げ問題と引張り問題とに分離される． 

 

ａ）薄板理論の展開 

 非連成時の平面応力問題に限定して議論を進める．式(3.2.35)より応力σx は次のようになる． 

   2/22/22/4 Ttyxx  

1/1/ 2 TEE yx                                         (付.1) 

 ここで， ， ；ラメの定数，E；弾性係数， ；ポアソン比， ；線膨張係数 

 同様にして，応力 y ， xy も求められる． 

1/1/ 2 TEE yxy  

12/xyxyxy EG                                     (付.2) 

 応力のつりあい式(3.2.14)の x 方向について考える．この式の両辺に z を乗じて版の全厚 h に

亘って積分すれば，次のような曲げ問題での x 軸に関するつりあい式が得られる． 

uzdzXzdzhtQMM txpxxyyxx
22/                                  (付.3) 

 ここで， zdzM xx
， zdzM xyxy

， dzQ xzx
， xuxlxp ttt ， 

     ；単位体積当たりの質量 

 なお，積分値は下面(z=h/2)から上面(z=－h/2)までの値である． 

 同様にして，y 軸および z 軸に関するつりあい式が求められる． 

   vzdzYzdzhtQMM typyyyxyx
22/                        (付.4) 

wdzZdzqQQ tmyyxx
2                       (付.5) 

 ここで， dzQ yzy
， yuylyp ttt ， ulm qqq  

 式(付.3)および(付.4)を式(付.5)に代入すると，断面力のつりあい式が得られる． 
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   ZdzzdzYXqhttMMM yxmypyxpxyyxyyxxx 2/2 22  

   wdzvzdzuzdz ttytx
222                         (付.6) 

 一方，版の変位について考える．版厚方向のせん断変形 xz および yz を無視すれば，x および

y 方向の変位 u と v は以下のように得られる． 

   wzuu x0 ， wzvv y0                             (付.7) 

ここで， 0u ， 0v ；中央面(z=0)での x，y 方向の変位 

 式(付.7)から得られるひずみを式(付.1)と(付.2)に代入すれば，応力が求められる． 

   1/1/1/ 2222
00 TEwwzEE yxyxx ， 

1/1/1/ 2222
00 TEwwzEE xyxyy ， 

12/212/0 wzEE yxxyxy                       (付.8) 

ここで， 00 uxx ， 00 vyy ， 000 vu xyxy  

曲げモーメント Mx，My および Mxy とたわみ w との関係式は次の通りである． 

   1/22 TzdzEwwDM yxx
， 

   1/22 TzdzEwwDM xyy
， 

wDM yxxy 1                              (付.9)

ここで， 23 112/EhD ；版の曲げ剛性 

 式(付.9)を式(付.6)に代入すると，たわみに関する基礎微分方程式が得られる． 

   whhwD t
22 12/1  

   1/2/ TzdzEZdzzdzYXhttq yxypyxpxm
              (付.10) 

ここで，
22

yx  

 また，引張り問題でのつりあい式は次のように示される． 

udzXdztNN txmxyyxx
2                         (付.11) 

 vdzYdztNN tymyyxyx
2                         (付.12) 

ここで， dzN xx
， dzN yy

， dzN xyxy
， xuxlxm ttt ， yuylym ttt  

 式(付.8)より求められる軸力は次のように与えられる． 

   1/1/ 2
00 TdzEvuEhN yxx

， 
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   1/1/ 2
00 TdzEuvEhN xyy

 

12/00 vuEhN xyxy                          (付.13) 

式(付.13)を式(付.11)および(付.12)に代入すれば，引張り問題での Navier 式が得られる． 

   
00

222 1212 vuhH yxtyx
 

     
xmx tTdzEXdz 21/22 ， 

   0
222

0 2211 vhuH tyxyx  

     
ymy tTdzEYdz 21/22                          (付.14) 

 ここで， 21/EhH ；版の伸び剛性 

 式(付.14)を満たす変位を次のように設定する． 

   
1

2221
0 221 tyx hu ， 

   1
1

0 1 yxv                               (付.15) 

 式(付.15)を式(付.14)に代入すると，式(付.14)の第2番目の式を自明で満たしていることが判る．

そこで第 1 式を満足するように関数 1 を決定すれば，関数 1 は変位関数となる．この変位関数

の基礎式は， 

   1
2221 tt hhH  

      1/TdzEXdzt xxm
                         (付.16) 

 同様にして，変位関数 2 も導入でき，その基礎式は次のように示される． 

   2
2221 tt hhH  

      1/TdzEYdzt yym
                        (付.17) 

変位関数 2 に伴う変位は以下のように与えられる． 

   2
2

0 1 yxu ， 

2
2222

0 212 tyx hv                            (付.18) 

 静的問題の場合には上式で慣性項，すなわち
2

th に関する項を削除することで得られる．例

えばたわみと変位関数に関するそれぞれの基礎方程式は次のようにまとめられる． 

・曲げ問題 

   1/2/ TzdzEZdzzdzYXhttqwD yxypyxpxm
         (付.19) 
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・引張り問題 

   1/1 1 TdzEXdztH xxm
 

1/1 2 TdzEYdztH yym
                     (付.20) 

 

ｂ）薄板理論の級数展開 

 従来，薄板解析では S.P.Timoshenko に代表される Fourier 級数による古典的な級数解法が用い

られてきたが，近年では shell 要素を用いる有限要素法が研究・実用面でも盛んに取り入れられ

ている．しかしこの計算法では代数式で示される形状関数に近似度を有しているため，高次の微

分項である横せん断力や面内せん断力の算出には疑問が残る．そこで本論文では厳密解と位置づ

けられる級数解法を採用する． 

 簡単な概要に留めるために，静的外荷重を受ける曲げ問題を取り上げ，特解と同次解について

以下に説明する．一般解は特解と同次解との和で表される．なお引張問題では同次解のみを記載

する． 

 

ｂ－１）特解 

 式(付.19)の特解のうち uq のみが作用する場合について述べる．荷重 uq の Fouier 級数の展開は

次のように得られ，他の荷重 xut ， yut 等についても同様である． 

m n
nmmnu yxqq sinsin                           (付.21) 

 ここで， amm / ， bnn / ， a，b；x，y 方向のスパン， mnq は uq の Fourier 係数， 

特解によるたわみ wp を次のような三角級数に仮定する． 

   
m n

nmmn
p yxwDw sinsin                       (付.22) 

式(付.19)に上式を代入して級数項(m，n)に関して調和解析を行えば，係数 wmn いわゆ

る Navier 解の係数が得られる． 

   4/mnmn qw                              (付.23) 

 ここで，
222

nm  

 特解にはこの他に Levy タイプと呼ばれているはりの解が用いられることもある． 

 

ｂ－２）同次解 

 同次解は版の境界条件を満足させるために導入する．誘導過程は式(3.3.15)と同様にして求め

られる．この同次解を wh
とすると次のように表される． 
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   xyyshDyychCyshBychADw m
m

mmmmmmmmmm
h sin          (付.24) 

 ここで， yych mm cosh ， yysh mm sinh ， 

     Am～Dm は y 方向端辺の境界条件から決定される積分定数 

 曲げモーメント
h

xM ， h
yM ， h

xyM ，およびせん断力
h

xQ ， h
yQ は以下のように得られる． 

   
m

mmmmmmmm
h

x yshyychCyshBychAM 1/21  

                xychyyshD mmmmmm sin1/2 2
， 

   
m

mmmmmmmm
h

y yshyychCyshBychAM 1/21  

                xychyyshD mmmmmm sin1/2 2
， 

   
m

mmmmmmmm
h

xy ychyyshCychByshAM 1  

                xyshyychD mmmmmm cos2
， 

   
m

mmmmmm
h

x xychDyshCQ cos2 3
， 

m
mmmmmm

h
y xyshDychCQ sin2 3

                    (付.25) 

 同様にして，引張り問題の同次解は式(付.20)より求められる． 

   
m

mmmmmmmmmmm
h xyyshLyychKyshJychIH sin1

      (付.26) 

 ここで，Im～Lm は y 方向端辺の境界条件から決定される積分定数 

 軸力
h

xN ， h
yN ， h

xyN は次のように示される． 

   
m

mmmmmmmm
h

x yshyychKyshJychIN 1/221  

                xychyyshL mmmmmm sin1/22 3
， 

   
m

mmmmmmmm
h

y yshyychKyshJychIN 1/21  

                xychyyshL mmmmmm sin1/2 3
， 

   
m

mmmmmmmm
h

xy ychyychKychJyshIN 1/31  

                xyshyychL mmmmmm cos1/3 3
 (付.27) 
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