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第1章 導入

この世界を構成する物質は質量を持っている。そのほとんどは陽子と中性子の質量
である。現代の素粒子物理学では、この質量は、ゲージ理論におけるカイラル対称性
の自発的破れによって生じていることがわかっている。
陽子や中性子は、クォークと呼ばれるスピン 1

2
の基本的な素粒子からできている。ク

ォークはグルーオンを媒介にした強い相互作用を持ち、その理論は量子色力学（Quantum

Chromo Dynamics: QCD）と呼ばれるゲージ理論である。ゲージ理論は、Maxwellの
電磁気学の理論を量子化した量子電気力学（Quantum electrodynamics: QED）がそ
の代表理論として知られており、局所的な対称性（ゲージ対称性）を持つ理論である。
QEDにおいては、朝永振一郎博士らによって発明されたくりこみ理論による理論計算
と実験が素晴らしい精度で一致している。
他方、湯川秀樹博士に始まる中間子論は、陽子や中性子の間の極めて短距離でのみ
働く強い相互作用の存在を明らかにしたが、湯川博士の理論から数十年を経て、上の
ようなゲージ理論に基づく強い相互作用の理論が確立した。その理論では、ミクロの
世界のクォークはその質量がほとんどない。そして、その理論はカイラル対称性とい
うクォークの対称性を持っている。グルーオンとの相互作用を通じて、このカイラル
対称性が自発的に破れ、クォークは大きな質量を獲得する。この質量が、クォークか
らできている陽子や中性子の質量となり、我々や周囲のあらゆる物体の質量となるの
である。
このカイラル対称性の自発的破れによる質量の獲得というシナリオは、南部陽一郎
博士によって初めて素粒子論に導入されたアイデア [1][2]である。南部博士はこの業績
により 2008年のノーベル物理学賞を受賞されている。
本論文では、このゲージ理論の有効理論として適当な、Nambu–Jona-Lasinio 模型

（NJL模型）によるカイラル対称性の破れを、どのようにして定量的に計算するかが課
題である。カイラル対称性の自発的な破れは、本質的に非摂動的な現象であり、摂動論
では扱えない。私たちは、非摂動的な方法を適用し、ミクロにおいて質量のないクォー
クが、マクロにおいては強い相互作用による補正を受けて、自発的に質量を獲得する
ことを示す。
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第2章 質量と自発的対称性の破れ

2.1 Nambu–Jona-Lasinio模型
QCDの有効理論を考えるとき、masslessのカイラル対称性のあるモデルで、真空が
カイラル対称性を力学的に破り、質量が自発的に生成される理論が適当であると考え
られる。このような性質を満たすよく知られたモデルとして、Nambu–Jona-Lasinio模
型がある。そのラグランジアン密度LNJLは、

LNJL = ψ̄j/∂ψj +
G

2N

[
(ψ̄jψj)

2 + (ψ̄jiγ5ψj)
2
]

(2.1.1)

と書き表わせ、4-fermi相互作用が強い時、カイラル対称性が自発的に破れて質量が生
成される。ここで、Gは結合定数で、N は flavor数である。添字の jの和は全ての種
類のフェルミオンについての和を表す。これ以降は簡便のために、ラグランジアン密
度を単にラグランジアンと書く。
はじめに、この理論がカイラル対称性を持ち、質量項が禁止されていることを説明
する。ディラック場 ψから二つのカイラル場 ψR, ψLを逆に定義する:

ψR =
(1 + γ5)

2
ψ , ψL =

(1− γ5)

2
ψ . (2.1.2)

カイラル場は、次の性質を満たす。

ψ̄RψR = 0 , ψ̄LψL = 0 . (2.1.3)

ψ̄Rγ5ψR = 0 , ψ̄Lγ5ψL = 0 . (2.1.4)

ψ̄Lγ
µψR = 0 , ψ̄Rγ

µψL = 0 . (2.1.5)

ψ̄Lγ5γ
µψR = 0 , ψ̄Rγ5γ

µψL = 0 . (2.1.6)

したがって、ラグランジアンには以下の項

ψ̄RψL , ψ̄LψR (2.1.7)

ψ̄Rγ5ψL , ψ̄Lγ5ψR (2.1.8)

ψ̄Rγ
µψR , ψ̄Lγ

µψL (2.1.9)

ψ̄Rγ5γ
µψR , ψ̄Lγ5γ

µψL (2.1.10)

を意味のある項として含むことができる。カイラル対称性とは、これらのカイラル場
に対して位相回転を行うときの変換不変性のことである。すなわち、

ψR = exp(iθR)ψR , ψL = exp(iθL)ψL . (2.1.11)
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第 2章 質量と自発的対称性の破れ

全く同様に二つの位相回転を行えば、それはディラック場に対する位相回転に他なら
ない。つまり、電荷保存に対応する対称性と見なすことができ、フェルミオン数の保
存を意味する。したがって、カイラル対称性とは、二つのカイラリティを持つ粒子、L

とRのそれぞれの個数が個別に保存していることを意味する。
上に示したラグランジアンにおいて、運動項は、

ψ̄j/∂ψj = ψ̄Rj/∂ψRj + ψ̄Lj/∂ψLj (2.1.12)

と変形できるので、カイラル対称性を持っている。つまり、運動項というのは基本的
に場の励起の移動であるが、その過程においては、RはRに、Lは Lに移っていくの
であって、Rが Lになったり、その逆もないということである。
また、上のラグランジアンにはフェルミオンの質量項が入っていない。質量項は、

mψ̄ψ = ψ̄LψR + ψ̄RψL (2.1.13)

と変形される。すなわち、LをRに、RをLに変える相互作用と見ることもできる。し
たがって、もし質量項を加えてしまうと、そのためにカイラル対称性は壊れてしまう。
一方で、カイラル対称性を要求すると、このような質量項をラグランジアンに入れる
ことはできない。
最後に、ラグランジアンLNJLに含まれるN について説明する。種類の数N をパラ
メタとし、相互作用結合定数をN によってスケールしておくのは、次の節で説明する
1/N 展開を定義するためである。この模型について通常行うような摂動論を構成し、
結合定数の級数展開によって解析すると、自発的な質量生成は起こりえない。しかし、
1/N 展開では初項でさえ、結合定数による摂動の意味において、無限次数のものが含
まれており、無限個のダイアグラムの和と定義できる。それにより、これから見るよ
うに非摂動論的な質量生成が可能となるのである。

2.2 摂動論と 1
N展開

ここからはまず、この理論の摂動論を定義し、通常の相互作用結合定数による級数展
開では、質量生成が起こらないことを見る。運動項からプロパゲーターを定義し、４次
の相互作用項から vertexを定義するとファインマン・ルールは次のように定義される。

propagater :

vertex : 1

1
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第 2章 質量と自発的対称性の破れ

フェルミオンのプロパゲーターを Sとし、その tree近似をS0と書く。tree近似は上
のファインマン・ルールのプロパゲーターに対応する。さらに、one-particle irreducible
(1PI)な 2点関数を Σとすると、次の関係式が成立する。

S = S0 + S0ΣS . (2.2.1)

これをファインマン・ダイアグラムのように描けば、次のようになる。

= +

このΣは、自己エネルギー（self energy）と呼ばれている物理量である。上の式の両辺
に S−1と S−1

0 それぞれ右と左からかける。すると

S−1
0 = S−1 + Σ (2.2.2)

が得られ、
S−1 = S−1

0 − Σ = /p− Σ (2.2.3)

と変形される。
つまり、フェルミオンの質量とは、プロパゲーターの極を与えるエネルギー運動量
に対応した質量に他ならない。もし、これから扱う対象のようにΣが運動量に依存し
ない定数で、行列としても 1に比例するならば、

p2 = Σ2 (2.2.4)

がプロパゲーターの極を与えるので、フェルミオンの質量は Σそのもので与えられる
ことになる。
フェルミオンの質量を知るために、自己エネルギーを摂動論で計算する。ループ展
開を行い、ループ数の低いものから並べると、次のように展開される。

= + + +  +  …

+ +  +  …

 +  …

+

ここでは、これから説明する 1/N の次数毎にループ数で並べている。相互作用の結合
定数は先ほど見たように 1/Nに比例しているので、相互作用を１回する毎に 1/Nの因
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第 2章 質量と自発的対称性の破れ

子が現れる。また、フェルミオンがループになっている部分には、種類の和が寄与す
るために、因子N が現れる。したがって、1/N のある次数に限って考えたとしても、
相互作用の結合定数の数としては無限個を考えることになる。
以後、この 1/N 展開の最低次の項だけを考える。それは、自己エネルギーに対し
て (1/N)0のダイアグラムであり、N → ∞でも残る項である。このような項を 1/N

leading diagram と呼ぶ。それは以下のようなタイプのダイアグラムから構成される。

= +

1-loop 2-loop

+

3-loop

+  +  …

さて、このように摂動論によって計算されるΣにより、果たして質量は生成される
だろうか。答えは否である。それを以下で説明する。
まず、Σはフェルミオンが１つ入り、１つ出て行くダイアグラムと見れる。この理
論では４つのフェルミオンがひとつの vertexを構成しているが、理論がカイラル対称
な相互作用によって作られているので、その vertexにおいてはカイラリティを持つ粒
子、LとR のそれぞれの個数は保存している。そのため、もし入ってきたのが Lなら
ば、出て行くのも必ず Lとなる。このような相互作用をどれほど使おうと、事情は変
わらない。したがって、Σの中には、LをRに、Rを Lに変えるような質量項は含ま
れないことになる。
カイラル対称性によって禁止されない質量項以外の項に /pがあり、運動項の補正と
なりうる。しかし、今考えている 1/N leading のダイアグラムにおいては、フェルミ
オンループの部分は外線に流し込まれる運動量の影響を全く受けない。したがって、Σ

は運動量によらない定数となるので、/pのような項は作れない。
質量項も作れず、外線の運動量にも頼れないということから、ダイアグラムの各項
は全て 0である。即ち、摂動展開をしても、その全ての項が自己エネルギーの補正を
与えない。つまり、摂動論において、質量は生成されないということがわかった。
このようなタイプのダイアグラムを計算するときに、どの部分で０になるのかをファ
インマン・ルールにしたがって具体的に見てみる。どのダイアグラムにも、枝の先の
ようなループの先端が少なくとも一つは存在する。その一番先のループは、フェルミ
オンのプロパゲーターがひとつあってループしており、相互作用による vertex 一つだ
けある。ファインマン・ダイアグラムとしては、次の要素に対応する。

6



第 2章 質量と自発的対称性の破れ

p

この部分は主に、
I = Tr

∫
d4p

1

/p
(2.2.5)

という寄与を含む。ここで、Trはスピノールの index についての跡の意味である。相
互作用 vertexの部分からの運動量が流れ込まないことが重要である。したがって、ルー
プ運動量を pとして、ループ積分は上式のように pだけの単純な積分となる。これを
計算すれば、4次元立体角積分をΩ4として、

I = TrΩ4

∫
p3dp

/p

p2
(2.2.6)

となるが、
Trγµ = 0 (2.2.7)

であるから必ず 0となる。どのダイアグラムも先端に I をひとつは含むから、ダイア
グラムの寄与は 0となってしまう。
ここで一つ微妙に取り扱うべき事柄がある。摂動展開、つまり結合定数の次数によ
る級数であれば、確かに有限個のダイアグラムが級数の各項を与えるので、０の有限
和は０であるから、級数としても０にならざるを得ない。しかし、1/N 展開の leading

という立場で見ると、無限個のダイアグラムが存在しているので、０を無限個足して
も本当に０なのかという問題が思い浮かぶ。
実際、NJL模型においてよく行われる解析方法では、何らかの方法で、1/N lead-

ing の寄与が満たすべき方程式を立て、その解を探索するという手法をとる。例えば、
Schwinger-Dyson方程式により非自明解を探すという手法である。もしくは、経路積分
に補助場と呼ばれる場を導入し、フェルミオン場を経路積分することで、補助場の有
効ポテンシャルを評価し、その最小値を探索する手法もよく使われている。これらの
手法では、相互作用の結合定数がある値を越えると確かに非自明な解が現れ、有限の
質量が生成されると結論される。そして実際に、そのような解を摂動論的な立場で理
解しようとすると、無限個のダイアグラムの和で表現されていることもわかる。しか
し、解が複数個存在する場合には、摂動論的な無限個のダイアグラムの和が一意的に
定まらないのではないかという疑問も生じる。
更に、その解は必要条件を満たしているにすぎず、その解が物理的に実現すると言
うには、有効ポテンシャルを評価するなどの解析が必要となる。つまり十分条件を満
たすことを示さねばならない。
次章では、それらの疑問に答えるために、私たちは裸の質量を導入した摂動論を構
成する。そして、それによって無限個のダイアグラムの和を一意的に計算する手法を
逐次変換法によって与える。
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第3章 逐次変換法・0密度
Nambu–Jona-Lasinio模型

前章では、NJL model の基本的な性質を述べた。カイラル対称性を要求すると、ラ
グランジアンに質量項を入れることは禁止され、摂動論では質量が生成されないこと
を示した。
一方で、自己無撞着方程式や補助場の方法などが NJL model の主な解析方法として
ある。これらの方法から、相互作用の結合定数がある値を超えると非自明な解が現れ
ることがわかる。その求まる非自明な解を摂動論として見直すと、無限個のバブル・ダ
イアグラムで表現される。しかし、前章で見たように、摂動論では各ダイアグラムは
それぞれが 0となるはずであり、無限個のダイアグラムの和がどのように有限の質量
を生成するのか明白ではない。また、これらの方法では必要条件しか与えられず、一
般的に非物理的な解を含む中から物理的に正しい解を知るには追加の条件が必要とな
る。そこで、これらの疑問に答えるために、新たな論理的方法を提案する。

3.1 節長の定義
提案する私たちの方法は、摂動論によって直接的にダイアグラムの和を計算するこ
とを目指すものである。
まず始めに、先ほど示した各ダイアグラムが 0になるという摂動論の問題を回避す
る。そのために、いわゆる裸の質量

m0 = ψ̄jψj (3.1.1)

をラグランジアンLNJLに加えると、質量項を持つ新たなラグランジアンは

L = LNJL −m0ψ̄ψ

= ψ̄(i/∂ −m0)ψ +
G

2N

[
(ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγ5ψ)

2
] (3.1.2)

となる。これにより、プロパゲーターはm0だけシフトするので、前章で示した関係式
は次のように修正される。

iS(p) =
i

/p−m0

+
i

/p−m0

{
−iΣ(p) i

/p−m0

}
+

i

/p−m0

{
−iΣ(p) i

/p−m0

}{
−iΣ(p) i

/p−m0

}
+ . . . (3.1.3)
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第 3章 逐次変換法・0密度Nambu–Jona-Lasinio模型

自己エネルギーΣは以前と同様の定義である。S0(p) =
1

/p−m0

を使って、上式を整理
すると

iS(p) = iS0(p) + iS0(p)(−iΣ(p))iS(p) (3.1.4)

となる。両辺に左から S−1
0 、右から S−1をかけると、

S−1
0 SS−1 = S−1

0 S0S
−1 + S−1

0 S0ΣSS
−1 (3.1.5)

⇔ S−1
0 = S−1 + Σ (3.1.6)

⇔ S−1 = S−1
0 − Σ (3.1.7)

となるから、フェルミオンのプロパゲーターは次のように表される。

S−1(p) = /p−m0 − Σ(p) . (3.1.8)

この裸の質量が入ったプロパゲーターを用いて全ての計算を実行し、物理量を裸の
質量の関数として求め、最後に裸の質量を 0にする極限を考えるという方法を採る。
カイラル対称性は裸の質量項によって破れいている。フェルミオンのプロパゲーター
は裸の質量項によって

(/p−m0)
−1 (3.1.9)

と変更され、プロパゲーターの中でRと Lを移り変わることができる。つまり、前章
で見た各ダイアグラムは 0ではなくなり、有限の質量生成を与える。前章で各ダイア
グラムが 0になるのは、次の部分 Iに因る。

p

導入した裸の質量によって、このループ積分は

I = Tr

∫
d4p

1

/p−m0

(3.1.10)

と修正され、
I = TrΩ4

∫
p3dp

/p+m0

p2 −m2
0

= 4Ω4m0

∫
p3dp

1

p2 −m2
0

(3.1.11)

となり、裸の質量に比例する項が残る。m0 → 0の極限ではこの項は 0になるから、各
項が 0になるという事実はこの極限においてもそのままである。
問題となるのは、1/N leading の Σをどのようにして計算するかである。相互作用
の結合定数に対する級数の形では、無限個のダイアグラムの和であるため各項の計算
は難しく、それらを足す方法が必要となる。
そこで、新たにダイアグラムを分類する方法を提案する。始めに、各ダイアグラム
に対して節長という指標を定義する。節長とは、ダイアグラムが含む「足」の最大の
長さと定める。足の長さとは、外線から始めて、連なるループの先端に至るまでに経
由するフェルミオンのループ数のことである。0から 3までの節長に対応するダイアグ
ラムを具体的に描いたのが次の図である。
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ここで、節長が nまでの全てのダイアグラムを考慮した質量項をM (n)と書く。私た
ちが求めたい質量はM (∞)である。

3.2 逐次変換法
前節で定義したM (n)は、n = 0から逐次的に求めていくことができる。初項M (0)は
裸の質量m0そのものである。逐次的な変換として見るために、M (n)を質量項とする
プロパゲーターを S(n) とする。この S(n)でループを作ると、作ったループによって節
長が 1伸びるので、M (n)（のm0以外の部分）を与える。この操作を逐次的にに繰り返
せば、nが一つずつ大きいものを作ることができる。この一連の変換をファインマン・
ダイアグラムで表すと次のようになる。

この nから n+ 1へのステップは、M (n+1)をM (n)で表す逐次変換式で表現できる。

M (n+1) = F
[
M (n)

]
. (3.2.1)
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変換関数 F を求める。裸の質量以外の部分は、プロパゲーター S(n)でのループ積分の
計算に対応するので、質量M についてプロパゲーターのループ計算をする。∫

d4p

i(2π)4
1

M2 − p2
=

∫
d4pE
(2π)4

1

p2E +M2

=
Ω4

(2π)4

∫ Λ

0

dp
p3

p2 +M2

=
1

8π2
· 1
2

∫ Λ2

0

dp2
p2

p2 +m2
.

(3.2.2)

ここで、第一式において４次元積分をユークリッド化して実行した。この模型は、２
次発散を含むため、運動量を切断しないと不定性なく計算することはできない。その
ため、ユークリッド化した運動量の長さが Λとなるところを積分の上限としてカット
オフした。p2を uと変数変換し積分を実行すると

1

2

∫ Λ2

0

dp2
p2

p2 +m2
=

∫ Λ2

0

du

(
1− m2

u+m2

)
=
[
u−m2 ln(u+m2)

]Λ2

0

= Λ2 −M2 ln

(
1 +

Λ2

M2

)
.

(3.2.3)

よって、変換関数は

F (M) = m0 +
GM

4π2

(
Λ2 −M2 ln

(
1 +

Λ2

M2

))
(3.2.4)

となるが、notation を簡素にするために、質量次元の全ての物理量をカットオフΛの
単位として無次元量として表現する。即ち、

M̂ =
M

Λ
, m̂0 =

m0

Λ
, ĝ =

Λ2G

4π2
(3.2.5)

と書き直した上で、ハット記号を省略する。そうすると、変換関数は最終的に次の式
で与えられる。

F (M) = m0 + gM
(
1−M2 log

(
1 +M−2

))
. (3.2.6)

3.3 変換関数の解析
前節で求めた逐次変換式によって、求めたい質量M (∞)をどのように計算するかを
考える。暫くグラフを用いながら逐次変換を表現していく。
まず、相互作用定数が十分に小さい場合を見てみる。ここでは例として、g = 0.7の
場合の変換関数 F (x)を図 3.1に示す。裸の質量m0は負にとっても問題ないが、話を
簡潔にするために、符号は正と固定する。
相互作用の結合定数が十分小さい場合、y = F (x)の交点における微分係数が 1より
も小さいことにより、y = F (x)と直線 y = xは原点近くで一度だけ交わる。交点の x

座標はm0の効果のために、正の領域にある。
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逐次変換による質量変化がどのように起こるかをより詳しく調べるために、図 3.2に
交点近傍の領域を拡大した。逐次変換をグラフ上で行う方法を説明する。逐次変換は、
出発点を x軸上にとり、上に伸ばして関数 F (x)とぶつかる点を求め、そこから横に
伸ばして、直線 y = xとの交点を求める。この交点の x座標が、変換された結果であ
る。したがって、逐次変換を繰り返すには、このステップを繰り返せばよい。図 3.2に、
M (0)から始まる逐次変換を具体的に描いた。
出発点M (0) = m0は、簡単な考察により、交点の左側に存在する。つまり、交点の

x 座標はm0よりも大きい。逐次変換を繰り返すと、グラフから明らかのように、数列
は交点に吸い込まれて行く。最終的に、M (∞)は交点における x座標で与えられること
になる。

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

-0.4 -0.2  0  0.2  0.4

F(x)
x

図 3.1: 変換関数 F (x): g=0.7
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図 3.2: 逐次変換の動き: g=0.7

次に、相互作用の結合定数が強い場合を考える。ここでは g = 1.5として、関数
y = F (x)（実線）と y = x（破線）を図 3.3に描いた。この場合には、変換関数 y = F (x)

と y = xは、先ほどの場合と同様に原点近傍で交わることに加え、正の領域と負の領
域の両方で交わっている。また、原点近傍の交点における y = F (x)の微分係数は 1よ
り大きくなっているのが特徴である。
逐次変換を調べるために、正の領域を拡大したのが図 3.4である。原点近傍の交点は
負の領域にあり、逐次変換の出発点は裸の質量であり、正の領域にある。また、この出
発点は右端の交点よりは左側にある。したがって、出発点は原点近傍の交点の右側に
あり、その出発点において、変換関数 y = F (x)は y = xより上にある。逐次変換を繰
り返すと右側にずれていき、正の領域にある右端の交点に吸い込まれていくことにな
る。この動き自身は、相互作用の結合定数が小さい場合と同じである。つまり、M (∞)

の値は、右端の正の領域にある交点から与えられることになる。

3.4 変換関数の固定点構造
変換関数 F による変換は、形式的な意味において、離散的なくりこみ変換とみるこ
とができる。くりこみ変換の性質として重要なのは、固定点の構造である。固定点と
いうのは、変換によって動かない点のことである。したがって、固定点 x∗は次の方程

12
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図 3.3: 変換関数 F (x): g=1.5
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図 3.4: 逐次変換の動き: g=1.5

式を満たす。
x∗ = F (x∗) . (3.4.1)

固定点には２種類ある。つまり、固定点近傍における変換が、固定点に近づくか、固
定点から遠ざかるかである。変換によって近づく固定点を安定固定点、あるいは、エ
ネルギースケールの概念を準用して赤外固定点と呼ぶ。逆に、変換によって遠ざかる
固定点を不安定固定点、あるいは、紫外固定点と呼ぶ。くりこみ変換を繰り返して行
くと、一般には、赤外固定点と呼ばれる固定点に到達する。不安定固定点の直上にい
る場合は、そのままであるが、それは更に高い対称性等の理由がないと一般には実現
できない。
今の節長による逐次変換の場合、固定点の数は相互作用の結合定数によって変化す
る。結合定数が十分に小さい場合には、固定点は原点近傍の１個だけであって、それ
は不安定固定点になっている。結合定数がある値より大きくなると、固定点の数は３
つとなり、真ん中のものが不安定固定点、両側の正と負の領域にあるものが、安定固
定点となる。これを図 3.5に示す。
ここでは、固定点の場所を横軸に、結合定数を縦軸にとって描いた。線が複数ある
のは、裸の質量を変えたのものである。裸の質量が大きい程、線は原点に対して外側
のものになっている。外側から、m0 = 0.001, 0.0006, 0.0003, 0の４つの場合が描かれ
ている。相互作用の結合定数が小さい間は、固定点は正の領域にある一つだけであり、
それは安定固定点である。結合定数がある値、臨界結合定数を超えると、負の領域で、
二つの固定点は対発生する。それは、原点に近い方が不安定固定点であり、もう一つ
が安定固定点である。つまり、臨界結合定数より大きい結合定数の場合、固定点は３
つあり、真ん中が不安定固定点、両側が安定固定点である。
この固定点の数が１つから３つに増えるところが、臨界結合定数に他ならないので、
臨界結合定数は裸の質量を増やしていくと、だんだんと増加することがわかる。この
ため、相互作用の結合定数を 1より大きいところで固定して考え、裸の質量を増やし
ていくと、ある臨界裸の質量があって、それ以上になると、固定点の数が３つから１
つになってしまうと見ることができる。この点については、後に議論する。
ただし、ちょうど臨界のところでは、固定点は２つであり、負の領域にある固定点
は、グラフとしては y = F (x)と y = xがその点で接する形となっている。このような
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図 3.5: 変換関数の固定点構造の結合定数と裸の質量による変化

固定点では、左からは安定固定点、右からは不安定固定点となっていて、動きが方向
によっている。臨界を少し越えると、まさに、左側に安定固定点、右側に不安定固定
点と分離されるわけだから、ちょうど臨界では、この二つの固定点が重なって存在し
ているような状況になっている。裸の質量を小さくしていくと、固定点を表す２本の
曲線は、全体として原点に寄ってくる。裸の質量が０となる極限では、原点にいつで
も存在する固定点がある。臨界結合定数はちょうど 1となり、結合定数が 1以下ではこ
の原点の固定点のみで、それは安定固定点である。結合定数が 1を越えると、原点の
固定点が不安定固定点に変化し、その代わりに安定固定点が正と負の領域にそれぞれ
ひとつずつ発生する。
逐次変換で求まる節長が無限大の時の値は、結合定数が臨界結合定数より小さい場
合には、存在する一つの固定点で与えられる。その固定点の値は、裸の質量を 0にする
と 0 となる。結合定数が臨界結合定数より大きい場合には、固定点は３つあるが、出
発点である裸の質量は真ん中と右端の二つの固定点の間にある。したがって、節長無
限大の時の値は、右端の固定点で与えられる。これは、正の裸の質量に対しては、正
の安定固定点が選ばれると言ってもよい。
臨界結合定数を超えた場合、右端の固定点の値自身は、裸の質量を 0としてもほと
んど変わらない。ましてや 0にはならない。したがって、節長が無限大の質量の値も、
裸の質量が 0の極限でほとんど変わらず、有限に保たれる、とできる。
節長が無限大の質量の値は固定点で与えられる。逆に言うと、この変換をくりかえ
せば必ず対応する安定固定点に行くので、出発点の情報は失われていることになる。も
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ちろん、安定固定点は複数あるので、どのどちらに行くかは、出発点がどちらの支配
領域にあるかで決まっている。しかし、出発点の値そのものの詳細にはよらない。こ
のような性質は、くりこみ変換においては、ミクロの情報を失うという性質に対応し
ており一般的なことである。
自発的に生成される質量の大きさが、その出発点に依存しないといっても、それには
大きな物理的意味はないだろう。各M (n)が、正確な意味で、節長が nまでのダイアグ
ラムの和になっているという物理的性質は、あくまで、その出発点を正しくM (0) = m0

とした場合にのみ成立する。それ以外の出発点では、最後の結果は同じところになる
が、途中の値には、ダイアグラムの意味でのはっきりした意味をつけることはできない。

3.5 節長拡大に伴う質量生成
前節までで、節長による逐次変換によって、質量の生成を具体的に計算することが
できた。その結果は、変換関数 F の固定点構造だけで決まっており、それが臨界結合
定数を決定していた。ここでは、もう少し詳細に立ち入って、節長が伸びるにしたがっ
て、質量が生成されていく様子を検証しよう。
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図 3.6: 節長拡大に伴う質量生成: g=0.7
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図 3.7: 節長拡大に伴う質量生成: g=1.5

まず、相互作用の結合定数が臨界結合定数よりも小さい場合を図 3.6にプロットす
る。質量を与えるダイアグラムの節長を伸ばしていくと、かなり急激に質量は立ち上
がり、早い段階で一定になる。しかし、裸の質量を減らして行くと、最終的に一定に
なる質量が、裸の質量程度の質量に減少してしまう。
相互作用の結合定数が臨界結合定数を超える場合を、図 3.7にプロットした。臨界結
合定数に満たない場合と対称的に、節長が伸びても最初の方ではあまり質量は増加し
ない。ある特定の節長の領域で、質量は急速に立ち上がり、それ以降、一定の値に近
づく。
裸の質量を減らして行くと、質量が立ち上がる特定の節長がどんどん長くなる。し
かし、十分に長い節長の時に得られる一定の質量の値は少し下がるだけで、ほぼ同じ
である。
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この状況は、ある意味で非常に不思議である。節長という指標によるファインマン・
ダイアグラムの分類で、質量の数列を定義してきた。節長を伸ばして行くと、質量が
一定の値に収束していく。発散も振動もしない。
裸の質量と節長の関係は、それらの極限の順序によって得られる質量が全く異なる
ことを意味している。すなわち、最大の節長を適当なところに固定しておき、裸の質
量を 0に近づけると、最初はまず小さくなり、一定のところで安定しているように見え
るが、最終的には、0に向かって急速に落ち込む。逆に、裸の質量を固定して、節長を
伸ばして行くと、裸の質量に応じて質量が立ち上がる特徴的な節長は長くなるが、そ
れを越えて伸ばせば一定の値に収束する。
これらの振る舞いは、単にファインマン・ダイアグラムの分類によって定義された
質量の数列というだけの知識からはとても理解できない。しかし、逐次変換をくりこ
み群による変換と同じように捉えて固定点構造から理解してしまえば、全ての性質は
非常に明らかなことである。
すなわち、節長を伸ばすことによって、不安定固定点である原点近傍交点より正側
にある初期点から、正の領域にある安定固定点に向かって質量のフローは進んでいく。
質量がある節長によって急速に立ち上がるのは、ちょうど、二つの固定点の間の中間
的な場所を、フローが通り抜ける「タイミング」に対応している。この発展期がどの
節長のあたりで現れるかは、出発点がどれくらい原点近傍の不安定固定点の近くにあ
るかによっている。つまり、裸の質量を小さくすればするほど、原点近傍の不安定固
定点から離れるのに「時間」がかかるのである。しかし、どんなに時間はかかっても、
結局は、不安定固定点からは離れることができて、質量の成長期に入る。この意味で、
裸の質量が異なるフローはほぼ正確に節長をずらせば重なるはずである。これは、図
3.7から見て取れることである。ほぼ正確、と限定する意味は、裸の質量が異なると、
変換関数 F が異なるので、全く同じ変換に対して初期値が異なるだけのフローという
わけではないからである。
いかに大きな節長をとっても、それが有限である限り、裸の質量を 0にすれば、そ
の質量も 0になってしまう。逆に、どんなに裸の質量が小さくても、それが 0でない限
り、十分に長い節長までくりこみを進めれば、必ず質量は生成され、安定固定点の値
に近づく。節長と裸の質量という二つのパラメタの極限順序によって得られる質量の
結果は異なるが、本来、節長に対する制限はないのであって、この意味で、節長を無
限大にする極限が先にとられるべきなのである。
つまり、相互作用の結合定数が臨界結合定数より大きい場合、対称性は自発的に破
れ、質量は自発的に生成されると結論するべきなのである。
もちろん、臨界結合定数の存在、自発的対称性の破れ、質量の自発的生成などの定
量的結果は、これまでの他の解析方法による結果と同じである。しかし、ここで示し
た方法は、節長という指標を持ち込むことによって、摂動論のダイアグラムの無限和
への道を定義し、一意的に質量を計算する方法を与えている。しかも、節長による逐
次変換をくりこみ変換に擬すことによって、固定点構造の解析から、節長を伸ばすこ
とによる質量生成の振る舞いを、裸の質量と節長の関係で完全に捉えることに成功し
たものである。これは、ともすれば、ややあいまいなところを残した議論にたよりが
ちな、自発的対称性の破れに伴う質量の自発的生成のこれまでの説明を、極めて明快
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第 3章 逐次変換法・0密度Nambu–Jona-Lasinio模型

に与えたものと言えよう。
図 3.8の真ん中の図は、ちょうど臨界点であり、原点での接線の傾きは無限大にな
る。m0に対するM の傾きは、カイラル感受率を表している。したがって、その感受
率は逐次変換を経るごとに大きくなり、n→ ∞で発散する。これは２次転移の特徴で
ある。さらに、一番下の図は、超臨界の様子を示しており、裸の質量のゼロ極限にお
いて、物理的な質量も消滅する。これは、有限の節長 nにおいて起こるので、自発的
な質量生成は起きないことがわかる。

3.6 Legendre有効ポテンシャル

M (n+1)(m0) = m0 + gM (n)
[
1−

(
M (n)

)2
ln
(
1 +

(
M (n)

)−2
)]

(3.6.1)

裸の質量m0が入った生成汎関数は、ユークリッド化されたNJL模型のラグランジ
アンLE

NJL を使って

Z(m0) =

∫
DψDψ̄ exp

[
−
∫
d4xE(LE

NJL −m0ψ̄ψ)

]
(3.6.2)

であり、その対数をとったものを自由エネルギーと定義する:

W (m0) ≡ lnZ(m0). (3.6.3)

自由エネルギーW (m0)は、connected diagram の生成汎関数である。これをm0で微
分すると、

∂W (m0)

∂m0

=

∫
DψDψ̄{

∫
d4xEψ̄ψ} exp[−

∫
d4xE(LE

NJL −m0ψ̄ψ)]

Z(m0)

=

⟨∫
d4xEψ̄(xE)ψ(xE)

⟩
m0

=

∫
d4xE

⟨
ψ̄(0)ψ(0)

⟩
m0

(3.6.4)

= Ω
⟨
ψ̄ψ
⟩
m0

≡ Φ

となる。ここで、⟨· · · ⟩m0
は真空期待値を表し、真空の並進対称性より、

⟨
ψ̄ψ
⟩
m0
の xE

依存性はなくなった。ここで、自由エネルギーW (m0)をLegendre変換したものをLeg-

endre有効作用 Γ(Φ)と定義する。

Γ(Φ) ≡ −W (m0) +m0Φ . (3.6.5)

これを、Φで微分すると、
∂Γ(Φ)

∂Φ
= −∂m0

∂Φ

∂W (m0)

∂m0

+
∂m0

∂Φ
Φ +m0 = m0 (3.6.6)

となる。
次に、Legendre有効ポテンシャル VLを

VL(Φ) ≡
Γ(Φ)

NΩ
(3.6.7)
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図 3.8: 結合定数 g = 0.9, 1.0, 1.1 における m0 と M (n) の関係
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図 3.9: 結合定数 g = 0.9, 1.0, 1.1 における m0 と M (∞)の関係

と定義し、さらに自由エネルギー密度w(m0)を

w(m0) ≡
W (m0)

NΩ
(3.6.8)

と定義する。この二つは、Γ(Φ)とW (m0)と同様に、

VL(ϕ) ≡ −w(m0) +m0ϕ (
Φ

NΩ
≡ ϕ) (3.6.9)

という Legendre変換で結ばれている。また、Legendre有効ポテンシャル VLを ϕで微
分すると、

∂VL(ϕ)

∂ϕ
=
∂Γ

∂Φ
= m0 (3.6.10)

となる。
次に、ϕ(M)を求める。Φ/Ω =

⟨
ψ̄aψa

⟩
m0

= −
⟨
ψaψ̄

⟩
m0
を示すダイアグラムは、large

N 極限での 1PIダイアグラムの外線による symmetry factor 2と vertexと-1がなくなっ
たものなので、

Φ

Ω
=

1

2
× 2N

iG
×−1× (−iΣ)

=
N

G
× Σ

=
N

G
×M

(
GΛ2

4π2

)[
1−

(
M

Λ

)2

ln

{
1 +

(
M

Λ

)−2
}]

(3.6.11)

=
NΛ3

4π2

(
M

Λ

)[
1−

(
M

Λ

)2

ln

{
1 +

(
M

Λ

)−2
}]

(3.6.12)

これにより、無次元化された ϕ̃は、

ϕ̃ ≡ ϕ

Λ3
=

Ψ

ΩNΛ3
(3.6.13)

=
1

4π2
M̃
[
1− M̃2 ln{1 + M̃−2}

]
(3.6.14)
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となる。無次元量 ϕ̃もこれ以降、単に ϕとする。

ϕ =
M −m0

G
. (3.6.15)

この関係式に逐次変換法を適用すると、ϕ,wと VLはそれぞれ、

ϕ(n)(m0) =
M (n) −m0

G
, (3.6.16)

∂w(n)(m0)

∂m0

= ϕ(n)(m0) , V
(n)
L (ϕ(n)) = −w(n)(m0) +m0ϕ

(n). (3.6.17)

これらの関係式を用いて、まず ϕ(n)をm0の関数として計算する。さらにそれを積
分することで、w(n)(m0)を求め、最終的に Legendre有効ポテンシャルを得る。これら
全ての結果を数値的に計算したものを以下に図示する。Legendre有効ポテンシャルは、
任意の節長 nで凸であり、我々の逐次変換法によって物理的に正しい結果が自動的に
得られた。
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図 3.10: 結合定数 g = 0.9, 1.0, 1.1 における ϕ(n)

21



第 3章 逐次変換法・0密度Nambu–Jona-Lasinio模型

-1×10-5

 0×100

 1×10-5

 2×10-5

 3×10-5

-0.006 -0.004 -0.002  0  0.002  0.004  0.006

V
L

φ

Weak coupling

-1×10-5

 0×100

 1×10-5

 2×10-5

 3×10-5

-0.006 -0.004 -0.002  0  0.002  0.004  0.006

V
L

φ

Critical coupling

-1×10-5

 0×100

 1×10-5

 2×10-5

 3×10-5

-0.006 -0.004 -0.002  0  0.002  0.004  0.006

V
L

φ

Strong coupling

図 3.11: 結合定数 g = 0.9, 1.0, 1.1 における有効ポテンシャル V
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第4章 逐次変換法・有限密度
Nambu–Jona-Lasinio模型

4.1 有限密度の Nambu–Jona-Lasinio模型
これまでは 0密度のNJL模型を扱ってきたが、この章からその理論を有限密度系へ
と拡張する。有限密度NJL模型のラグランジアンは、0密度のそれに化学ポテンシャ
ル µに関する項を加える。すなわち、

L NJL

(µ=0)
→ L NJL

(µ̸=0)
= L+ µqU(1) . (4.1.1)

ここで、µqU(1)は ∫
d3xqU(1) = QU(1) (4.1.2)

である。フェルミオンのネーターカレントは

jµ = − δL
δ(∂µψ)

∆ψ = −[ψ̄iγµ] · (iψ) = ψ̄γµψ (4.1.3)

であるから、保存電荷QU(1)は

QU(1) =

∫
d3xj0(x) =

∫
d3xψ̄γ0ψ (4.1.4)

であり、ψ̄γ0ψが qU(1)となる。
したがって、有限密度NJL模型では、ラグランジアンは次のように書き換わる。ハ
ミルトニアンはH → H− µqU(1) であるから、ラグランジアンは

L = π
δL
δψ

−H → L+ µqU(1) (4.1.5)

と変形される。すなわち、

LNJL = ψ̄i/∂ψ + µψ̄γ0ψ −m0ψ̄ψ +
G

2N

[
(ψ̄jψj)

2
]

= ψ̄(i/∂ + µγ0 −m0)ψ +
G

2N

[
(ψ̄jψj)

2
]
.

(4.1.6)

そして、プロパゲーターは次のように書き換わる。

i

/p−m0

→ i

/p+ µγ0 −m0

=
i(/p+ µγ0 +m0)

(/p+ µγ0 −m0)(/p+ µγ0 +m0)
. (4.1.7)
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ここで、(/p+ µγ0)2は

(/p+ µγ0)2 = p2 + µ2(γ0)2 + µ(pµγ
µγ0 + pµγ

0γµ)

= p2 + µ2 + µpµ{γµ, γ0}
= p2 + µ2 + 2µp0

(4.1.8)

と計算でき、分母の計算を実行すると、free propagator Sfreeは

Sfree =
i(/p+ µγ0 +m0)

p2 + µ2 + 2µp0 −m0
2

(4.1.9)

となる。
質量m0のループ積分 Iは

I =
iG

2N
× tr[−ψ(0)ψ̄(0)]× 2×N

= iG tr

∫
d4p

(2π)4
i(/p+ µγ0 +m01)

p2 + µ2 + 2µp0 −m0
2
e0

= 4G

∫
d4p

(2π)4
m0

p2 + 2µp0 + µ2 −m0
2
.

(4.1.10)

m0をM に置き換えることで full propagator にすると、質量M のループ I ′となり

I ′ ≡ −iΣ (4.1.11)

即ち、
M = m0 + Σ (4.1.12)

の関係式を得る。まとめると、

M = m0 + 4iG

∫
d4p

(2π)4
M

p2 + 2µp0 + µ2 −M2
. (4.1.13)

4.2 ３次元カットオフ
ここからは上式の運動量積分について計算を実行する。その運動量積分は明らかに
発散するので、運動量切断（カットオフ）Λを導入する。ここでは、３次元カットオフ
の場合について計算する。３次元カットオフとは{

p0：−∞ → ∞
|p|：0 → Λ

(4.2.1)

のように、運動量 pの積分範囲に上限を与える。
自己エネルギーΣは

Σ = 4iG

∫
d4p

(2π)4
M

p2 + 2µp0 + µ2 −M2

= 4iG

∫
d4p

(2π)4
M

(p0 + µ)2 − ωp2

= 4iG

∫
d4p

(2π)4
M

(p0 + µ+ ωp)(p0 + µ− ωp)
.

(4.2.2)
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ここで、ωp2 = p2 +M2である。
次に Euclid化を行う。p0 ≡ ip4, γ0 = γ4とすると、

d4p = dp0d3p = id(−ip0)d3p = idp4d3p ≡ id4pE (4.2.3)

より、

Σ = 4iG

∫
d4pE
(2π)4

M

(ip4 + µ+ ωp)(ip4 + µ− ωp)

= 4G

∫
d4pE
(2π)4

M

{p4 − i(µ+ ωp)}{p4 − i(µ− ωp)}

=
4GM

(2π)4

∫ Λ

0

d3p

∫ ∞

−∞
dp4

1

{p4 − i(µ+ ωp)}{p4 − i(µ− ωp)}
.

(4.2.4)

p4積分では、ωp2 = p2 +M2 > 0, µ > 0だから、場合分ける必要がある。
見通しをよくするために、Σを部分に分けて積分する。まずは、p4積分から行い

X(p) =

∫ ∞

−∞
dp4

1

{p4 − i(µ+ ωp)}{p4 − i(µ− ωp)}
(4.2.5)

と置く。
積分X(p)の変数 pを xとおき、さらにµ+ ωp = A, µ− ωp = Bとすると、X(p)は∫ ∞

−∞
dx

1

(x− iA)(x− iB)
=

∫ ∞

−∞
dx

1

i(A−B)

[
1

x− iA
− 1

x− iB

]
(4.2.6)

と簡略化でき、この積分を µ − ωp > 0とµ − ωp ≤ 0の２つの場合で留数定理を用い
実行する。
(i) µ− ωp > 0のとき

X(p) =

∮
C

dx
1

(x− iA)(x− iB)
= 2πi [Res [X(p), iA] + [Res [X(p), iB]] , (4.2.7)

Res [X(p), iA] = lim
x→iA

1

(x− iA)(x− iB)
× (x− iA) =

1

i(A−B)
, (4.2.8)

Res [X(p), iB] = lim
x→iB

1

(x− iA)(x− iB)
× (x− iB) =

1

i(B − A)
, (4.2.9)

であるから、結局
X(p) = 2πi

[
1

i(A−B)
+

1

i(B − A)

]
= 0 (4.2.10)

と求まる。
(ii) µ− ωp ≤ 0のとき

X(p) =

∮
C

dx
1

(x− iA)(x− iB)

= 2πi [Res [X(p), iA]]

= 2πi
1

i(A−B)

=
2π

A−B
.

(4.2.11)
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A = µ+ ωp, B = µ− ωpであったから、

X(p) =

{
0 (µ− ωp > 0)
π
ωp

(µ− ωp ≤ 0)
(4.2.12)

となるので、階段関数を用いてまとめると、

X(p) = θ(µ− ωp) · 0 + θ(ωp − µ)
π

ωp

= θ(ωp − µ)
π

ωp
.

(4.2.13)

したがって、自己エネルギーΣは

Σ =
4GM

(2π)4

∫ Λ

0

d3pθ(ωp − µ)
π

ωp

=
4πGM

(2π)4

∫ Λ

0

d3pθ(
√

p2 +M2 − µ)
1√

p2 +M2

=
4πGM

(2π)4
· 4π

∫ Λ

0

dpθ(
√
p2 +M2 − µ)

p2√
p2 +M2

=
GM

π2

∫ Λ

0

dp θ(
√
p2 +M2 − µ)

p2√
p2 +M2

.

(4.2.14)

ここで、
d3p = |p|2d|p|dΩ, |p| = p,

∫
dΩ = 4π

の関係を使った。
求めたい自己エネルギーの被積分関数である階段関数が積分変数を含むので、積分
を実行するためには場合分けを行う必要がある。
(I) |M | − µ > 0 のとき
(II) |M | − µ ≤ 0 かつ

√
Λ2 +M2 − µ > 0 のとき

(III) |M | − µ ≤ 0 かつ
√
Λ2 +M2 − µ ≤ 0 のとき

θ(|M |−µ)のとき、θ(
√
Λ2 +M2−µ)は常に成り立つので、Σは次のようにまとまる。

Σ =
GM

π2
θ(
√
Λ2 +M2−µ)

[
θ(|M | − µ)

∫ Λ

0

dp F (p) + θ(µ− |M |)
∫ Λ

√
Λ2+M2−µ

dp F (p)

]
,

(4.2.15)

where

F (p) =
p2√

p2 +M2
.
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ここで、F (p)の p積分の一般形を求めるために次の計算を先に行う。

I(α, β) ≡
∫ β

α

dp
p2√

p2 +M2
(4.2.16)

=

∫ β

α

dp
M2

(
p
M

)2
M
((

p
M

)2
+ 1
) 1

2

(4.2.17)

注意されたいのは、α, βは関数 I の独立変数ではなく、積分範囲を明示的に書いたも
のである。 p

M
≡ x, dp =Mdxと変数変換すると、積分範囲が変わり{

p : α→ β

x : α
M

→ β
M

より

I(α, β) =M2

∫ β
M

α
M

dp
x2√
x2 + 1

. (4.2.18)

さらに、x = sinh θ, dx = cosh θdθと変数変換すれば{
x : α

M
→ β

M

θ : sinh−1 α
M

→ sinh−1 β
M

より

I(α, β) = M2

∫ sinh−1 β
M

sinh−1 α
M

dθ cosh θ
sinh2θ

cosh θ

= M2

∫ sinh−1 β
M

sinh−1 α
M

dθ sinh2 θ

=
M2

2

∫ sinh−1 β
M

sinh−1 α
M

dθ(cosh 2θ − 1)

=
M2

2

[
sinh 2θ

2
− θ

]sinh−1 β
M

sinh−1 α
M

=
M2

2

[
sinh θ

√
sinh2 θ + 1− θ

]sinh−1 β
M

sinh−1 α
M

=
M2

2

 β
M

√(
β

M

)2

+ 1− α

M

√( α
M

)2
+ 1

− sinh−1 β

M
+ sinh−1 α

M
.

ここで、sinh−1 θ = ln
(
θ +

√
θ2 + 1

)
であるから、

I(α, β) =
1

2

[
β
√
β2 +M2 − α

√
α2 +M2 +M2 ln

α +
√
α2 +M2

β +
√
β2 +M2

]
. (4.2.19)
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求めたいΣは、

Σ =
GM

π2
θ(
√
Λ2 +M2 − µ)

[
θ(|M | − µ)I(0,Λ) + θ(µ− |M |)I(Λ2 +M2,Λ)

]
(4.2.20)

であるから、先ほどの I(α, β)を用い計算すると、自己エネルギーΣは

Σ =
GM

2π2
θ(
√
Λ2 +M2 − µ)

[
θ(|M | − µ)

{
Λ
√
Λ2 +M2 +M2 ln

|M |
Λ +

√
Λ2 +M2

}
+θ(µ− |M |)

{
Λ
√
Λ2 +M2 − µ

√
µ2 −M2 +M2 ln

µ+
√
µ2 −M2

Λ +
√
Λ2 +M2

}]
(4.2.21)

となる。自己無撞着方程式はM = m0 +Σであったが、両辺をΛで割り、物理量を無
次元化する。無次元化されたものをチルダ記号で次のように書く。

g =
GM̃

4π2
, M̃ =

M

Λ
, m̃0 =

m0

Λ
, Σ̃ =

Σ

Λ
, µ̃ =

µ

Λ
. (4.2.22)

このとき先ほど求めたΣは

Σ̃ =
G

2π2
M̃θ(

√
1 + M̃2 − µ̃)

[
θ(|M̃ | − µ̃)

{√
1 + M̃2 + M̃2 ln

|M̃ |
1 +

√
1 + M̃2

}

+θ(µ̃− |M̃ |)

√1 + M̃2 − µ̃

√
µ̃2 − M̃2 + M̃2 ln

µ̃+

√
µ̃2 − M̃2

1 +
√
1 + M̃2


 (4.2.23)

となる。ここで、チルダ記号のついた文字を再び無次元化されたという意味で元に戻
す。したがって、

M = m0 + 2gM θ(
√
1 +M2 − µ)

[
θ(|M | − µ)

{√
1 +M2 +M2 ln

|M |
1 +

√
1 +M2

}
+θ(µ− |M |)

{
√
1 +M2 − µ

√
µ2 −M2 +M2 ln

µ+
√
µ2 −M2

1 +
√
1 +M2

}]
(4.2.24)

を得る。
√
1 +M2と |M |の大小関係に注意すると、

M = m0 + 2gM

[
θ(|M | − µ)

{√
1 +M2 +M2 ln

|M |
1 +

√
1 +M2

}
+θ(µ− |M |)

{
√
1 +M2 − µ

√
µ2 −M2 +M2 ln

µ+
√
µ2 −M2

1 +
√
1 +M2

}]
(4.2.25)

とまとめられる。

4.3 ３次元カットオフでの数値解析
0密度NJL模型で導入した逐次変換法を有限密度系にも同様に適用する。0密度NJL

模型と同様に節長を nとした逐次変換式は、
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図 4.1: g = 0.85, µ = 0.7,m0 = 0における逐次変換関数.

M (n+1) = m0 + 2gM (n)

[
θ(|M (n)| − µ)

{√
1 +M (n)2 +M (n)2 ln

|M (n)|
1 +

√
1 +M (n)2

}

+θ(µ− |M (n)|)


√
1 +M (n)2 − µ

√
µ2 −M (n)2 +M (n)2 ln

µ+

√
µ2 −M (n)2

1 +
√

1 +M (n)2




(4.3.1)

逐次変換関数を得たので、0密度の場合と同様に有限密度における逐次変換を見る。
プロットした図は、相互作用の結合定数が強い場合のものである。0密度の場合、最大
で交点は３つあったが、今回は５つに増加したのが特徴的である。
逐次変換の動きを調べるために任意のm0から出発し変換を繰り返す。具体的に原点
近傍の裸の質量から出発して、逐次変換を繰り返すと、原点付近の交点に近づく動き
をする。よってその固定点は安定固定点であることがわかる。同様にして、固定点が
安定かどうかを調べるために、様々な裸の質量m0から出発して、逐次変換の動きを見
る。５つの固定点は、最も左端の交点から右へと順に、安定、不安定、安定、不安定、
安定の固定点であることがわかる。
図4.2は裸の質量を変えながら、固定点をプロットした。話を簡単にするためにm0 = 0

の赤い線に注目する。化学ポテンシャルを１から０に追うと固定点の対生成が起こる
が、これは明らかに１次相転移の描像である。その固定点の一方は安定固定点で、他
方は不安定固定点である。また、５つの固定点が存在する領域は、ポテンシャルの山
が３つあることに対応する。
結合定数 g = 0.35, 0.5, 0.85 それぞれの場合において、物理的な質量が生成されるか
をみる。今、化学ポテンシャル µ = 0.7とする。
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図 4.2: g = 0.85, µ = 0.7での固定点構造.
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図 4.3: M (n), ϕ(n)の逐次変換 g = 0.85, µ = 0.7.
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図 4.4: VLの逐次変換 g = 0.85, µ = 0.7.
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0密度のにおいて、固定点構造が結合定数によることがわかったが、有限密度の場合
には、固定点構造はさらに化学ポテンシャルにも依存する。臨界結合定数よりも強い
とき g = 0.85の様子を以下に示す。
ここで、横軸を固定点の場所、縦軸を化学ポテンシャルとした。プロット線の色の
違いは、裸の質量の違いである。図の中心から順に m0 = 0, 0.001, 0.01, 0.05, 0.1となっ
ている。具体的に理解するために、赤線に注目しよう。化学ポテンシャルが小さいと
き、すなわち µ = 0.5のとき、固定点は３つある。さらに µを大きくすると、ある値か
ら固定点が分岐し５つに増える領域があり、最終的には１つに変化する。
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第5章 他の解析方法

前章では、有限密度のNJL模型では、逐次変換法では正しい物理的質量を得られな
い場合があることを示した。この章では、その他の方法として、外場の方法、赤外ス
ケールカットオフを導入する方法、常微分方程式を用いる方法について解説する。

5.1 外場の方法
まず、無次元化された結合定数を

g ≡ GΛ0
2

4π2
(5.1.1)

とおく。また、これ以降、物理量はすべて紫外カットオフΛ0で無次元化されていると
する。
3DカットオフのNJL模型の自己無撞着方程式の g = 0.85、µ = 0, 0.7, 0.8の時の解
をM(m0)と書くと、それぞれ図 5.1と図 5.2となる。
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図 5.1: 物理的質量M(m0) (g = 0.85). (a) µ = 0. (b) µ = 0.7.

外場の方法により物理的質量Mphyは、

Mphy = lim
m0→0+

M(m0) (5.1.2)

の様に一意に定義される。
この方法は図 5.1では、それぞれ赤い丸のように正しい物理的質量を与える。µ = 0

の図は２次相転移を示し、µ = 0.7の図は１次転移を示す。しかし、外場の方法から得
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図 5.2: 自己無撞着方程式の解 (g = 0.85, µ = 0.8). (a) 物理的質量. (b) Legendre有効
ポテンシャル.

られる図 5.2の青い四角の物理的質量は正しくない。この青い四角は物理的質量が値を
持つ事を示しているが、実際はカイラル対称性は破れてない。これは Legendre有効ポ
テンシャル VL(φ)の高さを比較することにより確認できる。
図 5.2の VL(φ)の最小値の赤い点が正しい真空に対応し、最小値ではない青い点は
真空ではない。これらの結果より、図 5.2の例のように、Legendre有効ポテンシャル
VL(φ)の高さの情報無しでは、正しい真空に対応する物理的質量は得られない。よって
次節以降、自己無撞着方程式のみから正しい物理的質量を選び出す方法を考える。

5.2 スケーリング赤外カットオフによる方法
非摂動くりこみ群では、量子効果がどれだけ入っているかを示すスケールパラメー
タを変化させることにより、それに伴う物理量の変化を見る。それと同様の手法とし
て、Schwinger–Dyson方程式にスケール依存性を持たせて、３変数の非線形方程式と
して取り扱う方法を解説する。

5.2.1 スケール依存性のあるSchwinger–Dyson方程式
Schwinger–Dyson方程式の運動量積分の動径方向の上限を紫外カットオフのΛ0、下
限をくりこみスケールに対応したカットオフ Λ(t) ≡ e−tΛ0にする。この変更によりス
ケール t依存性のある Schwinger–Dyson方程式は、

M(m0, t) = m0 + Σ(Λ0,Λ(t)) (5.2.1)

となる。この２変数関数となった物理的質量 M(m0, t) を、物理的質量関数と呼ぶ。
Σ(Λ0,Λ(t))は質量の補正項であり、2つの引数はそれぞれ積分の上限と下限を示す。
また

Σ(Λ0,Λ(t)) = Σ(Λ0, 0)− Σ(Λ(t), 0) (5.2.2)
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が成立する。そしてこのΣ(Λ0,Λ(t))は、M(m0, t)と tを変数とする 2変数関数でもあ
るので

∆(M(m0, t), t) ≡ Σ(Λ0,Λ(t)) (5.2.3)

と書くと、スケール t依存性のある Schwinger–Dyson方程式は、

M(m0, t) = m0 +∆(M(m0, t), t) (5.2.4)

と書ける。
このスケール依存性を持たせたことにより、他の物理量も同様に、

φ(m0) → φ(m0, t),

W (m0) → W (m0, t),

VL(φ) → VL(φ, t),

Mphys →Mphys(t).

(5.2.5)

のように t依存性を持った 2変数関数となる。

5.2.2 NJL模型
3次元カットオフの場合のNJL模型の有限密度系の質量補正項は

Σ(Λ0,Λ(t)) = 4iG

∫
d4p

(2π)4
M

p2 + 2µp0 + µ2 −M2

Euclid 化−−−−−→ 4GM

(2π)4

∫ Λ0

Λ(t)

d|p|
∫
dΩ

∫ ∞

−∞
dp4

1

{p4 − i(µ+ ωp)}{p4 − i(µ− ωp)}
(p4 ≡ −ip0, ωp ≡ p2 +M2)

(5.2.6)

と変更される。
3次元カットオフ・有限密度の場合、質量補正項の中に現れるΣ(Λ0, 0)は、

Σ(Λ0, 0) =
GM

2π2
θ
(√

Λ0
2 +M2 − µ

)
×

[
θ(|M | − µ)

(
Λ0

√
Λ0

2 +M2 +M2 log
|M |

Λ0 +
√

Λ0
2 +M2

)

+θ(µ− |M |)

(
Λ0

√
Λ0

2 +M2 +M2 log
µ+

√
µ2 −M2

Λ0 +
√
Λ0

2 +M2
− µ

√
µ2 −M2

)]
(5.2.7)
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となる。よって質量補正項は

∆(M, t) = Σ(Λ0, 0)− Σ(Λ(t), 0)

= 2M
GΛ0

2

4π2
×θ (√Λ0

2 +M2 − µ
)θ(|M | − µ)

√1 +

(
M

Λ0

)2

+

(
M

Λ0

)2

log
|M |

Λ0 +
√
Λ0

2 +M2


+θ(µ− |M |)

√1 +

(
M

Λ0

)2

+

(
M

Λ0

)2

log
µ+

√
µ2 −M2

Λ0 +
√

Λ0
2 +M2

− µ

Λ0

√(
µ

Λ0

)2

−
(
M

Λ0

)2


−θ
(√

Λ(t)2 +M2 − µ

)θ(|M | − µ)

e−t

√
e−2t +

(
M

Λ0

)2

+

(
M

Λ0

)2

log
|M |

Λ(t) +
√
Λ(t)2 +M2


+θ(µ− |M |)

e−t

√
e−2t +

(
M

Λ0

)2

+

(
M

Λ0

)2

log
µ+

√
µ2 −M2

Λ(t) +
√
Λ(t)2 +M2

− µ

Λ0

√(
µ

Λ0

)2

−
(
M

Λ0

)2



(5.2.8)

となる。よって紫外カットオフΛ0で無次元化されたスケール t依存性のあるSchwinger–

Dyson方程式は、

M = m0 +∆(M, t)

= m0 + 2Mg×[
θ
(√

1 +M2 − µ
){

θ(|M | − µ)

(√
1 +M2 +M2 log

|M |
1 +

√
1 +M2

)
+θ(µ− |M |)

(
√
1 +M2 +M2 log

µ+
√
µ2 −M2

1 +
√
1 +M2

− µ
√
µ2 −M2

)}

−θ
(√

e−2t +M2 − µ
){

θ(|M | − µ)

(
e−t

√
e−2t +M2 +M2 log

|M |
e−t +

√
e−2t +M2

)
+θ(µ− |M |)

(
e−t

√
e−2t +M2 +M2 log

µ+
√
µ2 −M2

e−t +
√
e−2t +M2

− µ
√
µ2 −M2

)}]
(5.2.9)

となる。
このM,m0, tを変数とする Schwinger-Dyson方程式を解くと図 5.3を得る。左の列
は、物理的質量関数M(m0, t)の t発展を示した図であり、右の列はそれぞれのm0 = 0

の解であるM(0, t)の t発展の図である。物理的質量関数はスケール t依存性がある場
合も多価解となり、この手法では正しい物理的質量を得られないが、スケール t依存性
のある Schwinger–Dyson方程式は次節以降の手法の元となる重要な式である。
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図 5.3: 物理的質量関数の t発展 (g = 0.85, µ = 0, 0.7, 0.8). (a) 物理的質量関数. (b)

M(0, t).
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5.3 常微分方程式による方法
式 (5.2.4)のM(m0, t)を常微分方程式の解、tを独立変数、m0を解の初期値と解釈す
ることができる。この常微分方程式を導出するために式 (5.2.4)を tで全微分すると

dM

dt
=
∂∆(M, t)

∂M

dM

dt
+
∂∆(M, t)

∂t
. (5.3.1)

を得る。よって式を整理すると、
dM(m0, t)

dt
=

∂∆(M, t)

∂t

1− ∂∆(M, t)

∂M

,

初期条件: M(m0, 0) = m0.

(5.3.2)

という常微分方程式を得る。ここで少し冗長ではあるが、計算を書き下す。
∆(M, t)を tで偏微分すると

∂∆(M, t)

∂t
= θ

(√
e−2t +M2 − µ

) 4gMe−3t

√
e−2t +M2

(5.3.3)

となり、M で偏微分すると

∂∆(M, t)

∂M
= 2g

[
A(M, t) + θ

(√
1 +M2 − µ

)
θ(|M | − µ)B(M, t)

+ θ
(√

1 +M2 − µ
)
θ(µ− |M |)C(M, t)

+ θ
(√

e−2t +M2 − µ
)
θ(|M | − µ)D(M, t)

+θ
(√

e−2t +M2 − µ
)
θ(µ− |M |)E(M, t)

]
,

A(M, t) ≡ ∆(M, t)

2Mg
,

B(M, t) ≡ M2

√
1 +M2

+ 2M2 log
|M |

1 +
√
1 +M2

+M4

(
1

|M |2
− 1√

1 +M2(1 +
√
1 +M2)

)
,

C(M, t) ≡ M2

√
1 +M2

+ 2M2 log
µ+

√
µ2 −M2

1 +
√
1 +M2

+
µM2√
µ2 −M2

−M4

(
1√

µ2 −M2(µ+
√
µ2 −M2)

+
1√

1 +M2(1 +
√
1 +M2)

)
,

D(M, t) ≡ − 2e−tM2

√
e−2t +M2

− 2M2 log
|M |

e−t +
√
e−2t +M2

,

E(M, t) ≡ − e−tM2

√
e−2t +M2

− 2M2 log
µ+

√
µ2 −M2

e−t +
√
e−2t +M2

− µM2√
µ2 −M2

+M4

(
1√

µ2 −M2(µ+
√
µ2 −M2)

+
1√

e−2t +M2(e−t +
√
e−2t +M2)

)
(5.3.4)
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を得る。A(M, t)をそれぞれの項に足すと

∂∆(M, t)

∂M
= 2g

[
θ
(√

1 +M2 − µ
)
θ(|M | − µ)B′(M, t)

+ θ
(√

1 +M2 − µ
)
θ(µ− |M |)C ′(M, t)

+ θ
(√

e−2t +M2 − µ
)
θ(|M | − µ)D′(M, t)

+θ
(√

e−2t +M2 − µ
)
θ(µ− |M |)E ′(M, t)

]
,

B′(M, t) ≡ 2M2 + 1√
1 +M2

+ 3M2 log
|M |

1 +
√
1 +M2

+M4

(
1

|M |2
− 1√

1 +M2(1 +
√
1 +M2)

)
,

C ′(M, t) ≡ 2M2 + 1√
1 +M2

+ 3M2 log
µ+

√
µ2 −M2

1 +
√
1 +M2

+
µM2√
µ2 −M2

− µ
√
µ2 −M2

−M4

(
1√

µ2 −M2(µ+
√
µ2 −M2)

+
1√

1 +M2(1 +
√
1 +M2)

)

D′(M, t) ≡ −e−t(2M2 + e−2t)√
e−2t +M2

− 3M2 log
|M |

e−t +
√
e−2t +M2

−M4

(
1

|M |2
− 1√

e−2t +M2(e−t +
√
e−2t +M2)

)
,

E ′(M, t) ≡ −e−t(2M2 + e−2t)√
e−2t +M2

− 3M2 log
µ+

√
µ2 −M2

e−t +
√
e−2t +M2

− µM2√
µ2 −M2

+ µ
√
µ2 −M2

+M4

(
1√

µ2 −M2(µ+
√
µ2 −M2)

+
1√

e−2t +M2(e−t +
√
e−2t +M2)

)
.

(5.3.5)
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さらに整理すると

∂∆(M, t)

∂M
= 2g

[
θ
(√

1 +M2 − µ
)
θ(|M | − µ)B′(M, t)

+ θ
(√

1 +M2 − µ
)
θ(µ− |M |)C ′(M, t)

+ θ
(√

e−2t +M2 − µ
)
θ(|M | − µ)D′(M, t)

+θ
(√

e−2t +M2 − µ
)
θ(µ− |M |)E ′(M, t)

]
,

B′(M, t) ≡ 2M2 + 1√
1 +M2

+ 3M2 log
|M |

1 +
√
1 +M2

+
M2

√
1 +M2

,

C ′(M, t) ≡ 2M2 + 1√
1 +M2

+ 3M2 log
µ+

√
µ2 −M2

1 +
√
1 +M2

+
µ(2M2 − µ2)√

µ2 −M2

−M4

(
1√

µ2 −M2(µ+
√
µ2 −M2)

+
1√

1 +M2(1 +
√
1 +M2)

)

D′(M, t) ≡ −e−t(2M2 + e−2t)√
e−2t +M2

− 3M2 log
|M |

e−t +
√
e−2t +M2

− e−tM2

√
e−2t +M2

,

E ′(M, t) ≡ −e−t(2M2 + e−2t)√
e−2t +M2

− 3M2 log
µ+

√
µ2 −M2

e−t +
√
e−2t +M2

− µ(2M2 − µ2)√
µ2 −M2

+M4

(
1√

µ2 −M2(µ+
√
µ2 −M2)

+
1√

e−2t +M2(e−t +
√
e−2t +M2)

)
(5.3.6)
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となる。さらに

∂∆(M, t)

∂M
= 2g

[
θ
(√

1 +M2 − µ
)
θ(|M | − µ)B′(M, t)

+ θ
(√

1 +M2 − µ
)
θ(µ− |M |)C ′(M, t)

+ θ
(√

e−2t +M2 − µ
)
θ(|M | − µ)D′(M, t)

+θ
(√

e−2t +M2 − µ
)
θ(µ− |M |)E ′(M, t)

]
,

B′(M, t) ≡ 3M2 + 1√
1 +M2

+ 3M2 log
|M |

1 +
√
1 +M2

,

C ′(M, t) ≡ 2M2 + 1√
1 +M2

+ 3M2 log
µ+

√
µ2 −M2

1 +
√
1 +M2

+
µ(2M2 − µ2)√

µ2 −M2

−M4

(
1√

µ2 −M2(µ+
√
µ2 −M2)

+
1√

1 +M2(1 +
√
1 +M2)

)
,

D′(M, t) ≡ −e−t(3M2 + e−2t)√
e−2t +M2

− 3M2 log
|M |

e−t +
√
e−2t +M2

,

E ′(M, t) ≡ −e−t(2M2 + e−2t)√
e−2t +M2

− 3M2 log
µ+

√
µ2 −M2

e−t +
√
e−2t +M2

− µ(2M2 − µ2)√
µ2 −M2

,

+M4

(
1√

µ2 −M2(µ+
√
µ2 −M2)

+
1√

e−2t +M2(e−t +
√
e−2t +M2)

)
(5.3.7)

となる。θ関数も整理できるので、結局、式 (5.3.2)の右辺のそれぞれの項は以下のよ
うに与えられる。

∂∆(M, t)

∂t
= θ

(√
e−2t +M2 − µ

) 4gMe−3t

√
e−2t +M2

,

∂∆(M, t)

∂M
= 2g

[
θ(|M | − µ)A+ θ(

√
1 +M2 − µ)θ(µ− |M |)B + θ(

√
e−2t +M2 − µ)θ(µ− |M |)C

]
,

A ≡ 3M2 + 1√
1 +M2

− e−t(3M2 + e−2t)√
e−2t +M2

+ 3M2 log
e−t +

√
e−2t +M2

1 +
√
1 +M2

,

B ≡ 2M2 + 1√
1 +M2

+ 3M2 log
µ+

√
µ2 −M2

1 +
√
1 +M2

+
µ(2M2 − µ2)√

µ2 −M2

−M4

(
1√

µ2 −M2(µ+
√
µ2 −M2)

+
1√

1 +M2(1 +
√
1 +M2)

)
,

C ≡ −e−t(2M2 + e−2t)√
e−2t +M2

− 3M2 log
µ+

√
µ2 −M2

e−t +
√
e−2t +M2

− µ(2M2 − µ2)√
µ2 −M2

+M4

(
1√

µ2 −M2(µ+
√
µ2 −M2)

+
1√

e−2t +M2(e−t +
√
e−2t +M2)

)
.

(5.3.8)
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この常微分方程式 (5.3.2)を、いくつかの初期値m0に関して解いた結果が図 5.4と図
5.5となる。物理的質量は初期値m0の極限m0 → 0+を取ることによって得られる。図
5.4の µ = 0, 0.8の場合は、正しい物理的質量が得られるが、図 5.5の µ = 0.7の場合は
物理的質量が 0となり、正しくない。よってこの手法でも、正しい物理的質量が得られ
ない場合があることがわかる。
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図 5.4: 常微分方程式の解 (g = 0.85). (a) µ = 0. (b) µ = 0.8.
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図 5.5: 常微分方程式の解 (g = 0.85, µ = 0.7).
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この章では偏微分方程式を用いる方法を解説する。この方法では、「弱解」という数
学的に拡張された概念を導入し、それが正しい物理的質量を与えることを示す。また
弱解から得られる物理量の計算結果も示す。さらにこの偏微分方程式の弱解を用いた
解析方法を Ising模型に適用し、その物理的正しさを解説する。

6.1 偏微分方程式
式 (5.2.4)のM(m0, t)をある偏微分方程式の解とし、m0と tを独立変数と解釈する
ことができる。まず、その偏微分方程式を導出するために、3変数関数 F (M,m0, t)を

F (M,m0, t) ≡M −m0 −∆(M, t). (6.1.1)

のように定義する。よって、スケール t依存性のあるSchwinger–Dyson方程式 (5.2.4)は、

F (M(m0, t),m0, t) = 0. (6.1.2)

と書ける。次にこの式の両辺独立変数のm0と tでそれぞれ全微分すると
dF (M(m0, t),m0, t)

dm0

=
∂F

∂M

∂M

∂m0

+
∂F

∂m0

= 0,

dF (M(m0, t),m0, t)

dt
=

∂F

∂M

∂M

∂t
+
∂F

∂t
= 0.

(6.1.3)

という二つの方程式を得る。そして、この二つの方程式を合わせると
∂F

∂m0

∂M

∂m0

= − ∂F

∂M
=

∂F

∂t
∂M

∂t

. (6.1.4)

となる。
よって、式 (6.1.4) は、

∂M(m0, t)

∂t
−

∂F

∂t
∂F

∂m0

∂M(m0, t)

∂m0

= 0, (6.1.5)

という偏微分方程式になる。F に関する部分はそれぞれ、
∂F

∂t
= −∂∆(M, t)

∂t
,

∂F

∂m0

= −1.
(6.1.6)
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となるため、最終的には
∂M(m0, t)

∂t
− ∂∆(M(m0, t), t)

∂t

∂M(m0, t)

∂m0

= 0,

初期関数 :M(m0, 0) = m0,
(6.1.7)

という偏微分方程式を得る。
次に、新たにH(M, t)という関数を導入し、以下のように定義する。

H(M, t) ≡ −
∫ M

0

dM ′ ∂∆(M ′, t)

∂t

= −4ge−3t
[
θ(
√
e−2t +M2 − µ)

√
e−2t +M2 + θ(µ−

√
e−2t +M2)µ

]
,

∂H(M, t)

∂M
= −∂∆(M, t)

∂t
= −θ(

√
e−2t +M2 − µ)

4gMe−3t

√
e−2t +M2

.

(6.1.8)

これより式 (6.1.7)は、

∂M(m0, t)

∂t
+
∂H(M, t)

∂M

∂M(m0, t)

∂m0

=
∂M(m0, t)

∂t
+
∂H(M(m0, t), t)

∂m0

= 0 (6.1.9)

となる。この式のM(m0, t)を電荷とし、H(M, t)を電流と解釈すると、この偏微分
方程式は電荷保存則と同じ形をしている。よってこのタイプの偏微分方程式は「保存
則」と呼ばれる。またこのNJL模型の物理的質量関数を解とする保存則は、Wegner-

Houghton方程式という非摂動くりこみ群の方法により得られる偏微分方程式と等価で
ある [3, 4, 5, 6, 7]。

6.2 弱解
保存則の式 (6.1.9)は、非線形偏微分方程式であり、その解を通常の差分法やTaylor

展開で数値計算することはできない。差分法の場合には、数値的に不安定な解や振動
解などの物理的に明らかに正しくない解が得られる。またTaylor展開では、ある次数
の展開係数が有限の tで発散してしまい、計算不能になることがある。このような問
題は偏微分方程式の非線形性に起因する。よってここでは特性曲線の方法 1という、偏
微分方程式を特性曲線方程式という連立常微分方程式に帰着させて解く方法を用いる。
式 (6.1.9)から得られる特性曲線方程式は、

dm0c(t)

dt
=
∂H(M, t)

∂M

∣∣∣∣
M=Mc(t)

,

dMc(t)

dt
= 0,

初期条件: Mc(0) = m0c(0).

(6.2.1)

1これは Hamilotn-Jacobi方程式に対応する正準方程式を解くことに相当する。詳細は Appendix参
照。
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となる。ここでMc(t) ≡M(m0c(t), t)と定義した。
そしてこの特性曲線方程式を解くと、M(m0, t)は図 5.3と同じように、式 (5.2.4)の
多価解となる。物理量として解は１価でなければならないので、多価解から 1価解を
選ばなければならない。それにより物理的解M(m0, t)は不連続点（微分不可能点）を
持つ。よってその不連続点では偏微分方程式は満たされず、そのようなM(m0, t)は通
常の意味での解ではない。
そこで不連続点も許される解として、弱解という数学的に定義が拡張された解を導
入する。まず式 (6.1.9)に、連続かつ微分可能で無限遠方（t = ∞、 m0 = ±∞）で 0

となるような任意のテスト関数 ξ(m0, t)をかけて、これを tとm0の全平面に対して積
分する。よってこの積分方程式は∫ ∞

0

dt

∫ ∞

−∞
dm0

[
∂M(m0, t)

∂t
+
∂H(M, t)

∂m0

]
ξ(m0, t) = 0. (6.2.2)

となる。さらに部分積分し、整理すると

　
∫ ∞

0

dt

∫ ∞

−∞
dm0

[
M(m0, t)

∂ξ(m0, t)

∂t
+H(M, t)

∂ξ(m0, t)

∂m0

]
+

∫ ∞

−∞
dm0 M(m0, 0)ξ(m0, 0) = 0.

(6.2.3)

を得る。連続かつ微分可能で無限遠方で 0となるような任意のテスト関数 ξ(m0, t)に関
して、式 (6.2.3)を満たすM(m0, t)を元の偏微分方程式 (6.1.9)の弱解と定義する。こ
の定義式では、M(m0, t)に関するとm0と tによる微分が無く、代わりに ξ(m0, t)に関
する微分のみが残る。よって弱解M(m0, t)は、もはや連続（微分可能）な関数である
必要はない。
そして実際に多価解から弱解を選ぶには、不連続点の位置がわかればいい。不連続
点が発生する場所は、∂M(m0,t)

∂m0
が±∞となる点とわかっているので、あとはその不連

続点が tの発展によりどう変化するのかがわかればよい。その弱解の不連続点を S(t)

と書くと、その tによる変化を与える式は、
dS(t)

dt
=
H(M+, t)−H(M−, t)

M+ −M−

M± ≡ lim
ϵ→0

M(S(t)± ϵ, t)
(6.2.4)

となる。この式はRankine-Hugoniot（RH）条件と呼ばれ、弱解の定義式 (6.2.3)から
導出できる。
次にRH条件の幾何的な意味を説明する。まず図 6.1の多価になっている点線は特性
曲線方程式の結果だとし、黒い実線が弱解だとする。灰色の縦線は、弱解が不連続関
数で値がジャンプしていることを示す。RH条件はAの面積と Bの面積の差が不変で
あるということを意味している。そして多価部分は、Aの面積とBの面積差が 0（等面
積）で発生する。つまりAと Bの面積は同じで、RH条件はそれを満たすように不連
続点が移動するということを意味している。よって特性曲線方程式から得られる多価
解からAとBの面積が同じになるように不連続点を決めた解が弱解となる（等面積則
[9]）。
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図 6.1: 等面積則.

6.3 計算結果
偏微分方程式 (6.1.9)の弱解である物理的質量関数M(m0, t)を特性曲線方程式の結果
と等面積則により数値計算する。 有限密度に関しては、さらにその弱解から自由エネ
ルギーW (m0, t)と Legendre有効ポテンシャル VL(φ, t)を計算する。まず、図 6.2は、
µ = 0の時の弱解M(m0, t)である。この結果は他の方法（外場の方法、常微分方程式
を用いる方法）と一致している。
次に図 6.3と図 6.4はそれぞれ、µ = 0.7, 0.8の時の弱解M(m0, t)とそれに対応する

W (m0, t)、VL(φ, t)の t発展を示している。それぞれの図で、点線は特性曲線方程式の
結果であり、黒い実線は弱解とそれに対応する量を示している。
図 6.2の結果は、外場の方法と常微分方程式による方法の両方からも得ることができ
る。一方、図 6.3と図 6.4の結果は、他の方法では得られない。また注目すべき点は、
弱解M(m0, t)により得られたLegendre有効ポテンシャル VL(φ, t)は、特性曲線方程式
の結果が凸化されものになっている 2。よって Legendre有効ポテンシャルは、最小値
のみを持ち、それ以外の極小値を持たない凸関数となる。Legendre有効ポテンシャル
はもともと凸関数として定義されたので、等面積則による Legendre有効ポテンシャル
の凸化は物理的にも望ましい結果である。よってこの物理的質量関数の弱解は物理的
に正しいと考えられる。

2このような凸関数は、特性曲線方程式の結果の非凸関数を２回 Legendre変換すれば得られる。ま
たこの等面積則により Legendre有効ポテンシャルが凸化される仕組みは、Van der Waalsの状態方程
式でMaxwellの等面積則が、Gibbsの自由エネルギーを凸化させるのと同じである
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図 6.2: 物理的質量関数の弱解 (g = 1.7gc, µ = 0).
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図 6.3: 弱解により得られる物理量の t発展 (g = 0.85, µ = 0.7, t = 0.01, 0.4, 0.55,

0.717, 5). (a) 物理的質量関数. (b) 自由エネルギー. (c) Legendre有効ポテンシャル.
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図 6.4: 弱解により得られる物理量の t発展 (g = 0.85, µ = 0.8, t = 0.01, 0.32, 0.7, 5).

(a) 物理的質量関数. b) 自由エネルギー. (c) Legendre有効ポテンシャル.

48



第 6章 偏微分方程式による方法

図 6.5、図 6.6、図 6.7は、自己無撞着方程式から得られたM(0, t)を黒い点線で、弱
解により得られた物理的質量を赤い実線で、それぞれの密度に関してプロットしたも
のである。図 6.5は 2次相転移を示し、図 6.6は 1次相転移をしめす。赤い線の微分不
可能な点（不連続点）が相転移が起きた（質量が生成された）スケール tcである。図
6.7はカイラル対称性が破れておらず、物理的質量は生成されない。
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図 6.5: 物理的質量 (g = 0.85, µ = 0).
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図 6.6: 物理的質量 (g = 0.85, µ = 0.7).
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図 6.7: 物理的質量 (g = 0.85, µ = 0.8).

49



第 6章 偏微分方程式による方法

6.4 Ising模型への応用
偏微分方程式の弱解を用いた相転移現象の解析法は Ising模型へも応用できる。Ising

模型の平均場近似をしたギャップ方程式（自己無撞着方程式）は、

m = tanh(βzJm+ βh), (6.4.1)

である。ここでm, h, β, z, Jはそれぞれ、1スピンあたりの磁化の期待値、外場とし
ての磁場、逆温度、最近接スピンの数、最近接相互作用の結合定数である。ここで 3変
数関数 F (m,h, β)を

F (m,h, β) ≡ m− tanh(βzJm+ βh). (6.4.2)

のように定義すると、

∂m(h, β)

∂β
−

∂F

∂β
∂F

∂H

∂m(h, β)

∂h
= 0, (6.4.3)

という偏微分方程式を得る。よって
∂F

∂β
=
(
−1 + tanh2(βzJm+ βh)

)
(zJm+ h),

∂F

∂H
=
(
−1 + tanh2(βzJm+ βh)

)
β.

(6.4.4)

より、Ising模型のギャップ方程式から得られる偏微分方程式は
∂m(h, β)

∂β
− zJm+ h

β

∂m(h, β)

∂h
= 0,

初期関数: m(h, 0) = 0,
(6.4.5)

となる。注目すべき点は、この偏微分方程式は保存則ではない事である。
次に特性曲線方程式は、

dhc(β)

dβ
= −zJmc(β) + hc(β)

β
,

dmc(β)

dβ
= −pc(β)

zJmc(β) + hc(β)

β
+ qc(β),

dpc(β)

dβ
=
pc(β)(1 + zJpc(β))

β
,

dqc(β)

dβ
= −pc(β)

β

(
zJmc(β) + hc(β)

β
− zJqc(β)

)
,(

p ≡ ∂m

∂h
, q ≡ ∂m

∂β

)
(6.4.6)

となる 3。
3Appendixの式 (7.0.18)参照。
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ここで h,m, p, qの初期値について説明する。まず、初期値を与える逆温度を β0とす
る。mc(β0)を任意の値に固定すると、ギャップ方程式 (6.4.1)から hc(β0)が決まる。次
に qc(β0)を得るためにギャップ方程式を βで偏微分すると、

q = {1− tanh2
(
βzJm+ βh

)
}{zJm+ βzJq + h}. (6.4.7)

となり、これを整理し、β = β0, m = mc(β0), h = hc(β0)を代入すると

qc(β0) =
{1− tanh2

(
β0zJmc(β0) + β0hc(β0)

)
}{zJmc(β0) + hc(β0)}

1− β0zJ{1− tanh2
(
β0zJmc(β0) + β0hc(β0)

)
}

, (6.4.8)

を得る。最後に、pc(β0)は、p = ∂m
∂h
より、mc(β0)を変えて得られた hc(β0)の値から差

分を計算し、近似的にその差分から微分を計算すれば得られる。
まとめると、zJ = 1の場合、初期値は

hc(β0) =
tanh−1mc(β0)

β0
−mc(β0),

pc(β0) =
∂mc(β0)

∂hc(β0)
,

qc(β0) =
{1− tanh2

(
β0mc(β0) + β0hc(β0)

)
}{mc(β0) + hc(β0)}

1− β0{1− tanh2
(
β0mc(β0) + β0hc(β0)

)
}

.

(6.4.9)

のように得られる。
初期値の逆温度 β0 = 0.4で特性曲線方程式 (6.4.6)を解いた結果は、図 6.8となり 4、
ギャップ方程式と同じ多価解となった。
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図 6.8: β-evolution of magnetization (zJ = 1, βcr = 1).

次にこの弱解を考えるが、式 (6.4.5)は保存則ではないので弱解の定義式 (6.2.3)では
定義できず、等面積則が適用できるかどうかはわからない。よってここで変数変換を

4p(βcr) = ±∞となる臨界逆温度 βcr とその近傍の逆温度では、常微分方程式が数値的に解けないた
め、それ以外の領域を計算した。
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して、式 (6.4.5)を保存則に帰着させる。変数変換は以下のように行う。
τ ≡ − 1

β
,

τ 2
∂

∂τ
=

∂

∂β
,

n(h, τ) ≡ −β
(
m(h, β) +

h

zJ

)
.

(6.4.10)

よってこの変数変換より、

∂n(h, τ)

∂τ
+

∂

∂h

(
zJ

2
n(h, τ)2

)
= 0 (6.4.11)

という保存則を得る。この保存則はバーガース方程式と呼ばれる。このバーガース方
程式の特性曲線方程式を解いた結果と、等面積則により得られた弱解は図 6.9となる。
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図 6.9: n(h, τ)の τ 発展. (a) 特性曲線方程式の結果. (b) 弱解.

この弱解 n(h, τ)に対応するm(h, β)は図 6.10(a)となる。またこの弱解から得られた
自発磁化の β発展は、図 6.10(b) となり、この結果はよく知られた 2次相転移を示して
いる。
Helmholtzの自由エネルギーは 5、

U(h, β) =

∫ h

0

dh′ m(h′, β), (6.4.12)

となり、Gibbsの自由エネルギーは

V (m,β) ≡ max
h

[mh− U(h, β)] (6.4.13)

となるので、弱解m(h, β)からこの二つの物理量を計算すると図 6.11となる。NJL模
型の時と同様に、等面積則によりGibbsの自由エネルギーは、特性曲線の結果を凸化
したものになっている。これらの結果より Ising模型のギャップ方程式（平均場近似）
に対応する偏微分方程式の弱解は、物理的に正しい解であると言える。

5通常の符号の取り方とは逆に取っている。
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図 6.10: (a) Weak solution of magnetization. (b) Spontaneous magnetization.
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図 6.11: 弱解とそれに対応する物理量の β発展 (zJ = 1, β = 0.4, 1.0, 1.6). (a) 磁化.

(b) Helmholtzの自由エネルギー. (c) Gibbsの自由エネルギー.
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私たちは、カイラル対称性の自発的破れを定量的に直接計算する方法として、逐次
変換法を提案した。この方法は、0密度NJL模型において、よく機能することがわかっ
た。そこでは、無限個のダイアグラムの和を計算する必要があるが、各ダイアグラム
に対して節長という指標を定義することで、ダイアグラムを分類し、困難な計算を逐
次変換式に落とし込むことができた。これにより、自発的対称性の破れに伴った質量
生成の仕組みを、何の特異性もなしに明快に示すことができた。
また、この逐次変換法は一次相転移が起こる有限密度NJL模型においては、物理的
に正しい解を選ぶことができないことが示された。その他の方法として、外場の方法、
赤外スケールカットオフを導入する方法、常微分方程式を用いる方法により、さらに
解析を進めた。外場の方法では、自己無撞着方程式のみから正しい物理的質量を選び
出すことはできず、Legendre有効ポテンシャルの高さ情報が必要であった。次に行っ
た、非摂動くりこみ群で用いられるような手法、すなわち、スケールパラメータの変
化させることにより、それに伴った物理量の変化を見るという方法では、物理的質量
関数がスケール依存性を持つ場合においても、解が多価となり、正しい物理的質量を
得ることができないことが明らかになった。さらに、質量関数M(m0, t)を常微分方程
式の解と解釈し、解析を試みたが、この手法でも、正しい物理的質量が得られない場
合があることがわかった。
有限密度NJL模型でのカイラル対称性の自発的破れの解析は、弱解という数学的に
拡張された概念を導入することで、物理的に正しい結果を得た。さらに、偏微分方程式
の弱解を用いた相転移現象の解析法として、Ising模型へ応用した。Ising模型のギャッ
プ方程式から得られる偏微分方程式は保存則でなかったが、変数変換することで保存
則に帰着させることで、弱解が物理的に正しい解であると示された。
今後は、逐次変換法をゲージ理論に適用したい。
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Appendix

Hamilton-Jacobi方程式と特性曲線の方法
ここではHamilton-Jacobi方程式の導出方法と特性曲線の方法の関係を解説する。ま
ず、Hamilton-Jacobi方程式の導出を考える。x(t)を時刻 tの時の質点の座標とし、ẋ(t)
をその時の速度とする。LagrangianをL(x(t), ẋ(t), t)と書き、ẋに関して凸の関数とす
る。ここで作用 S[x, ẋ]を

S[x, ẋ] :=

∫ t

0

L(x(t), ẋ(t), t)dt

始状態 : x(0) = x0, ẋ(0) = ẋ0

終端時刻 : t = T

(7.0.1)

と定義する。質点は Euler-Lagrange方程式を満たす最適経路 x∗(t)を通る。
作用の変分を取るために、初期状態は同じで、最適経路から微小量ずれた経路 (x(t)+

η(t), ẋ(t) + ξ(t))を考える。η(t), ξ(t)は任意の関数で、初期時刻に η(0) = 0　

ξ(0) = 0
(7.0.2)

を満たす。よって作用の変分は

δS := S[x∗ + η, ẋ∗ + ξ]− S[x∗, ẋ∗] =

∫ T

0

[L(x∗ + η, ẋ∗ + ξ, t)− L(x∗, ẋ∗, t)]dt

≃
∫ T

0

[
∂L(x∗, ẋ∗, t)

∂x∗
η +

∂L(x∗, ẋ∗, t)

∂ẋ∗
ξ

]
dt =

∫ T

0

[
∂L(x∗, ẋ∗, t)

∂x∗
η +

∂L(x∗, ẋ∗, t)

∂ẋ∗
dη(t)

dt

]
dt

=

∫ T

0

[
∂L(x∗, ẋ∗, t)

∂x∗
− d

dt

(
∂L(x∗, ẋ∗, t)

∂ẋ∗

)]
η(t)dt+

[
∂L(x∗, ẋ∗, t)

∂ẋ∗
η(t)

]t=T

t=0

=

∫ T

0

[
∂L(x∗, ẋ∗, t)

∂x∗
− d

dt

(
∂L(x∗, ẋ∗, t)

∂ẋ∗

)]
η(t)dt+

∂L

∂ẋ∗

∣∣∣∣
t=T

η(T )

=
∂L

∂ẋ∗

∣∣∣∣
t=T

η(T ) (7.0.3)

となる。
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ここで、最適経路を取った作用を 2変数関数として以下のように書き直す。
S(x, T ) =

∫ T

0

L(x∗(t), ẋ∗(t), t)dt　

x ≡ x∗(T )

ẋ ≡ ẋ∗(T )

(7.0.4)

そして、式 (7.0.3)より

lim
η(T )→0

δS(x, t)

η(T )
=
∂S(x, t)

∂x
=
∂L(x, ẋ, T )

∂ẋ
(7.0.5)

を得る。
次に、Hamiltonianを

H(x, p, T ) ≡ max
ẋ

[ẋp− L(x, ẋ, T )] (7.0.6)

と定義する。L(x, ẋ, T )が ẋで微分可能な時は、Hamiltonianの定義は
H(x, p, T ) ≡ ẋp− L(x, ẋ, T )　

p =
∂L(x, ẋ, T )

∂ẋ

(7.0.7)

となる。
最後に、作用を終端時刻 T で全微分すると

d

dT
S(x, T ) =

∂S(x, T )

∂x

dx

dT
+
∂S(x, T )

∂T
(7.0.8)

となる。また、作用の定義より

d

dT
S(x, T ) =

d

dT

∫ T

0

L(x∗(t), ẋ∗(t), t)dt = L(x, ẋ, T ) (7.0.9)

となるので、これら２式から

∂S(x, T )

∂x
ẋ− L(x, ẋ, T ) +

∂S(x, T )

∂T
= 0 (7.0.10)

を得る。
式 (7.0.5)と式 (7.0.7)より、式 (7.0.10)は

pẋ− L(x, ẋ, T ) +
∂S(x, T )

∂T
= H(x, p, T ) +

∂S(x, T )

∂T
= 0 (7.0.11)

となる。よってまとめると

∂S(x, T )

∂T
+H(x, p, T ) = 0

(
p =

∂S

∂x

)
(7.0.12)
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となり、Euler-Lagrange方程式（2階の常微分方程式）と等価なHamilton-Jacobi方程
式（1階の偏微分方程式）を導出できた。さらにこのHamilton-Jacobi方程式の両辺を
xで微分すると

∂p(x, T )

∂t
+
∂H(x, p, T )

∂x
= 0 (7.0.13)

となり、運動量 p(x, T )を解とする保存則が得られる。これはHamilton-Jacobi方程式
と等価な 1階の偏微分方程式である。
Euler-Lagrange方程式は、Hamiltonの正準方程式（1階の連立常微分方程式）と等
価なので、逆にHamiloton-Jacobi方程式と保存則に対応する正準方程式

dxc(t)

dt
=
∂H(x, p, t)

∂p

∣∣∣∣x=xc(t)
p=pc(t)

dpc(t)

dt
= − ∂H(x, p, t)

∂x

∣∣∣∣x=xc(t)
p=pc(t)

(pc(t) ≡ p(xc(t), t))

(7.0.14)

が得られる。この導出は、「特性曲線の方法」という、1階の偏微分方程式から特性曲
線方程式と呼ばれる 1階の連立常微分方程式を得る一般的な手法を、Hamilton-Jacobi

方程式と保存則に適用した例である。つまりこの場合、正準方程式が特性曲線方程式
に対応する。
さらに式 (7.0.9)より Sc(t) ≡ S(xc(t), t)とおくと、

dSc(t)

dt
= L(xc, ẋc, t)

= pc(t)
dxc(t)

dt
−H(xc(t), pc(t), t)

= pc(t)
∂H(x, p, t)

∂p

∣∣∣∣x=xc(t)
p=pc(t)

−H(xc(t), pc(t), t)

(7.0.15)

が得られるので、特性曲線方程式をまとめると

dxc(t)

dt
=
∂H(x, p, t)

∂p

∣∣∣∣x=xc(t)
p=pc(t)

dpc(t)

dt
= − ∂H(x, p, t)

∂x

∣∣∣∣x=xc(t)
p=pc(t)

dSc(t)

dt
= pc(t)

∂H(x, p, t)

∂p

∣∣∣∣x=xc(t)
p=pc(t)

−H(xc(t), pc(t), t)

(7.0.16)

となる。
そしてこの特性曲線の方法は、任意の 1階の偏微分方程式に応用できるように拡張
することができる。それを Lagrange-Charpitの方法という [10]。任意の 1階の偏微分
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方程式を
F (x, t, u, p, q) = 0

(
u ≡ u(x, t), p ≡ ∂u

∂x
, q ≡ ∂u

∂t

)
(7.0.17)

のように書くと、特性曲線方程式は、パラメータを sとすると

dx(s)

ds
=
∂F

∂p

dt(s)

ds
=
∂F

∂q

du(s)

ds
= p

∂F

∂p
+ q

∂F

∂q

dp(s)

ds
= −

(
∂F

∂x
+ p

∂F

∂u

)
dq(s)

ds
= −

(
∂F

∂t
+ q

∂F

∂u

)
(7.0.18)

となる。

Schwinger–Dyson方程式から導出されるHamilton-Jacobi

方程式
カイラル凝縮 φ(t) ≡ ⟨ψ̄ψ⟩ (t)は自由エネルギーW (m0, t)により

φ(t) =
∂W (m0, t)

∂m0

(7.0.19)

と定義できる。スケール依存性のある Schwinger–Dyson方程式の質量補正項とカイラ
ル凝縮の間には

∆(M, t) = 4π2gφ(t) (7.0.20)

が成立するので、Schwinger–Dyson方程式より

M(m0, t) = m0 + 4π2gφ(t) = m0 + 4π2g
∂W (m0, t)

∂m0

=
∂

∂m0

(
m0

2

2
+ 4π2gW (m0, t)

)
(7.0.21)

を得る 1。これを式 (6.1.7)に代入すると、

∂

∂t

∂

∂m0

(
m0

2

2
+ 4π2gW (m0, t)

)
+
∂H(M(m0, t), t)

∂m0

= 0

⇔ ∂

∂m0

∂

∂t

(
m0

2

2
+ 4π2gW (m0, t)

)
+
∂H(M(m0, t), t)

∂m0

= 0

⇔ ∂

∂m0

(
4π2g

∂W (m0, t)

∂t

)
+
∂H(m0 + 4π2gφ(t), t)

∂m0

= 0

(7.0.22)

1W (m0, t)のm0 に依らない定数部分は無視する。
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となるので、m0の偏微分を取り除くと（m0で積分すると）

∂W (m0, t)

∂t
+
H(m0 + 4π2gφ, t)

4π2g
= 0 (7.0.23)

を得る。ここで
I(m0, φ, t) ≡

H(m0 + 4π2gφ, t)

4π2g
(7.0.24)

とおくと、 

∂W (m0, t)

∂t
+ I(m0, φ, t) = 0

φ(t) =
∂W (m0, t)

∂m0

初期関数 : W (m0, 0) = 0

(7.0.25)

という自由エネルギーを解とするHamilton-Jacobi方程式型の偏微分方程式を得る。

Schwinger–Dyson方程式と非摂動くりこみ群方程式
非摂動くりこみ群方程式
Wilsonian有効ポテンシャルを解とするHamilton-Jacobi方程式型の非摂動くりこみ
群方程式は、 

∂V (x, t;m0)

∂t
+ f(m, t) = 0

質量関数 : m(x, t;m0) ≡
∂V (x, t;m0)

∂x

初期関数 : V (x, 0;m0) = 2π2gx2 +m0x

(7.0.26)

である。これは、独立変数を x, tとする 2次元の偏微分方程式である。
そして、この偏微分方程式の両辺を xで偏微分すると、保存則型の非摂動くりこみ
群方程式である 

∂m(x, t;m0)

∂t
+
∂f(m, t)

∂x
= 0

初期関数 : m(x, 0;m0) = 4π2gx+m0

(7.0.27)

を得る。またこの保存則型の偏微分方程式は

∂m(x, t;m0)

∂t
+
∂f(m, t)

∂m

∂m

∂x
= 0 (7.0.28)

と書くこともできる。
ここで、質量関数の初期関数は

m(x, 0;m0) = 4π2gx+m0 = 4π2g

(
x+

m0

4π2g

)
= m

(
x+

m0

4π2g
, 0; 0

)
(7.0.29)
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が成立するので、m0が有る時の質量関数の初期関数は、m0が無い時の質量関数の初
期関数を xの方向に− m0

4π2g
平行移動させた関数になる。また f(m, t)に xが含まれな

い（f(x,m, t)ではない）ため、任意の tでの質量関数に関してもこれは成立する。つ
まり

m(x, t;m0) = m

(
x+

m0

4π2g
, t; 0

)
(7.0.30)

が成立する。また、物理的質量を

Mphys(m0, t) ≡ m(0, t;m0) = m

(
m0

4π2g
, t; 0

)
(7.0.31)

と定義する。t = 0の時は

Mphys(m0, 0) ≡ m(0, 0;m0) = m

(
m0

4π2g
, 0; 0

)
= m0 (7.0.32)

となる。
次に、式 (7.0.28)において x = 0の点を考えると

∂m(x, t;m0)

∂t

∣∣∣∣
x=0

+
∂f(m, t)

∂m

∣∣∣∣
m=Mphys

∂m(x, t;m0)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0

⇔ ∂Mphys(m0, t)

∂t
+
∂f(Mphys, t)

∂Mphys

∂m(x, t;m0)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0

(7.0.33)

を得る。この式の最後の項は、

∂m(x, t;m0)

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
∂m

(
x+ m0

4π2g
, t; 0

)
∂x

∣∣∣∣∣∣
x=0

=
∂m

(
x+ m0

4π2g
, t; 0

)
∂
(

m0

4π2g

)
∣∣∣∣∣∣
x=0

= 4π2g
∂m

(
m0

4π2g
, t; 0

)
∂m0

= 4π2g
∂Mphys(m0, t)

∂m0

(7.0.34)

と書ける。よって保存則の x = 0の場合に得られる式 (7.0.33)は
∂Mphys(m0, t)

∂t
+ 4π2g

∂f(Mphys, t)

∂Mphys

∂Mphys(m0, t)

∂m0

= 0

初期関数 :Mphys(m0, t) = m0

(7.0.35)

という、物理的質量を解とし、独立変数がm0, tの 2次元の偏微分方程式となる。また
この式は以下の方法で得ることもできる。
式 (7.0.27)と式 (7.0.28)のm0 = 0の時、

m(x, t) ≡ m(x, t; 0)

∂m(x, t)

∂t
+
∂f(m(x, t), t)

∂x
= 0

初期関数 : m(x, 0) = 4π2gx

(7.0.36)
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となるので、y ≡ 4π2gxとおくと

m̃(y, t) ≡ m(x, t) = m

(
y

4π2g
, t

)
∂m̃(y, t)

∂t
+ 4π2g

∂f(m̃(y, t), t)

∂y
= 0

初期関数 : m̃(y, 0) = y

(7.0.37)

という式 (7.0.35)と等価な偏微分方程式が得られた。

2つの偏微分方程式の等価性
偏微分方程式 (6.1.7)と偏微分方程式 (7.0.35)を並べて書くと

∂M(m0, t)

∂t
− ∂∆(M, t)

∂t

∂M(m0, t)

∂m0

= 0

∂Mphys(m0, t)

∂t
+ 4π2g

∂f(Mphys, t)

∂Mphys

∂Mphys(m0, t)

∂m0

= 0

(7.0.38)

である。初期関数は等しいので、これらの偏微分方程式等価性を示すには、

−∂∆(p, t)

∂t
= 4π2g

∂f(p, t)

∂p
(7.0.39)

を示せばよい。

(1) 4D-cutoff, 0密度
左辺は、 

∆(p, t) = gp

(
1− e−2t − p2 log

1 + p2

e−2t + p2

)
−∂∆(p, t)

∂t
= − 2gpe−4t

e−2t + p2

(7.0.40)

となり、右辺は 
f(p, t) = −e−4t

4π2
log(1 + p2e2t)

4π2g
∂f(p, t)

∂p
= − 2gpe−4t

e−2t + p2

(7.0.41)

となるので式 (7.0.39)が成立している。

(2) 3D-cutoff, 有限密度
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左辺は、

∆(p, t) = [t-independent terms]

+θ
(√

e−2t + p2 − µ
)
2pg

(
−e−t

√
e−2t + p2 + p2 log(e−t +

√
e−2t + p2)

)
−∂∆(p, t)

∂t
= −θ(

√
e−2t + p2 − µ)

4gpe−3t√
e−2t + p2

(7.0.42)

となり、右辺は
f(p, t) = −e−3t

π2

[
θ(
√
e−2t + p2 − µ)

√
e−2t + p2 + θ(µ−

√
e−2t + p2)µ

]
4π2g

∂f(p, t)

∂p
= −θ(

√
e−2t + p2 − µ)

4gpe−3t√
e−2t + p2

(7.0.43)

となるので式 (7.0.39)が成立している。
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