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』
曰

ItisknownbyNielseMhatanyautomorphismoMhefiFeegroupofrankdisde‐

composedbytmeeeuutomorphisms､Andal8oZXWenandZYWen(Ｃｆ[7])fbund
threegeneratorsofinvertiblesUbstitutionsofrank2incombinatorialwayiwhichis
cameddecompositiontheoremofinverljible8ubstitutionofrank2．

Inthepaper[2]weconsiderinvertiblesubstitutionsofraJmk2;andthethemeofthe
paperistochaJPacteriseinvertiblesubstitutionsofrank2bydeaJingsubstitutions
whicharecombinatorialobjectsasgeometricalones,andbyanaJysingtopological
propertyoftheatomicsurfaceofasubstitution・Ｗｅｈａｖｅ：

1．aproofofdecompositiontheoremofimertiblesubB1jitutionofrank２，

２．anecessaryandsuflicientconditionthatasubstitutionofrank2isinvertible

ingeometricalwayi

3．asubstitutionisinvertibleifandonlyiftheatomicsurfaceofthesubstitution
lsanintervaL
●

Theaimofthispaperistoinheritthethemefrom[2],andtoe5Etendaboveresultsfbr
endomorphismsonthefreegro叩ofrankd・Tbdealendomorphi8msasgeometrical
objects,weintroducethehigheMimensionalsubstitution(extension)andwe
getaresultrelatedto2･

Byusingthedualmap(dualelEtension)ofthehigherdimensionalsUbstitution，

weobtainthefactthattheboundaryoftheatomicsurfEceofasubstitutionisgiven

bytheinverseofthesubstitutionifitisinvertible．

KeyWOrds：Substitution,Invertiblesubstitution,Higherdimensionalsubstitution，

ＤｕａｌｍａＰ

論文のＫｅｙｗｏｒｄは``Substitution,InvertiblesubStitution,HigherdimensionalsUbstitu

tion,Dualmap，'である．ｒａｎｋｄのSubstitutionとは,。個の文字からなるHeegroup
Rz上の準同型写像を``Freemonoid上に制限'，したものである．以下のα1,α2,α３は,Ｈｅｅ
ｇｒｏｕｐＦｈ上の自己準同型写像である．

‐”{;二打化:-,,αが{;二蓋＝
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αｪはSubstitutionだが,α2(1)＝型1はHeemonoidの要素ではないので,SUbstitutionでは
ない．α1はInversea2を持つのでInvertibleだが,α３はInvertibleではない．‘`Substitution

ぴがI11vortil〕ｌｅかどうか,実際にInverseを求めることなく判定する方法はあるか？，】その疑
問に対し,後に述べる定理Ｉ(2)を得る．

Ｓｕ１)stitutiollによるAtolnicSurfaceとはFixedpoint（例えば,ｕノーliln,ﾙｰ｡｡αｊ"(1)＝
12112121121…）からできる,階段状の折れ線上の格子点を,ある直線(平面)Ｐに射影した
点の集合のclosureをとったものである．（Ｃｆ図１．）このAtolnicsurfacc上で,Su1jHtituti()、
(丁によって特徴づけられる力学系を考えることができる.``Sll1)stitutioll◎によるAtolllic

surfacGは,ｏがI11vertibleなときは，どういうtopologicalな性質を持つのだろうか？，，

図１:Atomicsurfacebyu＝liln"一｡｡α,"(1)＝121121211…

以上の２つの疑問から始まった研究において,論文[2]で,rank2の場合にj幾何学的手法
を用いて,Ｆｂ上のSubstitutionoがInvertibleであることの必要十分条件に関する以下の定
理を得た．

定理Ｉ 巳上SubstitutiolloがInvertibleであることの必要十分条件は，

(1)ワカョ

ヮーワ,。◎2。…。◎,､,ｏ`ｅ{αβ,J}(j＝1,2,…,，､）

と分解できることαβ,ＪはI11vertibleSubstitutioll：

゜化１口に{②，:｛
１一２１

２→１

（論文[7]の別証明）

(2)Atolllicsurhceが連結な区間であること

(3)あるｚｅｚ２,ＥＥ{-1,1）があり，

Ｅｈ(o)(o,１Ａ２)＝E(､’１Ａ２） (Ａ）
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を満たすこと

（z,１八2）はＲ２の格子点皿上の一辺の長さ１の正方形であり，Ｑ２を,格子上の有限個
の正方形を要素とする集合とすると，Ｓｕ})stitutioll◎によって定義されるＥ北）（後に

Higll(､rdilⅢsi(malsubstitutio11と呼ばれる)はＱ２上での準同型写像である.((ｆＩ２]）

ここで,定理Ｉ(3)の式(A)は,ひとつの正方形がＥｂ(び)によって,またひとつの正方形に
写されることを意味しており,この定理よりγあるSubstitutiollがI11vcrtiblcかどうかすぐ

判定できる.(Cf､図２）

Ｂ２(cb）
￣

Ｅ２(Ｃｌ）

□--.-□□

ｏ１はinvertibleＣ２はnotinvertible

図２:Ｂ２(Ｃ)(○,１Ａ２）

本論文では,以上の定理Ｉ(2)及び,特に(3)を拡張するため,任意のranMに対し

(i）定理Ｉ(2)を拡張した,町上の準同型写像ｏがInvertibleである,つまり同型写像であ
ることの必要条件をもとめる

(ii）高次元AtomicSurfaceのtopologicalな性質をとらえる

ことを試みた．

９A(A:＝1,2,…,α)を,Ｒｄの格子上の有限個のA６次元立方体(一辺の長さ１）を要素とす
る集合とする．（i)のために,論文[9]で,ｏを任意の、11ｋのSubstituti(、として定義した，

9A上準同型写像であるHigherdimensionalsubstitution(ExtensiollofdilⅢsioMof

ぴ)ＥＡ((7)を,◎が凡上準同型写像まで拡張する．

９%(Ａ１＝1,2,…ﾌﾞα)を,Ｒｄの格子上の有限個の(d-Ac)次元立方体(一辺の長さ’）を要
素とする集合とする（ii)のために,AtomicsurfaceはＢｋ(o)に対する,ＣＩＩ上のDualmap

(DUalExtellsionofdimensioMofひ)疎(Ｃ)を用いて構成されることを示す．
以上により，定理１１を得る．

定理ＩＩ ＦＵ上準同型写像ｏがInvertibleであるとき

(1)あるscezd,Ｅｅ｛-1,1｝があり，
Ｅｌ１((了)(o’１人2Ａ…Ｍ)＝E(ｚ,１Ａ２Ａ…Ｍ１)を満たす．

ここで(⑰,１Ａ２…Ｍ)はＲｄの格子点⑰上の一辺の長さ１の(1次元立方体．

(2) EfMぴ)－ＥＷ－１)(Aw＝1,2,…,(1)

-610-



を満たす．

ここでＷｅＦＭこ対し,丁＝S1S2…s,]＝sハー】…s１，万(,i)＝ヮ(i)(,i＝1,2,…,（１）と
する."-”とは,平行移動によりＥｆｉ－ｋ(ﾜ）と風(グー'）は同一視できるということである．

定理11(2)により，SubstitutiolloによるＡｔ()micsurfaccのＢｏⅢｌＭｙを解析するとき有
効なＢ()'''1(la1Wvm1)stitutionが,逆元◎－１によって与えられることが分かった．
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学位論文審査結果の要旨

平成１５年７月２９日第１回審査会、平成１５年８月４日に公聴会及び審査会を行い、以下の判定を行った。

ｒａｎｋｄのsubstitutionとはｄ文字からなるfreegroup上のendomorphismでfreemonoid上に作用する

ものをいう。このsubstitutionがinvertibleであるとは、substitutionがfreegroup上のautomorphismで

あるときをいう。ｒａｎｋ２のsubstitutionについては、それがinvertibleである必要十分条件や、その幾何

学的特徴づけについては多くの結果が知られている。しかしrankdが３以上については未知の領域である。

そのような状況の中で本論文では

(1)ｒａｎｋｄのsubstitutionの幾何学的特性を引き出すためにhigherdimensionalsubstitutionという概念

を導入したこと

(2)その概念をもちいてhigherdimensionalsubstitutionのdualmapの概念を導入し、その幾何学的解釈

を与えた

これらの枠組みを与えるとともに、それをもちいて、

(1)substitutionがinvertibleとなる幾何学的必要条件を与えたこと。

（Ⅱ)substitutionがinvertibleであるときdualmapのboundaryendomorphismがinvertiblesubstitution

のinverseの逆読みによって与えられることを示した。

これらの一連の結果は近年さかんに研究きれているPisot数から定まる準結晶フラクタルtilingの研究に

画期的な解釈を与える点で高く評価できる。以上のことから本論文は博士(理学）に値するものと判定した。
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