
On Sufficiently Connected Manifolds which are
Homotopy Equivalent and the Homotopy
Classification of Those

言語: eng

出版者: 

公開日: 2017-10-05

キーワード (Ja): 

キーワード (En): 

作成者: 

メールアドレス: 

所属: 

メタデータ

http://hdl.handle.net/2297/16170URL



小早川典男氏名

生年月日

本籍

学位の種類

学位記番号

学位授与の日付

学位授与の要件

愛知県

博士（理学）

博甲第261号

平成10年９月30曰

課程博士（学位規則第4条第１項）

0ｎＳｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙＣｏｎｎｅｃｔｅｄＭａｎｉｆoldswhichareHomotopy
EquivalentandtheHomotopyClassificationofThose（十分
な連結性をもつホモトピー同値な多様体とそれらのホモトピー分類
について）

（主査）石本浩康

（副査）－瀬孝，藤本坦孝，児玉秋雄，菅野孝史

学位授与の題目

論文審査委員

学位論文要旨

LetMbeasimplyconnectedclosedsmootML-manifbldsatisfj'ingthefbllowing
llypotheses：

（H1）Ｂｉ(Ｍ)＝Oexceptfbri＝0,ｐ,９，ｍ＝Ｐ＋９(O＜ｐ＜9)，

（H2）ThetangentbundleofMistrivialonitsp-skeleton

Herethesecondhypothesisissatisfiedifp三3,5,6,7（ｍｏｄ８）orifMisa7T-
manifbldSuchmanifbldsasMarecalled(p’9)-primaryｉｎ[3]、Ap-spherebundle
overthe9-sphereandaconnectedsumofsuchbundlesare(p’9)-primaryTherealso
exist(p’9)-primarymanifbldswhichareessentiallydifIbrentfromsuchconnected
sulns・

Inthispaper,fbr(p’9)＝(､-1,,＋1)(ｎ三４)and(p’9)＝(､-2,,＋1)(、三6),we
showthattwo(p,q)-primarymanifbldswhichare(tangentially)homotopyequivalent
arehomeolnorphicanddifIeomorphiclnodulohomotopyspheresinalmostallcases

(cf8[4])Furthermorewecompletelyclassifj'(p’9)-primarymanifbldsuptohomotopy
equivalencefbrtheabovetwocases(cfU[5,.

単連結な、次元多様体Ｍが次の２つの条件を満たすとき,Ｍは(川)‐prjm〔ｗであると

いう

(H1）Ｈｉ(Ｍ)＝０，ただし』＝0,ｐ,９，ｍ＝ｐ＋９(0＜ｐ＜9)を除く

(H2）Ｍの接束はp-骨格上で自明である．

条件(H2)はｐ＝3,5,6,7（ｍｏｄ８)であるとき，また〃が汀-多様体であるときは,常に成り

立つ．Ｍは,向き付け可能な閉曲面のように,ｍ次元球面Ｓｍにいくつかの９次元ハンＦルを

着けた形で得られる(ホモトピー球面との連結和を除く)．ｓ９上のｓｐ束,およびその連結和は
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(P,9)-primaryである．また,Ｓ９上のＳｊ，東の連結和としては表すことのできない(川)_primary

多様体も存在する．

この論文では,(p’9)＝(、－１，，＋1)(、三4),と(p’9)＝(、－２，，＋1)(、三6)である場合

に,ほとんどのｎに対して,(接)ホモトピー同値な(p’9)-primary多様体はホモトピー球面の違

いを除いて微分同相であることを示した.そして同時に,(p’9)-primary多様体の完全なホモト

ピー分類を与えた．

ｍ次元多様体Ｍ,Ｍ'に対して,ホモトピー同値写像ノ：Ｍ→Ｍが存在して,接束７Ｍが

（７Ｍ')に安定同値である,すなわち,ある次元kの自明束Eﾙに対して,７Ｍ＄ごとがバアＭ')ｅＥｋ

に同値となるとき，ＭはＭに接ホモトピー同値であるという．ｍ次元ホモトピー球面の全

体は連結和を演算として群をなし，その群をｅｍと表す．そして,ホモトピー球面Ｚｍがあっ

て,Ｍが連結和川井Ｚに微分同相であるとき，ＭはＭ'にｍｏｄｅｍで微分同相であるとい

う．ｍｏｄｅｍで微分同相ならば同相である．

多様体Ｍに対して,ある次元ｋの自明束ｅｌｉが存在して,７Ｍ＄どんが自明束となるとき,Ｍ

は7T-多様体であるという．ホモトピー球面は7r-多様体である．また,２つの7r-多様体がホモト

ピー同値ならば,接ホモトピー同値である．

ｍ＋１次元円板Ｄｍ+１に９－次元ハンドルＤ９×Ｄｐ+１を16個貼り付けて得られる多様体を

ハンドル体と呼び,その全体を孔(ｍ＋1,Ｍ)と表す.ハンドル体の微分同相分類はWall[6]に

よって知られている．

（p’9)-primay多様体Ｍに対して,ハントザル体ｗｅ兜(p＋９＋1,k,9)とホモトピー球面ｚ

が存在して,Ｍ＝ａＷ＃刀と書けることが知られている．このことからＭのホモトピー球面

を法としての微分同相類とハンドル体の微分同相類とが密接に関係することが分かる．そして，

Ishimoto[3]によってＭのホモトピー分類定理が得られている．これらの結果を用いて,Ｍの

ｍｏｄｅｍでの微分同相類とホモトピー類との関係を明らかにすることにより，次の定理を得た

(KObayakawa[4])．

定理１.(川)＝(、－１，，＋1)(、三５)のとき,Ｍ,Ｍ'を仮定(H1),(H2)を満たす単連結

２，次元多様体とする．このとき,次が成り立つ．

（i）、＝３，７（ｍｏｄ８）のとき，Ｍ'Ｍ'が接ホモトピー同値ならば’Ｍ，Ｍは

ｍｏｄｅ２,､で微分同相である．

（ii)、＝８または、＝2,4,5,6（mod8)のとき'Ｍ'Ｍ'がホモトピー同値ならば，

Ｍ,Ｍ'はｍｏｄｅ２”で微分同相である.
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（iii)、＝0,1（mod8)のとき,Ｍ，Ｍ'が汀~多様体でホモトピー同値ならばＭ'Ｍ

はｍｏｄｅ２”で微分同相である.

定理２(p’9)＝(、－２，，＋1）(、三６)のとき,Ｍ,Ｍ'を仮定(H1),(H2)を満たす単連結
Ｇ

(2,-1)次元多様体とする．このとき,次が成り立つ．

（i）冗三3,7（mod8)のとき,Ｍ,Ｍが接ホモトピー同値ならば'Ｍ'Ｍ'はmod

e2n-1で微分同相である．

（ii)、＝0,2,4,5,6（mod8)のとき'Ｍ，Ｍがホモトピー同値ならば'Ｍ'Ｍ'は

ｍｏｄｅ２７Ｌ－１で微分同相である.

（iii)、＝１（mod8)のとき,Ｍ'Ｍ'が汀~多様体でホモトピー同値ならばＭ'Ｍは

ｍｏｄＯ２ｎ－１で微分同相である．

特に,Ishimoto[1]の分解定理を用いると次を得る．

定理ａｎ三５とするＭ,Ｍ'を("－２)-連結２，次元多様体とし,(､－１)-次元ホモロジー

群がねじれ部分を持たないものとする．さらに〃,Ｍ'の接束が(、－１)-骨格上で自明である

とする．このとき,次が成り立つ．

（i）、＝８または、＝3,4,7（mod8)のとき'Ｍ'Ｍが接ホモトピー同値ならば，

ＭＭ'はｍｏｄｅ２ｎで微分同相である．

（ii)、＝2,5,6（mod8)のとき,Ｍ'Ｍがホモトピー同値ならば'Ｍ'Ｍ'はmod

e2”で微分同相である.

（iii)、＝0,1（ｍｏｄ８)のとき,Ｍ'Ｍ'が汀~多様体でホモトピー同値ならば'Ｍ'Ｍ

はmode27uで微分同相である.

また上の定理から,次はほとんど明らかである．

系４Ｍ,Ｍを定理１，または定理２，または定理３の多様体とする．各定理の（i),(ii)，

(iii)におけるｎに対して,次の３条件は同値である．ここでｍはＭ,Ｍの次元,Ｍ,Ｍ'は

(iii)のときは汀-多様体であるとする．

(a)Ｍ,Ｍはホモトピー同値,(i)のときは接ホモトピー同値．

(b）ＭＭは同相である．
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（c）Ｍ,Ｍ'はｍｏｄｅｍで微分同相である．

注意．、三３，７（mod8）のとき，多様体ＭＭが接ホモトピー同値であるための必

要十分条件は，ホモトピー同値写像ノ：Ｍ一十Ｍが存在し，ｔ次PontIjagin類に対して，

pt(Ｍ)＝/鱸p#(Ｍ)(4t＝、＋1,t＞1)を満たすことである．そして,このときＭ,Ｍ'は同相で

あり，ｍｏｄｅｍで微分同相でもある．

（p’9)＝(、－１，，＋1）(、三４),または(川)＝(〃－２，，＋1)(、三６)に対して,ｍ次元

(川)-primary多様体Ｍを考える．このＭに対して,tWeと呼ばれるホモトピー不変量を定義

することができる．このtypeは５つあり，したがって〃は,まず次の５つに大きく分類される．

Type０，Typel,Type(0+I),Typell,Type(0+Ⅱ)．

最初の３つのtypeの多様体は９－球面上のＰ－球面束の連結和として表され,そのホモトピー分類

はすでに知られている(Ishimoto[2,111],YOshida-Ishimoto[7].そして,typeIIとtype(O+Ⅱ)の

場合には,多様体は球面上の球面束の連結和として表すことができない．この場合について考察

し,すでに知られた結果と合わせて,次の結果を得た(Kobayakawa-Ishimoto[5,．

定理５.(p’9)＝(､－１，，＋1)(、＞8)に対して,仮定(H1),(H2)を満たす単連結２，次元

多様体のホモトピー分類は,形の上で次元に関して周期８を持つ．そして、三４に対して多様

体のホモトピー分類をすべて書き上げることができる．

定理6.(p’9)＝(､－２，，＋1)(、＞9)に対して,仮定(H1),(H2)を満たす単連結(2,-1）

次元多様体のホモトピー分類は形の上で次元に関して周期８を持つ．そして、＞６に対して多

様体のホモトピー分類をすべて書き上げることができる．
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学位論文審査結果の要旨

本学位論文に対して，各審査委員が論文と関連資料を検討すると共に，面接による審査会を経て，

平成１０年８月１０曰，口頭発表後の審査委員会において，以下の通り判定した。

本論文の第一の目標は，ホモトピー、－球面(、≠３）に対して成立するポアンカレ予想を，もう少し一般の

多様体で考察することである。向きづけ可能な閉曲面の様に，、次元球面にいくつかのｑ－ハンドルを付け

て得られる、次元多様体を(p，ｑ)－初等多様体(ｐ＋ｑ＝、)という。本論文では，(p，ｑ)が(、－１，，＋ｌ）

(、三５）と(、－２，＋１）（、三ｅ)の場合の初等多様体に対して，ポアンカレ予想の一般化に相当するもの

が成立することを示している(定理１，定理２)。そして，その結果(定理１）をさらに，（、－２）－連結２，次

元多様体に関する定理へと拡張している(定理３)。

本論文は，第二の目標として，上記二つの場合の(p，ｑ)－初等多様体の完全なホモトピー分類を与えてい

る(定理５，定理ｅ)。これは同時に，ホモトピー球面を法とする微分同相や同相による分類をもほぼ与える

ことになる(系４)。

この種の研究は困難が多く，なかなか結果が得られないきらいがあるが，本研究では初等多様体という基

本的な多様体を研究対象とし，それがハンドル体の境界として得られることから，ハンドル体を決定する代

数的システムを用いて，極めて効果的に結果を出している。従って本論文は独創的な着想をもち，また得ら

れた諸結果も貴重なものである。

以上から，本審査委員会は本論文が博士論文に十分値するものと判定した。
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