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二つの生産関数とその適用

前田敬四郎

I生産関数の起源｡）

今を測ること約1世期半111の1815年にマルサス(T.R.MalthuS)2)とウェス

}(SirEdwardWest)3)は殆んど時を同じくして，「与えられた土地に労働と

盗本をつぎつぎと結合して用いるならば，産11I物の珊加分は逓減的ではある

が全休として珊加する」という事実を指摘した。この脈珊が分配論の韮礎とし

てリカード(DavidRicardo)のPrincipleOfPoliticalEconomyの中で

採川されたのは，それから2年後であった．すなわち「労働と資本の結合され

た収益は労働と笂本の蛾終結合単位によって附加される巌川戯に等しく，従っ

て分配はこれによって決めらるべきであり，一方，土地の所祢粁はこれらの量

を超過した分の総計を地代として受収るべきである」と童画した。リカードに

おいては労働と盗本の結合剖合が変劫することを考腫せずに，唯一定剖合を持

って結合すると仮定しており，これら二要因の生産物への興献度が賃銀，利子

率を決定をするように分離されておらなかった。その代りこれらの率を決定す

るために供給の幾用要因として「少くとも賃銀をして妓低生活を維持するに足

る懸度に釘付し，貯搭する人や投資を行う人には岐低41括を保証するに必要な

額に押える」人口抑制のマルサス的力が作用すると仮定した。これが以後，数

10年間に渡って勢力を得て来た古典派の分配理論であった。

寅本と弥帥の結合関係に分離のメスを入れ,｢脳要因はそれぞれ個別的に増加

されるが,他の要因を一定に保つとき生産物は収益率を逓減しながら地加する」

という関係は1840年代になってVonThimenによって見出されたものであ

る｡4)そして衝銀率と利子率は,それぞれの蛾終附加分がｲk産物に与える附加産

出戯に辱しいことを指摘した。既様に限界生産力の典の発見者はVonThfinen

であったが，当時のドイツにおいては歴史学派が隆盛で生産・分配の指導原理

であるVonThUnenの「収益逓減曲線」は注目されるところとならず，一

方収姓逓減の捉l'llll1であったイギリスでは島国根性が強く欧州大陸の理論に

は耳をイルさずという状態で，折角発見された理論も地下に眠って仕舞った6

1888年AmericanEconomicAssosiationの大会においてJohnBateClark
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が「純粋資本財の一定趾に適用される労働の増加量は益々 少さい収益率を生ず

る。……そこに1万ドルの価航を持つ生産手段とそれを使用するために10人が

おると仮定しよう、各人が操業によって一日3ドルに値する生産物を作ると

き，労勘者の数を20人に増加し，資本は元の催に残しておけば，各人は以醐よ

りも少く生産するであろう。一日の生産物は3－Xドルとなる。一定盆の純粋

資本量と関迎して次ぎ次ぎに川いられる各労働単位は，その前任者の何れより

も少く生ずる。………一般衝銀は社会的労働力に附加される舷終労働者によっ

て創り出される生巌物に鰊しくなる。

資本の稼得分は労働者のそれと同一法則性の下にある。つまりその分野に芥

らす最終増加分の生産物で決められる。･･･……労働供給を一定にして費本を墹

加しよう。それが生産分野に入るとき，後者の各増加分は前者の何れよりも少
ししか作り出さないのを見出す。

収維逓減の一般法則は両而に働くものである｣と述べ,限界生産力が再発見さ
れた5)。このことはドイツ歴史学派の代表者クーニスのドに留学したClark

が知らないうちにVonThUnenの影稗を受けて，斯る形になったものと考え
られる。

然しながらClark以後の経済学者は禰要因の限界生産力IIII線が負に傾くと

確心して，下方且右に傾くllll線を描くことで満足し，これらの曲線の位撒や傾
斜が実際にどうであったかというこうことには殆んど関心が払らわれなかった

が，これらに目をつけたのは外ならぬダグラス(PaulH.Douglas)であった。

嚇註〕

1）PaulH,DougIas,AreTherelawsofProducti⑥､？

2)TXR・MalthuS,NatureandProgressofRentbp､61．
3)EdwardWest,TheAppliCationofCapitaltoland、
4)J.H・VonThUnen,"rlsolirtestaat;ZweiterT℃il.

5)JohnBatesClark,oThePossibilityofAScientificlawofWages"American
EconomiCASSoCiationvol.IV.(March,1889).

11コプーダグラス生産関数‘）

ダグラスは1928年頃に1899-1922年間のアメリカ製造工業の屈侃『労側者指数
と固定資本指数を完成し，これらを製造工業の物理的産出量と共に対数目礎上
にプロットして，生廉物IIII線が術に生産要因の二つの曲線間に存在することを
見出した｡その生噸物llll線は岐小jW加を示す労働指数曲線と大きな畑加を示す
資本指数曲線間の約-』-距離にあった｡その当時AmherstCouegeで教鞭を
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とっておったDouglasは同隙のCharlesW・Cobbに叶って生産物に及ぼ

す資本帷ぴに労働の相対的効果を測る公式を鹿MHすることにした。Cobbは

Eulerの定理に緋通しておったので次の様なCobb-Douglas型生厳関数と呼

ばれるものを作り川した、

P=6L"C1－ル (1）

指数の和は仮りに1となされたので，6とルの値を兄肌すことだけが必要とな

り，それに岐小二乗法を適〃]した結果ルの値は.75であった。そして，この値は

二要|劇のilll線とlk雌物IIII級の相対距離で予想した値とほぼ一致した。資本指数

i－んの仙は物諭，、25であった｡次にこれらの値を公式に代入して理諭的に生産

物の数賦を洲･卯:し,理論航と爽際の値を比較したが，そのうち一年のみがllパー

セントの喰述を生じたが，残りは大きなものでなく二年を除外すれば，資本や

労働指数の不完全性から予想される偏差となった｡Douglasの安本指数は使川し

た度数からでなく利ﾊl可能な数量を測ったので，不況期間の遊休資本や好況の

インテンスイブな盗本使用に‘芥容(allowace)を与えなかったoこのことは労

働指数についても同様であり，繁栄の年には産出物の典隙仙(P)が理論値

(P')を超え，不況の年には逆の現象が起きたa従ってDouglas達はこれらの

偏差は上の公式に一般的妥当性の根拠を与えるものと兇倣した。更に縦目すべ

き1＃は完全競争~ドにおいてこの型の生産関数を持つものは，一叫閃がその指数

で示される荊合を生薩物のシェアとして受取るということであった。ダグラス

はNationalBureauofEconomicResearchの研究から,1909～1918年間の製

造工業純生箙物の値で，労伽シェアが74.1パーセントであると推定し，その値

がほぼﾂｸ伽指数に聯しいことを発見した⑥

その後1937年にDavidDurandという若い経済学者がDouglas逆の資料に

ついて批判描文を発表し了),その中で｢Douglas遠の盗本術数は独立に決定され

たのであるから,P=6"C1－とという制約関数は放棄さるべきである｣と指摘し

た。ダグラスはテストすべき一つの経済法則である「収維一定という」仮定を

設けておった．資本指数が独立に決定されることを認めるとき，術数の和はl

より大又は小さくなる可能性があり，収益一定と同様に，迎珊，逓減を示し得

るハそこでDumndの助言を容れて次の公式で実雛を試みることに決めた．

P=6ひCj （2）

その後この公式の下でTimeSeriesからCross-Section,Inter-Industry



－ －－－ 一一口＝一一一一一

34

へと，更に他の囚家の生産関数分折へと研究は拡大されて行った。そして

Cobb-Douglas生産関数が統計的に実証され，生醗の法則を見出さんと試みて

遂に彼の生涯を閉じたs

Cobb-Douglds関数の頂要なテストは利用し得る労働と海本数趾から理総的

に得られる生産物の価値がどの程度各祁産業の実際値に実現されているかとい

うことである。そのためまず各研究値に対する標準誤差の推定値(S)を計算

した。理論値と実際値の乖離が測定並びにサンプリング(Sampling)に伴

表I特定年に対する英領の製造工業生産量の理冷値と実際航の偏差皮合

産業数
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出所:Douglas,AreTheIELawofPoductionより。
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うランダム誤差の正規分布の場合に，火際値の68.3パーセントは理論値から

(1S)内にあり,95パーセントは(2S)内にあり，唯1パーセントが(3S)

範囲外にあるっまた大英帝国の航土内になされた30問のクロスセクション分折

における理倫値と実際値の偏差関係はI淡の如くであった。表から解る如く

1373個の捌察価のうち,10251W(74パーセント)がl榊御耐差内に,94～95パーセ

ントが2{>W1恥偏差内にある罰この概本伽察値分布はランダム誤錐の正規状態下

で予想されるものよりは若干よい。斯くしてCobb-Douglas生離関数の｛間紙

性が一繍強められたとDouglasは考えた｡

次にもう一つili要なことは，資本と労鋤が生産物から受取るシェアが生産関

数航から期ifする刈合にどの程度近似化するかということである｡

（1）術数の和が1に等しい二収益一定。(2)完全競争の条件下で,各生産要

凹はその指数で示される部分を全唯施物から受取ると期待し得る．置銀及びサ

ラリーの純生産物価値における現実のシェア(""/P)とんの値をダグラスは比

較した。後者は純残差の得失を除外して全生餓物が労働，資本に分割されたと

き生ずると期徳し得る測腫であるからIWPと南一の比率を比較することI*
有維なことである、これをアメリカのクロスセクション研究に行った分析が災

Ⅱに示される。

"II労勘考によって受取られた未加亜平均(W/P)とアメリカ製造工粟の

生産関数における労働，資本指数の年次別比較
－－－－

年Ⅳ ﾊノ
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18” 3 3 2 ． 6 2
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川所： DouglasDAreThere

_ 二 一

標準誤差で測ってW/Pが

府及び漁-と異る度合ルW

蒋干7-I-P-
W〃

”/P－た P一ん＋ノ

｡比ぴた

43．541.60 1 + 3 1 + 2

3 3 ． “ 、 5 8－2－3－4

31、68、64－0－1－2

341．65．63101-1
371、62、59 － 0 － 1 － 1

25．751．591-8-91-8

““|“‘
LawofPrOdUCtionより。
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この表から6年間のうち5つにおいて，陀とWﾇPの値は常に密接な|對係に

あったことが解る。1909年には二つの間に正確な一致,1904～1914のそれらに

おいては，差は採坤誤錐だけ，1889と1899にお.いては2～3標準偏差で,W/P

が8標準偏差低い1919年が雌大であった。6年全休の平均をとればんは平均，

“万寿は,“"しく‘“の労働ｼｴｱ"/PI*,.605であ｡た｡完全
競争下の理識価と実際仙の間では，その期間に密接に一致した．このことは生

産関数により一屈力のを与えたことになるe

〔補註〕

6)Douglas,AreThereLawsofProduCtion.

7)DavidDurand,.mmeThoughtsOnMarginalProductivityWithSpecialRG
ferencetoProfessorDouglas'Analysis"Jour・Pol･&on.Vol・XLV,pp741
巽．

IIICES生産関数8）

Cobb-Douglas生職IMI数はCobbとDOuglaSが1928年に作り出して以後今

日迄たいした競争将もなく災い間その生命を保って来た。然し簸近Arrow'

Chenery,Minhas,Solowの共lil研究によって作り出された新関数CES生産

関数によって強く挑戦されて来た。またCES生産関数はBrownとdeCani

の共同によっても独立的にほぼ時を同じくして開発されているﾕ0)。それでは

CES生産関数とはどの様にして作られ，如何なる性質を持っておるかを調べ

てみよう。

従来の生産関数とCES生旅I関数の雑木的変化は代替の弾力性。が1又は0

より他の術数であるのを‘認めることにある。Cobb-Douglas生産関数は上述し

た如く資本と労働の代排弾力性をlと考え,W.Leontiefの投入一産出分1斤で

はそれをOと仮定する。

A.C.M.S述はCES生巌IMI数導出の出発にあたって先づ「与えられた産業

内の使用された労側－lll位当りの附加価値は賃銀率と共に国家間で変動する」

ということの分析を行った。

すべての国家に対して1個の生派関数を仮定する。そのことは単位当り労働

投入の附加価仙と貸銀率の間に決定的関係があることを示す、彼等はこのIMI数

の導肌にあたって先づV，L、W.の三変数間の統計的関係をテストした。

V:U.S、千ドルlli位の附加価値
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L:man-yearslll位の労伽投入並

W:man-yearsについてのドル単位の歯幣賃銀率（全労働費をLで割った

もの）

その際に次の4つの準伽的仮定を孜けた。

（1）生産物並びに眼科投入物の価格は賃銀率と体系的に変動しない‐

（2）工場規模の平均における変助は投入要因に影樗を与えない。

③i司一技術がすべての叫永に利川される。

これらの仮定に立って

-M-iw+"('a)

！｡g¥=,｡ga+b'Og"÷匡(lb)
のテストを行ったがII1j関数とも観察値によいフイッ卜を得た。標本の国家，平

均賃銀率，蹴業の数は我Ⅲに示され，線型対数関数の回帰結果は表Ⅳに示す

如くなった。6の小さな概叩I淡波と礎2の高いことからフイットがよいことは

明きらるである。24雄災のうち20においては，労働生産性の85パーセント以上

が麓銀率だけで鈍'ﾘjされる．

表Ⅲ 標本の図
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＊80％あるいはそれ以上の商い水準ではｲjぷでない。‘

出所:A.C､M.SDCapital-LamrSumtitutionandEconomicEfficiencyより。

上の回%i}分肝はより一般的生産関数の導出に対する皿婆な韮礎を与えた。線

型対数関数は賃銀と労働投入の観察値にlii者より若干よいフイッ卜を僻たので

理論的分析は対数線型側数より出発することにした。係数6が労鮒と蛍本間の

代替弾力性に等しいことは理論的分|斤でホされる｡6に関するメテストの結果は

表_Ⅳに示されているが,すべての場合6の値は90パーセントの{j頼水靴で0

とは異なり，24産業中14では,90パーセントあるいはそれ以上の問い旧加水恥

でlと大いに異っているe従って各座業でO又は’と拠ったﾘﾘi力性を縄める生

産関数を求めんとした。

特定産業の生潅関数がV=F(K,L)で一次のllil次と仮定されるならば，

WL､K/Z,1),WL=y,K/L=灘とおけばy=八罪）と排き禅る。これら

の条件によって寅本と労帥の限界4I島雄力はそれぞれjv("),八発)一が'(謙）と

なる。単位としての産出並についての笈銀縦を”とすれば，労伽並びに生座



釣

物Ili場が競争的のときに

”=八ヵ)一電/"(z)(2)

これを逆極すれば灘と“間の関数関係をi¥る。y一八元）であるからyと

”間のli噸墹加関数である。逆に,yと”川の一つの観察された関係式

y=｡(")から出発すると仮定せよ。(2)式から

，=‘(,一難舟）（3）
それはy(")の微分方程式で

y=八灘;A) (4a)

なる解を持つ。ここでAは械分常数

これを脱変数に灰せば一つのパラメータを持つ生産関数群を得る。

V=L/IK/L;A) (4b)

㈲が生脆IMj数としての役目を果すためには,i'ij投入物に対し正の限界生産力

を持つべきであり，要1N割合が変動する時は普通の収益迎減ドにある。基本

的計算を行えば，これらの条件はノツ(x)>0,/w'(")<0と同値であることが

解る。後者の条件は(2)の逆転を許せば充分である。幾可学的には，労働一単位

当りの産II雌が労働一単位当り資本投入並の増加関数で，普通描かれる曲線と

同搬に上に凸であることをこれらの条件が示している。加うるに力>0に対し

て火力)>0を要求するであろう。少くともこれら総ての条件はAのある値に

成立すべきであるc

生産関数を刺IIIするこの方法は，余り今迄注凹されなかった代替弾力性につ

いての一lll迎をlﾘ｣かるみにもたらしたeSがKとL間の限界代替率(Kの限

界生産物に対するLの限界生産物の比率）を示すとすれば，代替の弾力性＠

は等商線に沿ったSに関してのK/Lの弾力性として定礎される。収益規棋

一定に対してαは次の如くなる9)c

。ー一通(f軍"'） (1)
塊が'′

yと”間の関係は暗黙的に(2)で決定されておると考えpZ〃に関して敬分す

れば
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!-'芳舟-が'舟舟-'舟･-鳥
を得る。そして

農一ﾅ〆であるから舟一歩
斯くして(2)から”に関するJの弾力性は

;L･%-'("zL-｡(6)y秘”

V/Lと”との|M係が収益規椣一定の生雌関数に沿った利澗j此大化過程より

生ずるならば，それより生ずる曲線の弾力性は代将のﾘ'li力性である。これらの

仮定の下では，｡についての情報は労働一単位当り産11雌と実質賀銀の結合変

動の観察値からi¥られる．

我々は一次側次の生産関数と結びついたもう一つの1I(純11つ興味ある関係を

観察し得る。求められた如く労勧の限界生産力は珊加関数であるが，資本の限

界生産力は盗本一労働比率葬の減少関数である。競争市場に対して，単位と

して産出戯を持って測られた粗使用料γは賃銀率の減少|則数である。更に

γ＝/'(力)，並びに(2)式を微分すれば

髄--放態)；‐鶚='一"'一'--"〃
従って

斑=(舟)/(器)=-;一一：
然るに愛銀率に関する収益率の弾力性は

”αγ"L
二二＝ （7）

7･-d"-7"K

すなわち，附加価値における盗本シェアに対する労勵シェアの比率である。

先に準伽的段階としてV.〃.L.の三変数間の統計的テストを行った時に，

V/Lと”の対数値の線型関係式

logy=log"+61ogt"(8)

が可成りよいフイッ卜を与えたことを見出した。斯る--･llll線に沿った”に関

－
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するyの別i〃性は一定で6に淳しい。暗示される生産関数は6に等しい代替

の弾力性を持ち，それを波縄すればCobb-Douglas関数の本質的一般化を与

え得ると予想した。Cobb-Douglas群はe)において6=1という特殊な場合

である。A.C・M.S連の継験結果は代替弾力性がl以.ドになることを示してい

る。そのことはCobb-Douglasの世界観と鋭く対立する。この結諭が分配や

他の蛎柄について暗示するものへ灰ることにしよう。

logy-logc.1-61og(y-巽甚鳥）

反対数を取って-器を解けば

微分方程式⑧は

(9）

一
蕪

ｊ
ｐ

ｙａ１くｙ
一
一

泌
一
努

去
灰

仏
－
１

１
α
α
、吻

恋

使立上ここで"="'/‘’'-1-1と定める。
－4聖＝－_の

ｶ゙

ｺﾉ(I－ajj")
なる方舩式は次の部分分数に分解する。

空
吋

十
の
｜
ｙ

一
一

血
一
灘

これを枇分すれば

！｡g"=logy--丁l'｡g(!-"j,')+÷logβ
又はxp=_ff_

l－aJJ"

光づy",次いでyについて解けば

y=%('-!．""")-1/p=("-"+")-1ﾉp

完全な生産関数に凸きIIfiせば

V=L('K~"Lp+cU)-1/β

=('Ir"-I-"L-j')-1/j'

(10）

(11)

生産関数の形に関する要求としてはα＞0~且つβ＞0である限り，灘＞0

に対してy>0ということはIﾘjきらかである。⑩式を微分すれば，限界生産力
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が正である唯一の条件はβ＞0であることが解る。第二次微分は収益逓減の

条件β+1>0を生ず。そのことは6>0に等しくA.C･M・S.の経験結果
と一致する。

⑩,⑪で示される生産関数群はすべてのK/Lの値に対して代替弾力性一定

をあらわすものを全部含む。確かに代替弾力性ぴ=1/1+p=6°この理由でい

又は⑪式を代替の猟力性が一定なる生産関数，略してCES生産関数と呼ん
でいる。βの許容値は－1から｡｡にわたり，ぴが+coからゼロの範囲にある。

6の経験的結果は殆んど1以下であるから，それは正のβと各産業の代替の

弾力性が一般に1以下であることを暗示する。

擁，斯くして得られたCES生産関数の性質についてA.C.M.S達の研究の
跡を見てゆこう。

α＋β＝γ~β且つβrp=6とおけば⑩，仙式が対称的に昔き得る。

jj=r(6"-"+(1-6))~'/'
V=7(6rp+(l－6)ZFp)~1/〃 (12)

パラメータγの変化は与えられた投入物災合に対して産出並を同割合で変化

する。それは(Neutral)EfficiencyParameterと呼ばれ，代替弾力性を変換
したパラメータpはSulbstitutionParameter,。の与えられた値（βの与え

られた値）に対して所得の機能的分配を決定する6はDistributionParameter

と呼ばれる。（産出単位の適当な選択で1に等しく出来る)EfficiencyPara-
meterを離れて，⑬式は“一β次の平均値”として知られる集合関数である。
βの岐低別:容値は－1で，これは代替弾力性が無限なる直線等高線を示す。

御式にβ＝－1を代入すれば証明し得る。

－1と0間のβ値に対して，－1より大きい代替弾力性を持つ。（12)式から

』r→c心になるにつれy→｡｡,灘→oの時はy→γ(1－6)1/β・労働と資本の比率
が増加するにつれ労働一単位当り産出量は無限に大きくなるが，資本/労働比

0

率が零に接近すれば労働の平均生産量はより低い正の限界に接近する。
p=0ときは代替弾力性1を生じ,Cobb-Douglas関数に戻る。β→0のと

き右辺はtypel"の未定形であるので，㈱式からは明きらかでないが限界は
Cobb-Douglas関数である。これは⑬式に(a)L'H6pital'sRuleを適用，
(b)6=1を持つ(9)式の秋分,(c)零次の平均値は幾可平均であるという数学
理論に訴えれば求めることが出来るop=0の⑬式の制限形はV=rK6L1-.6．
経験的に興味ある0＜β＜･･のケースではびく1．その動きは－1＜β＜0
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のケースと全く拠り，灘→.。のときy→γ(1-6)~1/"，蕪→0なればy→0．労
働の一定分が資本によって飽和するとき’労働-li(位当りの産出辻は上限に達

する。資本の_一定分が労働で飽和すれば労働の生産性はゼロとなるe

p>－1のときは等尚線が直角のカーブを持つ｡(p=--lは直線等尚のケー

スで等尚線が誤ったカーブを持つという理由でβ＜－1は除かれる｡)p<0

のときは等尚線がK,L軸に交わり’β之Oのときは尋I断線のみが漸近的に

軸に接近。pの起り得る値の調査は二つの岐終的注迩を持って終る。β＝11

｡=令憾迦附の調和平均｡'→-なれば代替;lli"性はゼロで'－だ剖合のケ
ースに接近。⑲に適当な制限過程を設けてこれを鉦lﾘ』し御る○一・・次の平均値
として

limr(6K~p+('-6)L~"]~'/"
p－ウー

=rmin(K,L)=min(豊､-fLi)('4)
を持つことを平均値の一般理諭が保証するe

これは脱点から発する45.線上にコーナを持った11'Iﾉｲ解I荊線体型を示してい

る。

〔補注〕

8)Arrow,ChenCry,Minhasandalow,Capital-LaborSubStitutionandEConomic

Efficiency･ReviewofEConomiCSandStatisticS･Augustl%1.

9)R､G､，.Allen,MathematicalAnalysisforEconomists(London,1938)
10)Brown,M・andJ．S・DeCani,T℃chnologicalChangeandDistributionof

InCome(ManuScript)1%2･

IVCES生産関数の1批判

Arrow,Chenery,Minhas,Solow達が導出したCES生唾関数のもっとも

亜要な結冷の一つは，製造工業における資本と労働の代件州力性が－．般に1以

下であるということであったe表Ⅳにも示した如く捌迩した24廉巣のうち，23

ケースは代排の弾〃性が1以下で,14産業はlよりも粗当小さかつたc

妓近VictorR.Fuchs11）は,A.C,M・S述によって使ﾊjされたデータは代

替の弾力性がl以ドであるという結論を支持しておらず,寧ろ反対にそのデータ

は代杵弾力性1というCobb-Douglas仮定と本質的に一致するものであると反

証を試みた｡それではFuchsの反論を兄てゆくことにしようハ

A､C・M・Sは次の関数を諸国家の各産業にフィットして抑力性を推定した。
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1．gM-'｡g~gw+E(I)
V=U.S千ドル単位の附加価値

L=man-yearの労働投入量

W=man-yearのドルで測った貨幣賃銀率(wagebillL)

6＝代替の猟力性

そこで使用された側はU､S,Canadaのようにもっとも進んだ囚からIndia

とIraqの如き未開発経済のIm迄と多岐に及んでいる｡これに対してFuchs

は斯棟に異質的国家群に対して単一の生産関数が妥当かということに疑問を

持ってIH発する12)6

弥力性は1だが，異った期間についての二つ或はそれ以上の異画な人口を取

扱うことは可能である。それらが結合されるときには,1以下の傾斜を生む一

つの下方hi2sがある。Chartlはこれが如何にして生ずるかという仮定上

の説明を与える。

この人衿女がA､C.M.S.データにあらわれるかどうかをテストするため

に,A.C.M.Sの表から適当に股初9つを選んでグループIとし，次に選んだ

10をグループⅡに割当てた。無理に云えばグループIは開発された側でⅡが未
開発のものである。それらを表に示せば次の如きものとなる。

CHARTI.労働投入と戯銀率の仮定された

散らばり（対数グラフ）

グループIグループⅡ.Ⅲ＝I巾

Ｖ
－
Ｌ

iIⅡ＜ アメリカ

カナダ

ニュージランド

オーストラリヤ

デンマーク

ノールウェ

英 図

プエルトリコ

コロンピヤ

ブラ ジ ル

メキシコ

アルゼンチン

エルサルバドル

南ローウデシア

イラク

セイロン

日本

インド

ノ

W

・グループIの回

共グループⅡの回
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醜Iﾘ』されざる分敗比率,A=1個の方程式,B=二つの方程式,C=グミ変数

を持つ1個の方程式

VictorR，FUChS,Capitai-LamrSu"titutionより。

α：

出所：

(1)式に似た方腱式をそれぞれ冬群にフィットして，別【力性が1のまわりに可

成り平群に分布するのを見出した。6の中央値はグループIで1.02,グループ

Ⅱに対しl.15である。ほとんどの場合&はIと大して異ならない。然しそのこ

とは各方秘式が非揃に少ない観察値しか持たないということで制約を受ける。

、
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Fuchsは以ドに述べる如く二つの側家グループの差を測定するのにグミ変数

を持ち，全てのINの容産猫に一閥の方羅式をフィットするより強いテストを行

った鏑

l｡gX,z+',｡g"÷βlogD÷E(m)
V,L,W,ルは(I)式と同様，

グループI剛家に対しD=10

グループⅡ剛宋に対しD=1

β＝シフト係数

方租式（Ⅱ）が各雌災にフィットされたとき代替Wii力性は体系的に約1であ

った。（友Vを参!！((）『|'央仙はl.04e80影の僑頼水雌でも,1より可成り低い

郡力性を持つものは二産業だけで,1より相当大きい値を持つものは二つであ

る｡シフト係数βは24産業のうち17がChartlに仮定された方向のなかにあ

ってゼロとは有意的に異る。βの中央値は-.135で大部分の旋莱は一.135と大

して異ならない八

代杵の弾〃性を測定するのに三つの異った方法を排つことになった。それは

(a)すべてのII1に対し一・問の方穂式．(b)各グループのi到に対する佃別方狸

式。(c)ダミー変数を持った一隅の方程式，何れが岐牒の方法であろうか。

一つの合理的テストは得々の場合に失われるそれぞれの自III度の'il:容値と未挽

明変数を比較することである、その結果はダミー変数を持った一個の方服式が

bestfitで，二つの個別方概式がそれにつぎ，すべてのI卸に一個の方秘式の方

法が尤も悪いeF比率は表Vに示されている。

Fuchsの厨い分を要約すれば，統計的証拠はChartlで仮定された形態を

確認し,A､C.M.Sの紬諭に支持を与えぬ。Fuchsは「1というCobb-Douglas

仮定が正しいと云うのではないが，唯A､C.M.Sのデータがそれを打破する諭

拠を持たない」と主張するe

シフト係数は何を脱lyllll来るであろうか、「データ源を注意深く検吋せずし

て思案することは川来ないが，一つの可能性は述べ御る」とFuchsは言う。

すなわち貨銀率を洲･算するのに使用された俸給支払データは同家を超えては比

較出来ない僑特にグループⅡの瓜が支払として報告されないfringebenefit

の形のものが労働出川の大きなパーセントを占めるならば，その結果は上に示

した通りとなる、これを説明とすれば，・-135というシフト係数のII!央俄ぱ，グ
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ループⅡ剛家の質銀率に1.35を乗じたとき，実際にすべての国家を一つの生産

関数にシフトし得ることを示す．

〔補註〕

11)VictorR.FuchsGCapital-LamrSubstitution:ANote,TheReviewofEcono-

micsandSmtics,Novemberl963.

12)FuChSはその侭では駄目であるが,修眼すれば，代替卵力性に関する結漁を木
賛的に変えなくて済むと蕗える。

V生産関数のアグリケーションユ3）

生産関数は一企業に直面する技術IMI係であり，要因割合や産出水難を決定す

るのは企業家であるcそのとき一産災，或は工業，座業部門全休に対する有用

な生産関数を椛成することがlH来るであろうか。個々の企業に対して一定と

見倣す要因が，その産業，企業能力に対して必ずしも一定ではないという一つ

の困難な問題が生ずる。亦，個々の企業に一定でない熟練労働の賞の如き他の

要因も，その産業に対し亜大な制限を押す。すべての企業が収益逓墹を亭受し

ておっても，全体として産業が規棋節約を綴験しておるとし､うことにならな

い。産業の拡大は屡々，より不適な位慨，原料供絡の制限に遊遇する｡アグ

リゲート(Aggregation)の問題を諭ずるとき，これらの外部的節約，非節約の

困難を別にしておくのは便利なことである。特に企業の個々の生産関数が産業

のアグリゲートな生産関数に依存しないと仮定するe

生産関数における一般的アグリゲーション問題の体系的取扱いはKlein

によって先鞭をつけられた14)。彼はミクロ関数とアナロガスなアグリゲー

ト生産関数並びにアグリゲートな限界生娠関係を栂るために，ウエートが各
● ● ● ●

企業の抓力性に比例する飯みつき微祝変数の幾可平均を作らねばならことを
●,●

示した。マクロ収入は（マクロ価帷×マクロの趣）それがミクロ収入の猟術
●●

平均として定義される。猪企業についてのクライン的アグリゲーションはある

不思縦な結果を持つ。例えば巨視的愛銀Wの定義は

"L=-L-iJw,L;
郡j日1

Wi,Liはj稀目企業で雁傭される質銀と（同質的）労働者数を示す。

:rIzdﾉZai
L="Lj

j＝1
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はほ視的労鋤投入趾の定義で，αjは2番目企巣の労働ﾂli力惟である奇雛争条

件~ドでは，すべての企難が，同一･賃銀*""*=Wi(すべてのjに対し）を持

つ負それを代入すれぼ

癒αi/2αjW=W芋zLi/〃〃Lj
j＝1

斯くして腫視的IT銀率は殆んどの場合常に企紫の共通f職蠅とは異る。このni

純なケースでは,Wが〃＊と如何なる理山で異るかを求めば味付けることは

困難である｡

アグリゲーションにlllする公式的理論は大部分がNatafによって解Iﾘ］され
●●●●●●●

た'5)同気のfl川､たアグリゲーションのためには，生鮫IM数が加法的に分離し
●●

縛るものでなければならぬことを証明した‐そのとき雌川l,iが（労働の樵成分

十盗本柵成分）に弾しい、これは1.iい制幌条件である今投入・旅川モデルは明
●●●●●●●●●

きらかに加法的に分離し縛るものであるeCoI)b-DouglasMI数はその条件を充
●●◆●●●

さないが，対数に変換するとき加法的iこ分離し僻るのこれはクラインが使川し

た幾j1平均{If(の合理化である戸確かiこCobb-Dougiasは排にi淵企龍内のアグ

リゲーションにうまくゆくことが示された⑥

この質がCES化咽H1数に対しても要求される㈹

rpX~.p=6L-β÷(1-6)K~p
●●●●●●●●

これは加法的に分離することが出来るのでNataf条件を充す。

主要なアグリゲーションに|11する実際問題の-.つは，データは一般に算術平

均の形で発表されているが，アグリゲーションの体系は幾iﾘ平均を要求すると

いうことである。この近似化によって導入されて来る撰錐は何であるか。平均

値からの偏溌が比較的小さいならば，幾可平均Gはその公式で閲'術平均に近

似的に結びつけられる｡

G=X(1-÷･差）
●●●●

この場合，算術値は近似的に相対的分散の半分である相対的上方畑りを与え

る。この結果は産IIIm,資本，労働変数の相対分散が塀しいならば，相対的
●●

偏りも殆んど源しくなることを示す。然しこのﾘは平均航からの偏錐が比絞的

小さいという仮定に依存しており，多くの実際的研究においてこの条ｲ'|:は充た

されておらない。
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リニア・アグリゲーションに側する統計的処理はTheilによって研究され

て来たﾕ6)。与えられた微視関係とアグリゲーシ劃ンの形態について,Theilは

アグリゲートの値えマクロ関係をフィットするのが合理的かどうかを券える。

"i="jJi+fj"f･l･"#(j=1,……，加）

xi=logXI,Jj=lOgLiルj=logKi,これらから時系列に対するアグリゲ

ートの観察値に対してマクロ・生龍関数を求める

%="L+β虎＋α＋ど

先づ時系列観察値に対してアグリゲート労働投入戯とアグリゲート寅本投入

鰹に関するf番目企業の労働投入回ﾘ}を検跡する行すなわち，

ji=BJi+CIj"-!-DIi+"li

同様に盗本回帰が計算されるe

"j=BAjJ+C師ル+DAj-I-UAi

回帰係数B,Cは巨視・数錠が変化するときの微視・変数の体系的助きを較べ

る。Uは普通の性絡を持つランダム変数である㈲これ弾の加'II式を微視方程式

に代入すれば，

灘="J-I｡βﾙ-I-g

ここで，

α＝匝+"{cov("iB,i)+cov(ABAj)}

β='-l."{cov("iC,i)+Cov(#Cki)}

α＝〃{面÷cov("iD,i)+cov(βp&i))

●●●●

マクロ・パラメータのアグリゲーション・バイアスは，これらの〃職式では

CoVarianCe(共分散）で測られる。不幸にも，共分散伽に先験的制限を容易に

示し得ないので，これらの結果を一届押し進めることはlll来ないeバイアスの

数赴化は統計的研究を待たねばならぬ。

アグリゲーションの問題を概剛した結果，一つのアグリゲート生産関数とい

う様な概念を用いるときは多くの問題点を持つことが解り，各靴の鮠争形態や

技術条件を持つ現代経済においては，恐らくllil一雄業，又は狭い継済川面を超

えた場合にはアグリゲーションのj11本的条{'|:に近似化することがⅢ来ないこと

を知る。
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〔補註〕

13）

14）

A、A・Walter,ProduCtionandGStFunCtion・Econometrica,April,1963.

Klein,L、R・RemarksontheTheoryofAggregation,EConometrica,Vol.14,
1946．

Nataf,A・SurLaPossibititedeConstructiondeCertainsMaCromodeles,
Econometrica,vol.25,1957.

Theil,H･LinearAggregationofEconomiCRelations,Amsterdam,1954

15）

16）

VICES生産関数の適 用

Cobb-Douglas生産関数やCES生産棚数を現実の問題に応用して，経済成
長や技術変化等を測定せんとする研究が行われて来たが，此処ではその一例と

してCES生産関数を川いて「技術変化の雁蜥に及ぼす効果を分離測定せん」

と試みたBrownとdeCaniの野心的労作の跡を見てゆくことにしようﾕ7)6

技術変化の雇鮴に及ぼす効果を測定するには，伝統的に用いられて来た労働

投入一単位当りの雌出騒という生産性比率の方法は適川川来ないe雌雄性比率

は資本変化，収益規模，中立的・非中立的技術変化，要侭価幡の相対的変化な

どの効果を分離しない催で含んでいるからである．技術変化の雁蜥効果を浮る

ためには，妓低限度，技術変化を他の渚力から分離せねばならぬ曇このため

BrownとdeCanlの二人は(a)産出規僕,(b)資本と労鋤の粗対価樅，

(c)収益規僕,(d)中立並びに非中立的技術変化の4つが雁雛に及ぼす蹄効

果を分離するモデルを作り,1890-1958年間のアメリカにおける私的lil内非股
業部門のデータを用いてテストを行った。

先づ上記4つの効果を分離する手段として労働蒜要，労鋤砺要と他の変数間
の関係に注意を向けた。微視的軽済理論によれば「企業が幾川を岐小にせんと

作用するとき，労働の雇傭は産出規模と要因の相対価枯に依存する」と規定
されている。幾可学的に説明すれば，資本一労働平面上に一つの等産出曲線を

作り，産出曲線の傾斜（限界生産力条件）を等支出曲線の切線に蝉しくする生

産関変を仮定するc技術や要因の相対価格を不変にして規桃を変勤するとき，
等支出線変化は各産出水準の企業で謁要される労働の変化を示す。

規模節約並びに非節約の変化は(1)企業の雌出量変化，(2)新技術の二つの理

由から生ずる｡BrownとdeCaniは後者に注意を災中する。そして技術変化
は4つの方法で等生産lill線に影惇を与えると仮定する分

(1)等生産曲線をねぢ曲げる穴つまり資本と労鋤のコンビネーションで盗本に
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対する労働の眼界代替率を変える｡(2)盗本と労働の結合肱ぴにその限界代替率

が与えられるとき，より多く，より少ない産出雌が得られるように等産出血線

の測定単位を変える。⑥費本と労働の代替弾力性を変える。④等生雌曲線を

より近ずけたり，雛らかしたりする。前者のときは規模節約を生じたことを芯

味する。

労働禰要関数は一義的に生産関係に依存するから(1)一例の各技術変化と一致

した変化をする。従って先づ労伽冊誤|刻係を蝉出する一つの生産|Ⅲ数を進択す

る。それから労働諾要に与える技術進歩の衝撃を測定する。労働滞妥の変数と

して龍出赴と要因の相対価緒を持つから，他の要l劇と分離して技術進歩に州属

する雇伽変化を測定する。

この目的のために技術変化は時間に閲してどの様に測定されるべきか。技術

変化は新しい投入b瀧出の椛造を生ずる生産関数の変化で示される。それで代

替弾力性（‘）と労働のウエート（72）が不変であるとき，一つのTechnolo-

gicalEopch(技術時代）が定義される。γ2と｡が変化するとき，非中立的技

術変化が生じ新技術時代に入る。企業又は産業は各技術時代内に修正された技

術を導入することが出来る。それはII!立的技術変化として定義される。蚊後に

規模節約があれば，企業又は産業はそれを利川し得る。その測定問題は各技術

時代を分離することになる。各時代内において，産出此変化，規模節約の利
● ● ●

川，中立的技術変化，要因価烙の机対変化が労働満要に及ぼす効果は，非中立
●●● ●●●●●●●●●●●●●●

● ● ● ● 0 ● ● ●

的技術変化の効果と分離して数拡化され得る。時代の変化は産出瞳変化，規椣
●●●●●●●●●●●●●●●●●●①●

節約，中立的技術変化，要因価格の相対変化の効果と分離して0，γ2変化（非

中立的技術変化）の労働需要に及ぼす街盤を測定させる。

各技術時代を分離するために盗意の小観察標本(1890-1900)に対して労働

滞要関数を推定する。1890-1902に対して第二の推定値を導出し，二つの附加

された観察値が標本1890-1900から導出された椛造と一致するかどうかをテス

トする。一致するならば標本1890-1904に関する労働滞要関数を推定し,4･Q

の附加的観察値が1890-1900の棟本を生じた同一騨造から導出されるかどうか

をテストする。この様な方法を続けてゆくとき労働禰要険1係（基本的生産関

数）の中に椛造的き製を発見し得る。柵造的き裂を生じない隙本の災りでは，

非中立的技術変化が起らなかったと推論するc斯くして一つの時代を弧立化す

る。

各時代はそのパラメータの推定価で一義的である労働諾要|乳1数で性絡付けら

れる｡各時代のパラメータ推定値の変化は技術変化の測度並びに労働術要の効

一一一三
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果を示す、産IMk･(X),要因の相対価格(PA/"愛銀率に対する資本川役価

格),技術効率を示す係数（γ1)，収益規棋を示す係数（")，非中立的技術を示
す係数（72，o）について労働滞要関数の全微分を考え得る。
労働術要関数を導出するためにC.E.S生産関数を利用する。それはパラメ

ータγ1，γ2と同様に代替弾力性｡，同次性の度合かを陽表的に含むe

X=7,(K~"+72jV｡)-:-"=-l－｡α＝一（1）
o

X:産出埜,K:利川し得る資本，Ⅳ：利川し得る労働川役。

(1)式から労働滞要関係を導出するために限界生産力条件を必要とする。「資
本と労働の限界生産力の比は要因価格の比に等しい」ということは，競争が全
市場を支配するとき要因価格を与えられたものとすれば，要因の相対投入戯の
変化は代替の弾力性で決定される。記号でこれを示せば，

3XyaKPA P上：盗本収益′
aXya〃ー抑

”：賃銀率

利川度スュ/ｽ2を導入すれば不完全鋭争は次の様に一般化し得る。

aXyaKス1P&
aX)'耐一石~=~ilr

餓争が労働並びに資本市場で大凡そ同程度に不完全と仮定すれば，資本と労
働の限界代替率は要因の相対価絡に等しい。

8X7aK

aXya"

C･E.S生産関数(1)から必要な蝿微係数をとれば，

暑=☆(砦)号 （2）18）

,=号として"を解けば

K=N(72")ー。(3)

(1)と③式を結合し･て労働蒜要を解けば

jv=(f);{(r",)｣-｡÷『蛮]r=(4)
｡

倒式が労働満要関係式で技術変化と他の要因の雇傭に関する効果を測定する
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のに使Ⅱける避本方程式である。変数に関する鋤働擶要関係④式の性質は，他

の条件が変らないものとするとき，産出雌が瑚加すれば労働詩要が増加する。

他の条件が等しければP&も労働裾要を期加するcパラメータに関しては，収

益規椣の度合〃の増加は技術効率γ1の珊加と111様に労働滞要を減少する。

単純化のため(2)によってγ2の行勁を規定するとき，他の条件にして等しけ

れば，r2のトウ賞は資本，労働の各結合における盗本と労働の限界代替率を

減ずる。従ってr2のトウ賞はヒックスアンの怠味で労働使用的である。γ2は

LaborlntensityParameterと呼ばれる。

脳側変化は柵成分の変化に分解され，第--･近似として全微分で示される。

@"v-:fdx+#+W"IMd『1

＋斜‘『圏十緋‘。（5）
右辺邦一項は屈鮒変化に対する産出変化の戊献を示し，第二項は雁蹄変化え

の要因の相対価格変化の貢献，第三，第四項はII!立的技術進歩の貢献として分

顛される。妓後の二項は非中立的技術変化の卿,li変化えの貢献で，これらの臓

力は労働沸要関係式にフィットし得る瀧度の正硴さで測定し得る。

(2)で示される限界生産力条件は労勘締要|仏l係式蝋出において有用である昨り

でなく，㈲のパラメータ推定でも有用である．(2)を対数に変換後，岐小二乗

法でパラメータ｡とγ理を推定し，それから㈲にこのパラメータを代入し，対

数変換して第二回の股小二乗法を適月jすれば競りのパラメータを推定出来る。

方浬式倒は一つの均衡関係式である。すなわち，ある定められた期間内では

要因の相対価格における与えられた変化は，要凶の相対投入量を代替弾力性。

となる迄瞬発すると仮定する。然し短期では呪火に盗本と労働の代替は制約さ

れる。現行の労働一資本投入率に現在の労働佃職率と過去の労働一資本価格率

が影辨を与えると仮定して，モデルの中に解折的時間元を導入する。彼等は
Koyckが股|)Mしたlag分布を用いて，

〃=p｡p4p4;………β_鰯，スn 0<1<1

ス係数は現行要因価格率の変化に対応する批脱施投代替の硬直度として解さ

れている｡企災が要因細対脳搭で婆悶の釧合を決めると仮定し,豊-に対し（2）
を解き，この仮定に要因価格率の分布された迎れを結びつける
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-%-r2(p｡'A,'la‐K－r2(pO'4'$………"』舟)｡(6)
この方程式に一期のlagを設け，スべきに高めその結果を(6)で削れば

〃。('－1),;(器)』』 （7）
~X~=72

スーOのとき例は均衡限界生産力条件(鋤に還元する。例を対数に変換して

次の推定方程式を1りる。

！｡gf-｡(!､;『…,｡g,.｡+,!,｡g(f)_, （8）

(署)：(畏)_』の自己相関係数が閥ければ,③の推定値‘は”の
推定値'T=ズは及期の推定値,r2(1－ｽ）の推定値は短期のLaborIntensity
Estimate,7･2は災期のそれである。

BrownとdeCaniは斯梯にモデル，ビルディングをなし，それに統針.的

操作を加える。

先づり紙(Ep"h)を導出するために,⑧の構造変化が起る迄妓小二飛法で
推定した。その結果1890-1958の期間に対し三つのEpmh"を郡出した。

r(1)=1890-1918,r(2)=1919-1937,γ③=1938-1958．方程式伯)のEp"hal

Estimates(時代推定値）は。，γ2の推定値を与える。その結果は炎Iに示す

如くであった。倒式を対数変換して，それ等の値を挿入し，第二回の蚊小二乗

法の適用でγ1，〃の推定値を得た。労働需要関係をフィットするmに，中立技

術の連続的変化を反映するlog2の一項を加える。労働諾要関係の推定形は

！｡gN-壱京log((f2p)1-6+f2)=

‐÷logγ迦・卜十logX+#l･醤Z(9)
ハの符号は伯)式の蚊小二乗回附}から推定されたパラメータの値を意味する。

(9)式のパラメータの推定結果が表Ⅲに与えられる。

それで我ⅥとⅦを利ﾊIしてhii肺に影響を与える諸力を数盆化することにな

る。然し労伽A;"|11係の推疋形(帥はトレンド項を含むように修正されたから，

それには方秘式(勘の各猟のコンビネーションを推定せねばならぬ。従ってパラ

メータ推定値を(9)の伽微係数だけで評価することは出来ない。それでこれらを

産出鼠，相対価格，中立・非中的技術を示すパラメータ推定値などの対数他に
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おける時代変化と結びつけるc

・表Ⅵ三つのE"hに対する方程式(8)のパラメーター推定値
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(0.159）

(al:Ipgr2は比率推定値の偏りに対し修正された。PAと”は指数。
Kは19”の百万ドル単位，Nは働いたman-hoursの百万顛位。

1890-1958の期間内の三つのEp"hに対する労働需要関係(9)の

残余パラメータ推定値
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一
例 βはlogtに関するパラメータの推定値，中立的技術変化は資本と同様，労働を

displaceするからβは負であると期待する。それはγ(2)とγ(3)にある。γ(1)に
おいては，それは大してゼロと異ならない。Nはmillionofmznn-housworkes
の蝋位,Xは1929の百万ドル単位,Pk/"は二つの脂数の比率。jは1890,1919,
1938において1で出発した時間変数。

変化の符効果を分離するためには偏微分の有限溌法を適川する侭一般に有限

差法は二変数の関数Z=八蕪,y)で税Iﾘlされる。灘とyの推定値(z',y'),
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("2,J2)を好たと仮定する．1,2,は時期を示す。そのとき

aZ=バカ2,"2)－ﾉ("',y')(10)

これは二つの異った方法に言il}き換えうる倭

4Z=(（蕪2,J'2)一八節1,J'g)]-!･(八郎1,y2)一八発1,J'')](11)
或は

aZ=(バカ2,y')一次苑',J''))-!(バズ2,J'2)一バェ2,J''))(12)

(11),(12)の角弧の躍初の項は(az/ax)α労の有限雄推定値で，これらの推定

を値計算して，平均する鼻同様にして/り弧の第二項も平均される分原のフィッ

トされた関数Z1＝八蕪1,J''),Z2=八発2,y2)が杵時期内のlj(データに近似

化するにつれて，△ZはZにおける期間から期間えの現実の変化に近似す

る。すなわち，㈲からの推定価〃がB峡の位〃に近づくにつれて，推定値

α〃は現実値α〃に挨近する俗

1890-1958年のアメリカにおける私的限I内非典難部門の技術的雁鮒に有限定

錠法を使川した緒果は第Ⅷ表の如くであった。

表Ⅷ 雇俄の対数値における変化の源泉1890-19記
一

下の百分率変化の△logNえの覚献
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〔柿誹〕

17)MunayBrownandJohnS,deCani,AMeasureofTeclmologicalEmploy-
ment･TheReviewofEconomicsandStatistics・Novemberl963.

P k ロ と 誤 っておる1/"1L_P&1/"M
（(%-);をW-t(M)18)BrownanddeCaniは."=~fr

ため(3)式でもス2とr2を混同する。


