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有限個のデルタポテンシャルをもつ一次元シュ

レーディンガー作用素の固有値の個数について

小栗栖修（金沢大学）
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第1章問題の背景と新しい結果

一次元の自由なシュレーディンガー作用素-d2/cIzI'2は、よく知られているとお

り、[O,oo)をそのスペクトルとし、また絶対連続なスペクトルしか持たない。これ
になんらかのポテンシャル関数vによる相互作用を添加したシュレーデインガー

作用素一団2/CI"2+Vのスペクトルの構造を決定することは、関数解析における基
本的な問題の一つである。

ここで扱う6相互作用とは、形式的にはポテンシャル関数が次のようなデイラッ

クのデルタ関数の線形和で与えられる場合をいう。

v(")=Eq,6(z-"
"EX

ここで、XcRは相互作用点の集合であり、高々可算の場合を考えることがおお

い。また、係数α,を（相互作用点gでの）強度と呼ぶ。係数α’は{一oo,oo]の
値を取る。この場合のシュレーデインガー作用素を記号

Lx,cM=一α2/cI"2+V

であらわすことにしよう。この作用素Lx,αの自己共役性の問題は詳細が十分に
調べられている。なお、デルタ関数と関数の積はそのままでは意味を持たないが、

強度を相互作用点での結合条件として厳密な定義が可能である（詳細は次章)。こ

の文章では扱わない例だが、α〃＝○○のときは点gでディリクレ境界条件を課した
ことと同じことになる。

この6相互作用は、Xが可算無限集合の場合、例えばx={z'=雄脹z}の

とき、強度α’がある周期を持つ場合、ある種の結晶構造に対応してエネルギーの
バンド構造に対応するスペクトルがあらわれるなど、興味深い。

一方、Xが有限集合{xE,,"2,…,""}の場合、Vは一団2/mz2に対して有限階数
の摂動にすぎないので、連続スペクトルは不変でありバンド構造は現れない。し

かし、摂動の階数を個数の上限として離散固有値が出現する可能性がある。実際、

強度がすべて負の値のとき、強度が十分大きいか相互作用点が互いに十分に離れ

ている場合には、相互作用点の個数仰と負の固有値の個数Ⅳが一致することが知

られている。S.AlbeverioとL.Nizhnil<は、{11においてⅣ==nとなる必要十分
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条件を、すべての強度が負の場合に与えている。さらに[21において強度と相互作

用点との距離からⅣを計算する明解なアルゴリズムを得て、Lx,αが負の固有値を
ひとつも持たない必要十分条件をも与えている。

この文章では、I11と異なり、強度がすべて負とは限らないで、Ⅳの個数を計算
することを目標とする。数値計算などの経験上、強度が十分大きいか相互作用点

が互いに十分に離れている場合には、Ⅳの値は負の強度を持つ相互作用点の個数

、に等しいのだが、Ⅳ==7nとなる簡潔な必要条件も十分条件も知られていない。

補足しておくと、(2)のアルゴリズムを使えば、原理的にはいかなる場合にもⅣ
の値を計算することが可能である。しかしながら、現実的には、が大きい場合に

は多量の計算が必要であり、強度がどの程度大きければ十分大きいことになるの

かなどの条件を一般的に得ることは難しい。

今回、Lx,αが少なくとも川個の負の固有値を持つ十分条件を一般的な形で得て
(Lemmal)、それを基礎にしたⅣ>7nとなるのに十分な簡潔な判定方法を2つ得
た(Theorem2とProposition3)ので、それを報告する。



第2章5－相互作用をもつ一次元シュ

レーディンガー作用素

5

まず(21の一次元シュレーディンガー作用素の定義を確認しよう｡x=(a',,…,"")E
R"を相互作用点(pomsofinteraction)の集合とし、各点での相互作用の強度を
α＝(α,,…,o'")ER"とする。この6-相互作用をともなう一次元のシュレーデイ
ンガー作用素Lx,αは、ソボレフ空間WZ(R'IX)に属する関数妙(")に対して微
分表現-(cI2/cI"2)で作用し、集合X上の点では次の結合条件

妙(UI'"+o)="(:zk-0),

妙'(zk+0)一秒'(zk-0)=α抑("齢）

を満たすものとして定義する。このシュレーデインガー作用素Lx,αは次のような
表現を持つ：

1I-f+≦α州恥1州Lx,"(")=

ここで、6はデイラックのデルタ関数である。α,≠0、さらに〃,≠zj(j≠j)と
しても、一般性を失わないので、以下ではこれらを仮定しておく。

[21でも述べられているように、この作用素Lx,αはL2(R')上の自己共役作用素
である。この作用素のスペクトルは正の実軸を含み、絶対連続であり、冗個以上の

負の固有値を持たない。また固有値を持てば、それは必ず単純である。これらの

負の固有値を一入2,入>0と表現すると、次の特性方程式を満足し、またこの特性

方程式の解入に対し、－入2はLx,αの固有値である：

detM(入)=0.

ここでM(入)は次で定義される実の対称行列である：

M(入'-(篝肺…'):"
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第3章主定理

最初に次の一般的な補題を証明しておかねばならない。記号diag(q1,cI2'…,cL")

で、α,,α2,...,α",を対角成分とする行列を表すことにする。

PropositionlLetk>0,T(A)=(tij("))Xj=,6eα泥aJsZ/7wne"cwMIco城棚一
ouslyd倣陀nt"6Jemat伽肌dT=diag(c',,Q2,…,q").S""oset伽tlinlk→｡｡r(")=
T.ZVJe側伽/b"o伽叩s"old:〃剛eree"stnc肌伽似側slyd倣陀""6Je/imctions

"‘(た)仇atγ℃P陀s肌t仇eγ即e(Itedeige伽加sqfT(k)ダ伽lim偽→｡｡"'(k)=(M,/br
α"j伽肋陀伽mberm9",(k)ﾉ．

Proof.[51のTheorem6.8が(i)そのものである。(ii)を証明しよう。それには、
これも{6,51の第6章第5節にある次の事実を証明なしで用いる。

ｙ
ａ
７
ａ

ｎ
、
ａ
ａ

Proposition2LetAwzdA'6e7℃αIs!/刑me伽c剛α伽cesMMI"j

曙伽唱theeige伽α伽esqfAa伽A'Ⅷ肋〃，≦〃2≦…≦恥
zﾉ{≦必≦…≦端．剛e伽Moldst/MMtmax,|吻一堪|≦IIA-A'll.

α‘≠αj(j≠j)のときは、以下のようにしてlimk→｡｡"#(k)=(z#が確かめられる。
記述を簡単にするために添字をつけかえて

α1＜α2＜・・・＜an

となるようにしておき、eを0<E<Inin{|q,一qjl}となるように選んでおく。す
ると、あるK>0があって、ル>Kならば|IT(k)-T||<e/3とできる。した
がって、片>Kとすると、Proposition2により、ただ1つのT(k)の固有値が区

間過=IQ,-e/3,q,+e/3]にあり、この巧の両外側である(α,_,+e/3,Q,-e/3)
と(cM'+E/3,cM#+,-e/3)にはひとつも固有値が含まれない。ただし、α0=-OO、
an+1=OOとする。さらに(i)からわかることで、すべての〃,(k)は連続関数だか
ら、適当に",の添字をつけかえておけば、ル>Kでは",(k)E玲となるとしてよ
い。よって、k>Kでは

|",(k)-.伽'<;
となり、Eはいくらでも小さくできるので、limh→｡｡",(k)=(M,である。
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強度がすべて異なるとは限らない場合もほぼ同様である。簡単のためにα，＜
α2＝α3＜α4≦…≦α”となっている場合を調べてみる。他の場合も同様の証明

ができる。まず､Eを0<e<min{|Q'一αj|;a'≠α｝となるように選ぶ。すると、
仮定より、あるK>0があって、紀>Kならば|IT(k)-Tll<e/3となる。した
がって、h>Kとすると、Proposition2により、ちょうど2つのT(")の固有値が
区間Ig=[cM2-E/3,cM2+e/31にあり、この吃の両外側である(Q1+E/3,cM2-e/3)
と((m2+E/3,Q4-E/3)にはひとつも固有値が含まれない。さらに〃,(k)は連続だ
から、為>Kの範囲ではちょうど2つの“た)だけがらに値をとることになる。
それらを似2(た)、〃3(た)とすれば、

’",(た)-α,'<;,'"3(た)-as'<；
を満たし､eはいくらでも小さくできるので、lim聡一｡｡"2(h)=cM2と皿Ink→｡｡"3(k)=
α3が成り立つ。他の",(k)についても同様の議論ができる。□

このPropositionから、次の鍵となるLemma,が導かれる。

LemmalSMpose仇at仇eree"sts入0>0suc舳加tM(入0)ispos""etiali"e.
剛enLX,α伽sα〃eastwnne9a伽eei9e7wq血eS.

Proof.入一→OOの極限で、

*M(入)→diag(1/o,,,1/o,2,...,1/α鰯）
となるので、Propositionlによって、冗個の連続関数",(入)があって、それらは
M(入)の固有値であり、さらに

，加些込1－坐
入→“2入αj

を満足するものが存在する。したがって、αjが負の場合には、入が十分おおきい

ときには"‘(入)も負の値をとる。一方、仮定から〃,(入0)は正であり、“@(入)は連続
関数なので、必ずある正の入‘で"‘(入,)＝0となり、detM(入,)=0となる。これ
は、つまり一入:がLx,αの固有値となることを意味している。
このようにして負のαjについて定まるすべての入jが互いに異なることを確かめ

よう。もし異なるjとjで、入‘＝入jとなったとすると、M(入')は重複する固有値
を持ち、その2つの一次独立な固有値ベクトルに対応したLx,αの一次独立な固有
関数が2つ存在することになる(Chapterll.2.1in{31)ので、すでに知られている
事実、Lx,αの固有値が単純であることに矛盾する。
以上より、Lx,αは少なくとも川個の固有値を持つことになる。□
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このI｣emmalと、つぎのGerschgorinによる定理を用いることで、我々 の主定
理であるTheorem2を証明することができる。この主定理は、負の強度の絶対値

の最小値

A=min{|o'jl;QIj<0}

と作用点間の距離の最小値

D=min{|鋤一<zjl;j≠j}

の積ADが十分に大きければ、Lx,αは少なくとも、個の固有値を持つことを示し
ている。

Theoreml(Gerschgorin,Theorem4.5.1in[41,Theoreml.1in{71)A"

伽加sqfa川at"T=(t"):j=,α陀conmmed伽仇e肌jonqfGersc/j907Wsdisks

AIJeigen-

｝{"":'≦-t"|≦蚕'坊'〃， j=1,2,...,n.Gj=

次が今回の主定理である。

Theoreln2〃〃伽陀e"sts入0>0suc肺加t

Ｅ
燐

一１＋一
助

０入２
e一入olzj－zjl>0 jbr j=1,2,…7"'

tんenLx,α加sα〃e(zst7n7ze9a伽eeigemﾉα伽eS.

〃〃AD>2aMeAD/2-1/AD>(n-1)/2,tIBenLx,α伽sα〃eastγMe9a伽e
eigeww(zIues.

Proof.m=0のときは自明なので、m>0を仮定する。またLemmalの証明

と同じ記号を用いることとする。

まず(i)を証明する。記述を簡単にするためにJi(入)=Ej≠je-入|"j-"f|とおいて、

○")-E+:-州芸+'+"l
とおく。これはM(入)のGersChgorin円盤と実軸の共通部分からなる閉区間である。
M(入)が実対称行列なので実の固有値しか持たないこととTheoremlによって、す
べてのjについて"'(入)EUy=,Gj(入)となる。したがって､仮定はG,(入0)の最小値
が正であることだから、すべての固有値"‘(入0)が正の値をとり、detM(入0)は正定
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値行列となる。よって、LemmalからLx,αは少なくとも川個の固有値をもつと
わかる。

(ii)は(i)の系として証明できる。刀(入)=(〃－1)e-入Dとおくと、＆(入)≧刀(入)だ
から、

IninG,(入)≧-=+[-,,(入）
となる。もし

‐等十』-刀(入．)>, （3.1）

であれば、(i)の仮定をみたすことがわかる。そして、以下に見るように、このよ

うな入0の存在と(ii)の仮定は同値であるから(ii)が成り立つ。
入0の存在と(亜)の仮定の同値性を確かめておこう。関数'(入)＝－2入/A+1は傾
きが負の直線でず(0)＝1、関数刀(入)は下に凸な単調減少関数で刀(0)=n-1>1
なので、

''(入0)=刀'(入0) （3.2）

となる入0＞0に対してず(入0）＞刀(入0)となる条件が、式(4.1)が成立する必要
十分条件である。まず入oを求める。式(3.2)より、－2/A=-(n-1)De一入oDe
e入oD=(n_1)AD/2なので

),｡=$!．g(("-;)AD>
入0＞0でなくてはならないから、

’

AD>-－－．
、,－1

(3.3）

入0をず(入0)>"(入0)に代入すると

‐方'・菖(唱塑）
だから

２
－
肋

ジー＋

eAD/2-17I,－1

ZF->了一・ （3.4）

を得る。よって、式(4.1)が成立する必要十分条件は、式(3.3)と式(3.4)が同時に
成立することである。式(3.3)と式(3.4)の両辺をかけることでeAD/2-1>1を得
られるので、

AD>2 （3.5）

でなくてはならない。したがって、式(4.1)が成立する必要十分条件は､式(3.5)と
式(3.4)が同時に成立することであり、これは(ii)の仮定である。□



いくつか計算例をあげておく。

Exaxnple.n=2で、α1とα2がともに負の値のときは、Lemmalの仮定：

（2入0/α1＋1)(2入o/cM2+1)>e-2入Ol"2－錘,|

11

なる入0>0の存在は、｜z2－"11>|Q'11~'+|QI21~'という条件に同値である。なぜ
なら、2次関数/(入)＝(2入/α,＋1)(2入/α2＋1)は下に凸で放物線の軸は正の範囲
にあり、入＝0では1だから、指数関数g(入)=e~2入|"2-:z'|と入=0で共有点をも
つので、入＝0で接線の傾きが

f'(0)=2(1/q1+1/q2)>g'(O)=-21"2-Z11

をみたせばよいが、これが求める条件である。したがって、この条件を満たし、α，

とα2がともに負の値のときはⅣ＝2となる。これは{21のExamplelの一部で
ある。

Exaxnple．次にn=3で川=2のときを見てみる。数値例をあげよう。α1=--6,
oI2=1,oI2=-4,fC1=-2,"2=0,"3=2とする。このとき、A=4,D=2だか
ら、AD=8>2，e8/2-1/8=e3/8～2.5>(3-1)/2=1なので、Theorem2(ii)
の仮定を満して、Nは2以上である。

実際はⅣ＝2である；Ⅳ≦3なので、detM(入)の零点は高々 3つであり、

detM(O)=0,detM(1)～0.98,detM(2.5)～-0.25とdetM(入)が入→COで
正の無限大に発散することから、detM(入)は入>0の範囲にちょうど2つの零点
をもつからである。

もちろん、AlbeverioとNizhnikのアルゴリズムを使っても同等の結果を得るこ
とができるが、それはこのような小さなnでなければ計算がかなり大変である。し
かし、我々 のTheorem2をつかえば、どんなに大きな、のときでも、容易にⅣの
下限をみつもることができる。
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●
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この最後の章では前の章で得た主定理の改良を試みたい。M(入)の固有値の存在
範囲について、Gerschgorinの定理よりも良い評価が得られるのであれば、我々 の
主定理も改良される余地がある。実際、それは不十分ながらも可能である。

Proposition3S""oset/mtl/o,,<1/QI2≦1/cII#伽α"j≧3(i"伽陀nwnbe""9
α,ノ肌at/mttﾉZeree"sts入>0sucﾉlt伽t

(芸十')(芸十'）＞("－1)2e-2入D● (4.1）

肋α“施肌〃、≧2,s叩poset加t入く一α2/2．menLx,α伽sα〃e(zstmnega伽e
ejgenMI"es.

Proof.このPropositionの仮定のもとでは、Gerschgorinの定理の代わりに

Brauer-Cassiniの定理(Theorem2.2ini71)が利用できる。この定理から、すべて

の固有値",(k)がUj≠"Kj,kに含まれることがわかる。ここで、集合塒,聡はM(入）
のBrauer-Cassnの楕円である：行列T=(tij):j=,のKj,庵は

""州≦"洲ゞ-tkkl三蚕にガト臺剛｝
で定義される。

α1＝2入/α1＋1,α2＝2入/oj2+1,'7=(n-1)e-入Dとおくと、多少の計算で次の
評価ができる：

minU沸恥nR≧;{(･I+｡,)-､/rzr二可手荊(4.2)
このPropositionの仮定のもとではα1>0,Q2>0なので、仮定(4.1)であれば､式
(4.2)の右辺も正となることは容易にわかる。もし式(4.2)の右辺がある入で正に
なれば、固有値の全てが正なので、M(入)は正定値となり、LemmalからLx,αが
少なくとも川個の固有値をもつとわかる。□
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RHS>Q,－刀＝－2入/A一りだから、このPropositionはTheorem2よりも強い
主張をしている。例をあげよう。

Example.oll=-6,ol2=1,o!3=-4,"1=-5/4,"2=0,"3=5/4としよう。
このとき、入＝1ととると、Proposition3の仮定をみたすことがわかる。実際、

(圭十‘）(三十‘）=;>(3-1),‘-‘′'-032‘
であり、また入＝1＜一α2/2＝2なので、Ⅳ＜2がわかる。

一方、AD=5>2だがe5/2-1/5～0.9<(3-1)/2=1となるので、Theo-
rem2(ii)からⅣ≦2は結論できない。

しかしながら、α,＝α2の場合、RHS=-2入/A－刀なので、Proposition3の証
明は、まった<Theorem2を改善することができない｡今回の我々の方針でさら

なる改良をするためには、M(入)をもっとくわしく調べる必要がある。
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α-正則木のグリーン関数についてのノート

小栗栖修（金沢大学）

1Xmroduction

グリーン関数は関数解析の基本的な道具であり、その応用は計り知れないもの

があるが、無限グラフの離散ラプラシアンについてはその関数形が知られている

ものはほとんどない。もちろん、グリーン関数そのものの存在は容易にわかるし、

積分表示などがよく知られているものはある。たとえば無限離散グラフの雛型で

ある正方格子グラフZdのグリーン関数は、フーリエ変換を通して

e,/=T(z－y)･e

‘…=誌尤加…""(c.｡',+…+伽帥d-1+"ル"‘
という重積分の形で容易に得られる。しかし、この積分はWatson積分と呼ばれ

るもののひとつで、初等関数の合成などによる簡明な関数形は知られていない。1

次元の正方格子Zの場合は、

g(",z/;z)=(z+"=4
R;/2(z)

R;/2(z)=－，/言~=~I,/zW

という形が知られている(31．筆者が主任指導教員であった金沢大学自然科学研究

科博士前期課程の松本智徳による研究[11で次の簡潔な関数形を得ている。

g(",l/;z)=､/二宝e-ん|"-"|
sinp

ここで

p=arccos(-z-1)

である。このノートでは、α-正則木、すなわち次数がαで一定の無限木のグリーン

関数を求めてみた。

1



なお、Z十で原点にデイリクレ条件を課したラプラシアンのグリーン関数は、安

藤[2}が計算している。これはいわゆるヤコビ行列の特別な場合なので、そちらへ
の応用が期待できる。

』

2



2（一△－z)9(")=a(")のj2(乃)解を作る。

表題の解gが得られれば、そこからグリーン関数は構成できる。その準備を行

なう。P=A+1を遷移確率行列とする。

Propositionl.巧の頂点の一つを固定して、0と書く。α＝､α(")を、0と頂点z

との距離とする。

”=芦③
とおくと川=',"(0'-*,"九(")=2zz=.･叩…≠0ﾉ
P"Qf"=0のとき:0に隣接する頂点り17…,Udに対し、α(ilj)=1だから

〃(町)=…=ん(期)=方二手
よって

Pん(o)=1ん(",)+…＋ん("d))e"二＝＝

d ，/a=~r.

〃≠0のとき:範に隣接する己個の頂点り,,…,Udに対して、α(U,)＝α(鰯)－1，

α(U2)＝…＝α(Ud)=Q(")+1としてよい。簡単のためα=cM(")とおく。

Pん(")=1ん(",)+…＋ん(Ud))
α

‐;{岩‘+告』+一十十鰈,｝
：嵩鯏{げゅ十台十=++岩｝
lezpa

a､r=T･-{･~i'+e"}

，毎工．｡”ん(")
□

次にPropositionlのﾉﾙを用いて、（-△－z)9(")=6(")のj2(zMI)解が作れるこ

とを見よう。

Proposition2.Sp>0と制限し、

ｊ
少
一
順

一

順
一
柳

／
１
１
、

１
－
α

一
一ｃ〃ｔ・２切

血
ｃ

－
－ｊｚＩ９

3



とおくと、C≠0のときに限るが、gEJ2(zII)であり、方程式

21/豆~二~Icosp
（-△一z)9(")=6(z)Ⅷ肋z＝一

α

を満たす。

P"QfまずgEI2(zIi)であることを示す。
n

EIg(")|'=ZZ|9(")|'
⑳:α(錘)≦”j=0z:(z(m)=j

‐妄霊忍|満|､
‐皇忍,(鴬，
=x2'F"
;=;-(α－1)j

‐菫(台伽)’

＋1

なので、伽→的で収束する。

〃≠0のとき：

(-△-艸)=-2写岬姻十んい)-(-2､/Z~=~Icospα
よって

＋1)ん(z)=0.

(一△-z)9(z)-:=0
z=0のシき：

、
Ｉ
Ｉ
Ｊ
ノ
・
叩

１
－
ｅ

＋
、
、
ｊ
ノ

一
一
㎡
ｊ

州
尚
州
竺
胴

蝕
宮
工
や
標
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よって

(-A-z)9(0)-:='
□

3グリーン関数の構成

G(z;z,z/)が一△のグリーン関数であるとは、zep(一△)に対して

（-△－z)G=G(一△一z)=Ionl2(乃）

をみたすことである。ここでGはめEJ2(乃)に対して次で定義する。

“(〃)＝ZG(”")妙(ｼ)
yeZa

次のI｣emmaは、前節2の関数gを使って－△のグリーン関数が構成できること

を示している。

，立写｡･園2+1とする｡前帥の‘を､木の根0を"としてI｣emwnal.z=-

G(z;z,")=g(")

と定義すると、このGは△のグリーン関数である。

PmQメ実際にのEI2(n)に対して(一△－z)"=のとG(-△－z)｡=･･を確かめ

る。9EI2(乃)なので、以下の式の和の順序交換は可能である。

(-△-z)"("}=-;z"(,'+('-z)"(")
〃へ'韮

=-;zZG(z;Mw)+('-．)zG(”,,)州
u～zgEngE乃

--;XEG(z;Mw)+('-")ZG(",,)")
yeZau～韮geZa

-ZZ(-;zG*'-加州)""
=EJb,"(y)
"ETH

=｡(").

5



残りのG(－△一z)｡=めも同様に確認できる。

G(-△-z).(")=EG(",")(-△-z)･(")
yE功

=E…!(-焉州十州-")yE幼

＝－ZG(”,ｼ)Zの(Ⅷ)＋('一z)ZG(”,ｼ)め(，）
yE乃tルー〃yE巧

=-;ZzG(","(")+('-.)ZG(…)州
gE乃也-UyeZa

‐愚(告焉G(z;",")+(1-の…')""
＝Z妬,,の(ｼ）
gE乃

＝の(")．

参考文献

□
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大学自然科学研究科博士前期課程修士論文,(2006)．
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細分グラフの固有値の挙動と

元のグラフの次数の分布について

小栗栖修（金沢大学）



3

第1章Introduct五on

1.1背景と得られた結果の概要

グラフに対応する行列の固有値全体をグラフのスペクトルという．一般にスペ

クトルはグラフを一意的に特徴付けるものではないが,グラフの多くの性質を反映

しており，それらの関係について詳しく調べられている．

この報告では、与えられたグラフGに対してル細分グラフs"(G)を考えて、

nを大きくしたときのs"(G)の隣接行列のスペクトルグ(s"(G))の挙動から元の

グラフGについての情報を得ることを試みた.その結果,0(s"(G))の極限の集中

する点の配置とグラフGの3次以上の頂点の分布に関する定理を得られた．すな

わち、Gにおいて次数片≧3の等しい頂点U1,U2,…'Umを中心とする木からな

る、細分グラフG"の部分グラフ脇の隣接行列A凡の最大固有値を入”とする．

そのときG伽のスペクトルぴ(G")で入”に漸近する固有値があり，どんなkに対
しても

’入｢入'<病
をみたすG"の固有値入は重複を含めて、個以上あることを示した．

1.2 数値計算例

この報告は、数値計算で挙動を観察し得られた予想を厳密に証明した定理が主

題である．参考までに,数値計算の結果を紹介しておく．

まずグラフGを、細分したグラフGnの固有値入の値を計算した．例として

図1．1のグラフGの、細分グラフG"について得られた固有値入と細分数冗の

関係をグラフに描いたものが図1．2である．
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図1.1：グラフG
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図1.2:グラフG(図1)の、細分グラフG,zの固有値入(横軸)と細分数n(縦軸）

の関係



1.2．数値計算例

多数の計算例で以下の傾向が見られた．

5

1.細分数、の値が大きくないとき,範囲(2,oo)に分岐点の数に等しい数の固

有値があらわれる．

2.細分数、の値が大きくなると、次数の等しい分岐点ごとに定まるいくつか

の値に固有値が集中しているように思われる．

3．固有値の集中する点の値は分岐点の次数が大きい程大きくなる．

さらに77Z細分グラフの固有値入ごとにその固有ベクトルと細分数冗の関係につ

いての計算例が図1.3である．

図1．1のグラフGは5次の頂点が1つなので対応する固有値は入，の1つ,4次

の頂点は2つなので対応する固有値は入iMの2つ,3次の頂点は3つなので対

応する固有値は入Y,入3,入;の3つがあらわれる.固有ベクトルの成分は次数の等

しい頂点のまわりでのみ大きい値をとり,次数の異なる頂点どうしは互いに干渉し

ていないと思われた.つまり，固有ベクトルの成分の分布が固有値に対応する次数

の頂点に集中している様子がみられた．そこから次数の等しい頂点ごとにその固

有値と頂点数の関係を数学的に調べる着想を得て,主定理3．2を証明できた．なお

数値計算は木グラフに対して行ったが,主定理3．2は一般のグラフで成り立つ．
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図1.3:図1．1のグラフGの細分グラフG20の固有ベクトル
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第2章問題設定

2．1一般的な用語と記号の準備

グラフGとは,p個の頂点集合v(G)={t),,"2,...,Up}とGの2つの頂点

Ujと吟を結ぶ9個の辺、すなわち順序を問わない対e==U鋤=TIjUjの集合

E(G)={e,,e2,…,e9}の対G=(v(G),E(G))のことを言う･pも9も有限であ

るグラフを有限グラフといい,その他の場合を無限グラフという．この報告では，

Gは無向単純な有限グラフとする．グラフの頂点Uに接続している辺の個数をそ

の頂点りの次数といい,deg(")とか<.

グラフG=(v(G),E(G))の隣接行列AG=(cM,,j)#,j=,,2,…,pは

｛;蝋望|:｜α”＝

で定義されるp-次正方行列である．このAGの固有値をグラフGの固有値とい

い、固有値全体の集合をo(AG)と書くことにする．この報告では、Gは無向で単

純な有限グラフを考えるので、AGは対称行列となり、固有値はすべて実数とな

る．また、固有値は頂点の番号付けによらない．

グラフGを伽細分するとは,Gの全ての辺に新しい頂点をちょうどn個増や

すことをいう．〃細分されたグラフをs"(G)=G"とか<(図2.1).また、Gを

Goともかくことにする．

2.zこの報告で導入された用語と細分グラフの分割

また、この報告では、次数が3以上の頂点が重要な役割を持つので、とくに分

岐点とよぶことにし、ボールド体の記号bをつかって分岐点を表すことにする．ま
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図2.1：グラフGとGの3細分グラフG3

たGの分岐点の個数をMと書く．さらに辺e=f)1U2と頂点りの距離(I(e,U)を、

cI(e,U)=min{d(U,,t)),cI("2,")}

と定める．ここで頂点間の距離は通常どおり最短の路の長さで定めておく．細分グ

ラフG"の辺eが接続辺であるとは、ある分岐点らがあって、

fi(e,b)､=1
をみたすことをいう(図2.2)．ここで｢"1は'"を超えない最大の整数である．

●
●

？
１
１
６
？
０

ｅ

●で●●●●~す●
●●

図2.2:左上より,GO,Goの3細分グラフG31G3の接続辺e

主定理を示すためには、G"を次数の等しい頂点ごとに部分グラフに分割して考

える必要があるので､その準備をする．まずG"の部分グラフ脇=(v(EM),E(E&))



2.2．この報告で導入された用語と細分グラフの分割

を

v(E,)=v(G"),

E(Fh)={eEE(G)'d(e,6)≦1号1をみたすbがある
で定義する(図2.4).また,部分グラフHh=(V(Hh),E(Hi,))を

V(Hh)=V(G")

9

｝

E(Hh)=E(G")W(Fh)

と定義する(図2.5).つまり凡は,分岐点から距離｢wz/31以下の辺だけを残した

G"の部分グラフであり，脇はG"からそれらの辺を除去した部分グラフである．

分岐点biから距離｢”/31以下の辺だけでできる木をn’とか<.GnとE@と恥

の隣接行列AG"とA凡とAH"には次の関係が成り立っていることとに注意して
おく：

AG"=A&+AH". (2.1）



第2章問題設定10

図2.3：グラフG6

。
①
●
②
⑫
信

④
。
ｅ
ｅ
、
一

｜●｡②、②｜●。③●の①⑨i

／
／

／
／

ググ

･･~や凸伸かBG一q

n2

ｰ由●■●一一

n1

図2.4：グラフG6の部分グラフ凡

｜’
●の

｡－.~~｡~~-.-.~~~・・畠・・－.一・一~・・曲．。~･~－.~~｡~~~.－°

図2.5：グラフG6の部分グラフH6
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第3章主定理

これ以降,次数kの分岐点を川個もつグラフGのみを考える。

3.1隣接行列の表現

Gnは次のように分割される

G"==ZIU乃U.･･UZnUFUHh.

ここで,喝は次数たの分岐点をもつ恥の部分木で,FはG"から喝U乃U…U

r;7zUHhを取り除いた部分グラフ,すなわち次数h以外の分岐点をもつ脇の部

分木からなる森とする．また，

S=#V(G"),s=#V(T,)=#V(乃)=…=#v(zWn)

とかく．このsは、の1次式となる：

このとき,AG"は

AG"=AEa+AH"=

s=kxI:1＋1．

;""“1
0

+AH"

(3.1）

と表せる.A凡は,部分木璽の隣接行列Anと森Fの隣接行列AFを,対角ブ

ロックに並べたものとなる．各囚は同じ型の木なので、その最大固有値は全て一

致している．その値を〃とかく．
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3.2行列の固有値の近似

川≦、とする。AとCをそれぞれn次と、次のエルミート行列,Qを、×7乃

行列とするとき,AのCとQに関する行列剰余を

R(c)=AQ-Qc

で定義する．また、行列Tのノルム||T||2を

|IT||2=!濁葵IIT"||2
垂EC冗

で定義する．ここで||"||2は通常のC"のノルム

||"||2=

(3.2）

(3.3）

である．

次の定理3．1では,冗次エルミート行列Aの川個の固有値を川次のエルミー

ト行列Cのスペクトルで近似することを考える．

定理3．1[[31,pl571Qを川個の正規直交ベクトルを並べて作るn-次正方行列と

し,またcの固有値を{α‘}窪,とかくと,Aの川個の固有値{",}Z,の集合で次
をみたすものが存在する．

3.3主定理

m邸|",－α,|≦||R(c)ll2.
2

本論文では,グラフG"の隣接行列AG"の川個の固有値を77n次単位行列の〃
倍である

C="Iin （3.4）

のスペクトルで近似することを考える．ここで似はAzMの最大固有値である．ま

た,ベクトル

x=(z,,…,"s)tEcs
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をAnの最大固有値〃に属する正規な固有ベクトルとする．フロベニウスの定理

により，最大固有値の固有ベクトルの成分は全て非負の実数にとれることを注意し

ておく．喝はすべて同型なので,適切な表現を得らんで7Xは共通のベクトルにで

きる．このxから曇jECsを

（0,…,0,"1,z2,…,zs,0,...,0）＃
～

Zj=

とする.ただし7"1は第s(i-1)番目の成分である．

A"=〃鋤
～

となる．この公を並べて

Q､z,,"2,...,zm)

とおく．また,||Zjll2=ll"jll2=1であり，

a'3+";+…+":=1

である．

命題3.1AG"の行列剰余は,R(c)=J4H"Qである．

証明.R(c)=AG"Q-Qc=(AFh+A脇)Q一"Q=AH"Q.

命題3.27z-次元縦ベクトルαjを並べた凡×7n-行列

A=(cM,,Q2,...,(mm)

に対し、

||AII2≦||q,||2+…+||qmll2

である．

証明."=(",,"2,...,zm)を|ur,l2+…+|:zml2=1みたしているとする．

AZ="1(Z1+"2q2+・・･+"mqm

(3.5）

□
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であり、｜鋤'三1だから，

｜|伽''2≦|"1111alll2+|"2111"2112+…+|"mlllqmll2

≦｜|α1112＋||α2112＋…+||amll2.

式(3.2)より,||AII2=maxII"II=,|IA"||2なので，

IIA||2=ia"IIAzI|2

〈鵬（||α'''2＋||α2112＋…+llamll2)
＝｜|α1112＋||α2112＋…+||qmll2

となる．

また簡単な計算ではあるが次の命題も用意しておく．

命題3．3実数cl,C27･･･)Cmが以下の条件

｛鐘ざ+魚-ェ
をみたしていれば，

1
C<-=

一､/雨

が成り立つ．

証明．不等式c:≧C2>0(j=1,…肌)を辺ごとに足し算すると

cf+c;+…+c急≧mC2

となり，不等式が得られる．

これをつかってxの成分の大きさの評価を与えておく．

命題M木肌玲個の葉に対する缶‘の成分‘は‘三夫をみたす
証明．数ベクトル曇iはその選び方により0でない成分は高々s個

(3.6）

□

□

証明．数ベクトル曇iはその選び方により0でない成分は高々s個で正値であ

る．また喝の対称性を考えると,木現の為個の葉に対する公の成分は全て等し
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い､その値をcと書くことにすると7Cは曇@の0ではない成分の最小値となる．な

ぜなら、喝の最大固有値に対応する固有ベクトルはかならず分岐点を最大として

指数的に減少する解となるからであるよって､補題33より↑三夫となるロ
以下,主定理を述べてその証明を行う．

定理3．2(主定理）与えられたグラフG=Goの腓細分グラフをG"とする．さ

らにた≧3とし,伽をた次の分岐点をもつ部分木囚の最大固有値とする．さらに

Ak,"=

とおく．このとき

{-R,'伽入く方ｽはAGの固繩｝
I/A=AG"の固有値入の固有空間

dim$I/ｽ三h次の分岐点の個数
入EAk,7z

が成り立つ．

証明．G"は命題3．1の仮定をみたすので，

R(c)=AHQ､AHz,,AHz2)…,AHzm)

である．命題3．4により
1

C<-=

一､/百

であり，さらにA脇壺jの0でない成分は,ル個でその値は全て等しいので，

IIA脇轟,||;=Icc2=E
S

よって、命題3．2により、次の不等式が成立する．

||R(c)ll2 ＜－

＜
－

|IAHz,||+IIAHz211+…+IIAH"mll

應+…+侭

伝高三=二汀Z

7n

〈､/｢亮7訂

(3.7）

(3.8）
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定理3．1によって,相異なるとは限らない川個の固有値Iﾉ1,Zﾉ2,･･,7Zﾉｹ”で

'〃必'<蒲
を満たすものがある．すなわちAh,"は"11Zﾉ2,…,zﾉmを含む．よって,主定理がい

えた． □

数値計算の結果を参照する限り,次の主張が成立すると考えているが,今のとこ

ろ証明はない。

Conjecture3.1定理3.gの式個.刀は十分大きな、で等号が成立する．
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Conjecture
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パラライングラフPL(G)は,元のグラフGの各頂点りをdeg(")次の完全グラ

フKdeg(")に置きかえてできるグラフである．パラライングラフの完全グラフ部分

を除く辺において、細分を行ったものを、細分パラライングラフといい,PL"(G)

とかく(図4.1)．この章では,パラライングラフPL(G)の次数の分布と、細分パ

ラライングラフPL"(G)の固有値の分布に関するConjectureを述べる．

数値計算によりGの等しい次数の頂点の数とPL"(G)の固有値の分布の関係を

調べた.その結果から,PL"(G)の部分グラフKbの2より大きい固有値は1つし

かなく(図4.3),G"の部分グラフ恥のものと同じ形状である(図4.5).

よって,完全グラフ部分(図4.2)をGの分岐点に対応させるとすると,PL"(G)

についても定理3.2と類似である以下のConjecture4.1が成り立つと考えている．

Conjecture4.1kZ3とし、脆次の分岐点を川個持つグラフGが与えられて

いるとする.GのパラライングラフPL(G)から得られるPL"(G)を伽細分パラ

ライングラフとする．また〃代を完全グラフKk部分をもつ部分グラフKbの最大

固有値とする．さらに

Ak,"=

とおく．このとき

が成り立つ．

{入ER;|"k-入|<命入はAP叩の固有値}｡
I/i=APL"(G)の固有値入の固有空間

dim①脇＝肉次の分岐点の個数
入EAk,"
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(左上より，

PL6(G))

第4章パラライングラフについてのConjecture

図4.1:仰＝3の仰細分パラライングラフPL"(G)の例

グラフG,GのパラライングラフPz,(G),6細分パラ’6細分パラライングラフ

図4.2:6細分パラライングラフPL6(G)の完全グラフ部分の1.,Kb
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0

-2.5・2－1．5－1－0．500．511．522．5

図4.3:図4.1のグラフGの、細分パラライングラフPL"(G)の完全グラフ部分

1つの固有値と細分数、の関係(n=5,n=10,n=20の3つについて表示）

図4.4:図2．2のグラフGoの6細分グラフG6の1つの分岐点らに対する乃
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図4.5： 図2．2のグラフGoの、細分グラフG"の1つの分岐点bの固有値と細分

数冗の関係(n=5,n=10,n=20の3つについて表示）
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