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研究成果の概要（和文）：結晶表面におけるステップの時間発展ダイナミクスを理解するために，研究分担者と
協力して，数理解析・数値解析の両方の観点から多重安定型の非線形項をもつ反応拡散方程式のフロント相互作
用の解析を行った．また，関連する空間離散的モデルの進行フロント波のプロファイルの単調性と安定性・一意
性との関係を順序保存力学系の観点から一般的な枠組みで明らかにした．さらに，界面や自由境界の時間発展を
効率的に精度よく追跡する数値計算スキームの開発を行った．

研究成果の概要（英文）：In order to understand step dynamics on crystal surfaces, from the viewpoint
 of mathematical and numerical analysis, we investigated front interaction arising in 
reaction-diffusion equations with multistable nonlinear terms. We also studied the relationship 
between the monotonicity of the profile of traveling fronts and their stability for related 
spatially discrete models in the framework of order-preserving dynamical systems. Furthermore, we 
developed several numerical computation schemes to track the time evolution of interfaces and free 
boundaries efficiently and accurately.

研究分野：応用解析学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
観測技術の進歩により詳細に調べられるようになった結晶表面のステップと呼ばれるわずか1原子層の高さしか
ない段差の時間変化について，多重安定型非線形項を持つ反応拡散方程式による定性的モデルの数学解析・数値
解析を行い，微斜面に並ぶステップの空間パターンの形成メカニズムに関する新たな知見を得ることができた．
また，本研究で開発した界面現象や自由境界を効率的に精度よく追跡する数値スキームは，今後の他の問題への
適用が期待できる汎用的な手法であり，学術的意義のあるものである．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

観測技術の進歩により，結晶表面のステップと呼ばれるわずか 1 原子層の高さしかない段差
の時間変化が詳細に調べられるようになっている．気相における結晶成長では，気相から結晶
表面への原子の供給，結晶表面における原子の拡散，およびステップ位置における原子の結晶
への組み込みが重要な過程であることが知られており，実験・観察に基づく定量的な数理モデ
ルが結晶科学者により提案されている．一方，十分に大きなスケールで見ると，1 原子ごとの
細かなずれはもはや認識できず，結晶表面のステップはなめらかな曲線を描いているとみなせ
る．この観点に基づき，多重安定型の非線形項を持つ反応拡散方程式によるモデリングが行わ
れている． 

そこで，結晶表面上に並ぶステップの時空間ダイナミクスに対しフロントの相互作用という
観点から反応拡散系を用いた数理モデルの数理解析・数値解析を行うことにより，ステップの
不安定化や微斜面に現れる空間パターンの形成メカニズムを理解することを目指し，本研究課
題を着想した． 

 

２．研究の目的 

(1) 反応拡散系を用いたステップダイナミクスの数理モデルの導出と解析 

微斜面におけるステップダイナミクスを記述する反応拡散方程式モデルにおいて，その全域
解が本質的かつ重要な役割を果たしていることが予想される．したがって，多安定型非線形項
を持つ反応拡散方程式に対し，全域解の一意存在および安定性を示すことを目標とする．さら
に，解の挙動を詳細に調べることで，微斜面上の直線状ステップがどのように相互作用するか
を明らかにする．また，結晶構造を考慮した離散モデルも考察し，フロント進行波解の安定性 

や一意性を明らかにする． 

(2) 微斜面におけるステップダイナミクスの数値計算法の開発 

反応拡散系を用いた定性モデルの導出のためには，結晶科学者により提案された，実験・観
察結果との定量的整合性を考慮した定量的モデルとの比較が不可欠である．定量的モデルでは，
微斜面上のステップは曲線とみなされ，その運動はステップへの原子の供給によって定まるが，
ギブス・トムソン効果によりステップの法線方向速度はステップの曲率に依存する．したがっ
て，定量モデルの数値計算には曲率に依存した法線方向速度を持つ平面曲線の相互作用による
運動方程式を解く必要がある．特に，前述のようなステップの不安定化により隣接するステッ
プが融合することがあるので，曲線のトポロジーが変化し数値計算上の困難が生じることが予
想される．そこで，曲線の融合・分離などのトポロジー変化に対応可能な数値計算手法を開発
し，それに基づく数値シミュレーションを行うことで，反応拡散系による定性的モデルの導出
に役立てる． 

 

３．研究の方法 

 数理解析・数値解析を担当する各班の連携により，以下の方法で研究を行った． 

（数理解析班）微斜面上のステップが直線状である場合の数理モデルとして，多安定型非線形 
項を持つ単独の反応拡散方程式の全域解について考察し，比較定理や中心多様体縮約の理論を
利用して全域解の一意存在および漸近安定性について考察する．また，結晶構造を考慮した空
間離散的な反応拡散系のフロント解について，順序保存力学系の理論を用いて，安定性や一意
性を明らかにする． 
 
（数値解析班）クリスタライン曲率による折れ線近似により，結晶表面のステップを離散化す
る手法を開発する．閉曲線の場合は，各時間ステップに分点を接線方向にも動かし再配置する
ことで安定性の高い数値スキームが得られるが，本研究課題ではステップは端点を持つ曲線と
して表されるので，同様の手法で安定な数値スキームが得られるかどうかを境界条件との整合
性を含めて検討する．特に，ステップの不安定化が起こり，隣接するステップが異なる位相で
蛇行したり，バンチング現象が生じて隣接ステップが融合してしまう場合には，曲線のトポロ
ジーが変化してしまうので，曲線の融合・分離も追跡可能な精度の高い数値スキームの構築を
行う．また，導出したスキームによる定量的モデルの数値計算を行い，定性的モデルの構築に
役立てる．また，基本解近似解法など他の計算方法についてもその基礎理論を発展させること
で，問題への適用を試みる． 
 
４．研究成果 
（１）結晶表面のステップの時間発展ダイナミクスに関連する多安定型非線形項を持つ反応拡
散方程式のフロント相互作用について考察し，階段状のステップ(複数段のフロント)の形成，
フロントの消滅, 準安定なパターンの形成，およびフロント間の相互作用による非常にゆっく
りとした運動が異なるタイムスケールで次々に生じることを漸近解析的手法により明らかにし
た． 
 
（２）空間 1次元反応拡散方程式の自由境界問題に対する有限差分スキームを提案し，その性
質を数学的に明らかにした。特に，非線形反応項の離散化を工夫することにより，数値解の計
算領域における一様有界性および 1 階差分の自由境界における一様有界性を示すことにより，



数値スキームの無条件安定性を証明した。さらに，通常の差分法の範囲で適用が困難な両端に
自由境界条件を課した問題に対し，固定領域法とスペクトル選点法を併用した数値シミュレー
ションを行い，これまで知られていなかった解の形状および自由境界の挙動を明らかにした。 
 
（３）時間に依存した係数を持つランチェスタ型モデルと呼ばれる常微分方程式系の数理解析
を順序保存力学系の観点から行い，解の定性的性質を調べるとともに，解の時間無限大での漸
近挙動を完全に決定し初期値との関係（連続性依存性）を明らかにした．また，1 次元格子上
の反応拡散系に現れる進行波解について考察し，その空間プロファイルが狭義単調であること
をパラメータに関する一般的な仮定の下で証明するとともに，さらに進行波解がリヤプノフ安
定であることを形状の狭義単調性と比較定理を利用して示すことに成功した． 
 
（４）結晶の転位現象における転位線の厳密解を構成するとともに，その数値計算法の開発を
行い，曲線を離散化する際の分点の配置方法（曲率依存型配置，一様配置など）に曲線の接線
方向速度を利用することの有効性を明らかにした．さらに，この知見を他の問題に適用して，
曲率流方程式を用いた画像輪郭抽出法の開発やある化学反応に見られるスパイラルパターンの
数値的実現等の成果を得た。また，空像（負結晶）の時空間ダイナミクスを明らかにするため
に，面積保存型クリスタライン曲率流方程式を利用した数理モデリングを行うとともに，その
数値計算方法を提案した．さらに，提案した反復法が計算回数を任意の有限回で止めても必ず
面積が保存する性質を持つことを明らかにした． 
 
（５）平面内の界面運動，平面曲線の時間発展問題に対する数値解法として基本解近似解法に
関する新しい不変スキームを提案し，その性質を調べた。さらに，これまでよく研究されてい
た空間 2次元における基本解近似解法の移動境界問題への適用を拡張し，神経細胞の 3次元形
状を考慮した興奮伝達の数理モデルに適用した．基本解近似解法によるラプラス方程式の解を
反応拡散方程式と組み合わせることで，進行波の存在を数値的に示すことができた． 
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