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     In this paper, we present a new interpolation method expressing an arbitrary discontinuous 
curve with a high accuracy based on the B-Spline interpolation. We call it “The Heaviside 
B-Spline interpolation method”. The idea of this method is to use the Heaviside step function to 
construct a high accurate discontinuous spline function being analogous to the enrichment of 
displacement discontinuous modeling, known as the eXtended FEM. The Heaviside B-spline 
interpolation method enables interpolating jump or discontinuous data in 1-D or 2-D plane by 
using a least square method : The method interpolates “The Heaviside Step function” with a 
high accuracy without Gibbs’s phenomena. We obtain excellent results for several examples in 
which the data is given by a discontinuous function.  
Key Words: Discontinuous function, B-Spline interpolation, Gibbs’ phenomenon, X-FEM, 
Least square method 

 
 

1. 緒 言  

 
  き裂進展問題において重要となるのは，き裂がどの

ような応力状態で，どの方向へ進展するかである．有

限要素法で，き裂進展解析を行う場合の破壊基準とし

て応力による破壊基準を採用するためには，き裂先端

近傍の任意の位置で応力を精度良く求める必要があ

る．  
 一般に有限要素法で求められる応力はガウスの積

分点位置のみでの応力値である．その場合，き裂先端

近傍の任意の位置の応力を得るためには節点変位を

用いて形状関数の一階微分に相当する関数に座標を

代入する事で計算する手法，または，ガウス点で取得

した応力を用いて内挿補間をする手法(1)などがあげら

れる．節点変位を用いて応力を算出する場合，変位法

に基づく有限要素解析に用いる要素の形状関数は一

般に Lagrange 型の形状関数であり，有限要素解析は多

数の要素を配置する事による区分的な補間手法であ

る．したがって，Lagrange 型の形状関数を用いた有限

要素解析では要素境界において変位の連続性は満た 
 
 
 
 

 
 

されるが，その微分は不連続であり要素境界において

応力やひずみが不連続となる．その場合，要素辺上で

き裂進展の破壊基準となる応力が最大となってしま

う事があるため有限要素メッシュにより，き裂進展経

路が有限要素メッシュに依存する事になる．また，ガ

ウス積分点の応力を用いた内挿補間は補間精度の問

題だけでなく，き裂面の上下での応力の不連続が表せ

ない． 
 そこで，一般的に用いられる Lagrange 型の形状関数

を用いた有限要素解析を対象として，ガウス積分点位

置で得られる応力を用いて応力を滑らかでかつき裂

面上での応力の不連続を高精度に表現可能な新たな

補間手法が必要となる．以上の事が本研究を行なった

主な動機である． 
 標本データ（例えば，ガウスの積分点で得られる応

力など）を滑らかに補間する手法として，B-Spline に

よる補間手法がある．B-Spline による補間手法（以下，

単に B-Spline 補間と表記する．）では，Fig.1 に示す

ように，B-Spline 補間に用いる節点（knot）を多重

（Multiple knots）に配置する事により，Spline 関数の

連続性を任意に操作ができるため，標本データが不連

続となる場合にも有用である(2)．しかし，2 次元への

拡張を考えた場合，補間対象領域内で標本データが不

連続となる曲線（以下，不連続線と表記する）が単純

な場合ではなく，任意形状で存在する場合，あるいは，

不連続線の 1 端ないし両端が補間領域内に存在する場

合の Spline 関数を求める事は容易ではない． 
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Fig.1 Multiple knots in the 1-D line 

 

 
 （a）Straight line (b) Curve 

Fig.2 Multiple knots in the 2-D domain 
 
 2 次元の B-Spline 基底関数は x，y 方向それぞれに対

し，1 次元の B-Spline 基底関数のテンソル積で表され

るため，節点は 2 次元平面上で格子上に配置される．

ここで，不連続線を 1 次元と同様にして考えると

Fig.2(a)に示す不連続線が x 軸に対して水平（あるいは

垂直）な直線の場合には多重節点により容易に不連続

線を表現する事ができる．しかし，Fig.2(b)に示すよう

な不連続線が曲線の場合には x， y 方向節点それぞれ

に対し，y，x 方向に節点配置，多重度が変化させなけ

ればならない．すなわち，節点間隔，多重度が x，y
の関数となるため節点と格子が一致しない点が存在

する． 
 他方，2 次元平面上の不連続線を表現する方法とし

て，補間対象領域を分割し，分割領域境界で節点を多

重にする事で不連続線を表現する手法が考えられる

が，不連続線以外の分割領域では接合条件を与える必

要があるなど煩雑である．また，補間領域や不連続線

が任意形状の場合には細かな分割が必要となり，

B-Spline 基底関数を支持する標本データが十分でなく

なる場合が生じる．  
 したがって，2 次元平面上に標本データがあり，任

意の不連続線を高精度に表せる Spline補間が簡易にで

きる手法が望まれる． 
 本論文では X-FEM に用いられる拡張された変位近

似式と同様 に， Partition of Unity 条件に基づき

Heaviside 関数と不連続パラメータを導入し，任意の不

連続線を高精度に表現可能な Spline関数を新たに提案

する．  

 最後に，不連続線を有する Lagrange 型の形状関数を

用いた有限要素法の，ガウス積分点での応力の補間を

想定し，1 次元や 2 次元の場合のいくつかの不連続線

を有する関数形が具体的与えられた場合において本

補間手法の有効性を確認した． 
なお，有限要素解析に用いられる形状関数に

B-Spline 関数を用いたいくつかの解析が行われている．

しかし，物体やき裂が非常に単純な場合を除き，その

解析は非常に困難である (3)～ (5)．田中ら (6) はウェーブ

レットガラーキン法に対し，ペナルティ法を用いて任

意領域における解析を行っており，今後の研究に期待

したい． 
 

2．Heaviside B-Spline 補間 

 
Heaviside B-Spline 補間（以下，単に HB-Spline 補間

と表記する）とは端的に言えば，Partition of Unity 条

件に基づき B-Spline 基底関数の線形結合で表された

Spline 関数に新たに Heaviside 関数と後述する不連続

パラメータを導入する事で Spline関数に関数の不連続

を表す自由度を導入した補間手法である．本手法は節

点に関係なく不連続線を与える事ができるメッシュ

フリーな手法であり，2 次元への拡張は容易である． 
 本章では標本データがある線（点）を境にし

て不連続となる場合を想定し，HB-Spline 補間

を詳説する．  
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Fig.3 Definition of the interpolation domain 

 

2.1 Spline 関数の拡張 今，Fig.3 に示す直交デカル

ト座標系に存在する補間対象となる領域 Ω 内に標本

データが不連続となる線 dΓ が存在すると仮定する．こ

こで : ( , )x y=x を位置ベクトルとし，不連続線 dΓ 上の位

置 dx の法線ベクトルを dn とすると不連続線からの符

号付き距離関数は， 
 

 ( ){ }( ) : min ,d d df sign= ⋅ − −x n x x x x  (1) 

 
である．ここで，上式（・）は内積を意味する．また，

sign(A)は A の正負を与える演算子であり，min|| x - xd ||
は，x と xd の距離が最小となる時の距離を意味する．

上式は T.Belystcho et al.(7)の定義した符号付き距離関

数と一致する．ここで，符号付き距離関数を用いて， 
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Fig.4 Discontinuous Sampling Data in the 1-D model 

 

 
{ }
{ }

: / | ( ) 0

: / | ( ) 0
d

d

f

f

+

−

Ω = ∈ Ω Γ ≥

Ω = ∈ Ω Γ <

x x

x x
 (2) 

 
を定義する．この時，補間対象領域 Ω において標本デ

ータの不連続線 dΓ を考慮した Spline 関数が以下のよ

うに表されると仮定する． 
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 ここで， h ， k は x ， y 方向の節点数(knot)であり， 
m は Spline の階数であり，後述する本論文の解析例で

は常に m=4 とする． ijM は正規化された B-Spline であ

る．また，以下 cij を連続パラメータ，dij を不連続パラ

メータと呼ぶ．なお， ( )H x は Heaviside Step 関数であ

る．上式は正規化された B-Spline 自体を変更しておら

ず，Partition of unity 条件を満たしている事に注意した

い．なお，Partition of unity 条件を満足する事により，

節点上，節点で囲まれた格子上での関数の連続性が保

証される． 
 上式で表される Spline 関数を Heaviside B-Spline 関

数と呼ぶ（以下，単に HB-Spline と表記する）． 
Fig.4 に 1 次元の場合の不連続点を有する標本デー

タの例を示す．領域 Ω 内に x 軸上に節点を 10 個等間

隔に配置し， Ω の境界となる節点 0 と 9 の多重度を 4
とし，標本データが不連続となる点を節点 4，5 の間

とした場合の正規化 B-Spline と ( )H x を考慮した正規

化 B-Spline を Fig.5 に示す． 
この時，式(3)の第 1 項の正規化 B-Spline は Fig.5 (a)

に示すように通常の正規化 B-Spline であり，第 2 項は

( )H x を考慮すると Fig.5(b)のようになる．すなわち，

この Heaviside 関数により Spline 関数に不連続を表現

する自由度が与えられ，標本データ内に不連続線を有

する場合の補間が可能となる．また，Fig.5(b)に示すよ

うに HB-Spline 関数を用いると不連続部分に節点を配

置する必要がないため，不連続線を任意に配置する事

ができる． 
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(a) Normalized B-Spline 
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(b) Support of H(x)M(x) 

Fig.5 Support of B-Spline based functions 
 

2.2 最小 2 乗法  今，式(3)のパラメータ cij，

dij を求める ために領域 Ω 内に存在す る標本点

: ( , )r r rx y=x で得られた値 rF を用いて残差 2 乗和， 
 

 ( ){ }2

1
( 1,2, , )

n

r r
r

Q S F r n
=

= − =∑ x  (4) 

 
を最小とする事を考える(8)．ここで n は標本データの

数である．今，残差 2 乗和が最小となるための局所的

な極値条件は : { , }ij ijc d=c と置くと， 
 

 Q∂ =
∂

0
c

 (5) 

 
である．ここで，簡単のために ( )r rH H=x とし，また，

ijklA ， ijB を， 
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と定義し，式(5)に式(3)を代入すると， 
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となる．上式より正規方程式， 
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が得られる．式(8)よりパラメータ c が求まる．式(4)～
式(8)は通常の Spline 関数に最小 2乗法を適用した場合

の誘導と同様であり，解の唯一性などに関しては文献

(2)，(8)を参照されたい． 
 以上より得られたパラメータ c を式(3)に代入する

事で補間対象区間内に標本データ内に不連続線が存

在する場合の補間値を求める事ができる． 
2.3 補間例 本節では HB-Spline 補間の解析例を示

す．今，1 次元において標本データが， 
 

 ( )1

1 ( 2)
1 ( 2)

x
f x

x
− <

=  ≥
 (9) 

 
なる Heaviside Step 関数で与えられた不連続関数の補

間を考える．今，補間区間を 0 4x≤ ≤ とし，不連続点

を 2x = とする．このとき，節点は 0,x = 0.5, 1, 1.5,  
2.5, 3, 3.5, 4 とした．また，領域境界 0,4x = では領

域外では標本データは存在せず，関数が不連続とする

ために多重度を 4 とする． 
 標本データは Schoenberg-Whitney 条件を満たすよう

に式(9)を満たす補間区間 0 4x≤ ≤ で等間隔に 40 点与

えた．この時，HB-Spline 補間と B-Spline 補間結果を

Fig.6 に示す．図中 ,B HBQ Q はそれぞれ B-Spline 補間と

HB-Spline補間の式(4)で定義された残差 2乗和である．

Fig.6 より，B-Spline 補間では Spline 関数が不連続を表

す自由度がないため，不連続点 2x = 付近で Gibss 現象
(9)により関数が発振している．この振動により残差 2 
乗和 BQ が発生している．一方，HB-Spline 補間を用い

た場合，不連続点近傍であっても Gibbs 現象は発生せ

ず，式(4)の残差 2 乗和 0HBQ = で Heaviside Step 関数の

補間をする事ができる． 
 次ぎに，同一の補間区間，節点および標本位置に 3
ケース， 
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 ( )4f x x=  (12) 

 
を標本データとして与えた補間結果をそれぞれ Fig.7， 

Fig.8，Fig.9 に示す．式(10)は関数が連続でその微分が

x = 2 で不連続な関数であり，式(11)は x = 2 で関数と

その微分が不連続な関数である．また，式(12)は連続

関数であるが，不連続パラメータを導入した場合の結

果を示す．Fig.7，Fig.8，Fig.9 に示すように，どのケ

ースであっても HB-Spline 補間では QHB = 0 で補間で

きている．すなわち，HB-Spline 補間では Heaviside 関

数により Spline関数が不連続となる自由度があるため，

微分の不連続も表す事が可能となる．また，不連続点 

 

0 1 2 3 4

-1

0

1

x

f 1
(x

)

 HB-Spline
 B-Spline

QHB=0.00
QB=  19.0

 
Fig.6 Interpolation of the Heaviside Step function, 

HB-Spline vs. B-Spline 
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Fig.7 Interpolation of Eq.(10), HB-Spline vs. B-Spline 
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Fig.8 Interpolation of Eq.(11), HB-Spline vs. B-Spline 
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Fig.9 Interpolation of Eq.(12), HB-Spline vs. B-Spline 



 

 
 (a) Result of the HB-Spline interpolation.  (b) Result of the B-Spline interpolation. 

Fig.10 Interpolation of Eq.(13), HB-Spline vs .B-Spline 
 

 
 (a) Result of a HB-Spline interpolation.  (b) Result of a B-Spline interpolation. 

Fig.11 Interpolation of Eq.(14), HB-Spline vs. B-Spline 
 

のない標本データに対してHB-Spline 補間を適用した場合，不連

続パラメータが0となり不連続点のない場合の補間も可能である． 
 次に2 次元平面上に x ， y 方向にそれぞれ10×10 節点を格子

上に配置し，標本データは以下の関数を用いて x ，y 方向それぞ

れ等間隔に40点与えた場合の補間例を示す． 
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 上式はそれぞれ不連続線が2次元平面上で単一曲線の場合，不

連続線が領域内で折れ曲がっている場合を想定している．後者は，

不連続線の一端が領域内に存在する場合を特殊な場合として含

んでいる． 
 この時，領域境界の節点で多重度を 4 として B-Spline 補間と

HB-Spline補間の補間結果をFig.10，Fig.11に示す．なお，ここで，

BQ ， HBQ は，後述する標本数と最小 2 乗和の比較のために，そ

れぞれB-Spline補間とHB-Spline補間の残差2 乗和である式(4)の
Q 値をデータ数n で除した平均2乗誤差である． 
 Fig.10(a)，Fig.11(a)に示すように式(13)，式(14)で与えた標本デ

ータに対して，HB-Spline 補間を適用した場合 0HBQ = であり，

最小2乗の意味で精度の良い補間となっており，また，不連続線

が明確に精度良く表されている事が分かる．B-Spline 補間では

0BQ ≠ であり，また，不連続線は明確ではなくGibbs現象が発生

している． 
 Table 1，Table 2にそれぞれ等間隔に式(13)，式(14)で標本デー

タを与えた場合の最小2乗誤差の比較表を示す．Table 1，Table 2
を見て分かるように，HB-Spline 補間は標本数によらず最小 2 乗

誤差は 0HBQ = である．一方， B-Spline補間では不連続を精度良

く表現することができないため，残差2乗和をデータ数で除した

値は，近似関数に固有なほぼ一定な値となり，0 にはならない．

以上より，HB-Spline 補間は 2 次元の任意曲線上の標本データが

不連続となる場合の補間にも有用である事が分かる． 
 

Table 1 Least mean square of Eq.(13), HB-Spline vs. B-Spline 

Q
＿

HB Q
＿

B

0.00 1.60×10
2

0.00 1.62×10
2

0.00 1.57×102

0.00 1.43×10
2

Number of Sampling Data 

Eq.(13)

50　×　50

30　×　30

40　×　40

20　×　20  
 

BQ  =1.62×102 

BQ  =1.58×10 

HBQ  =0.00 

HBQ  =0.00 



 

Table 2 Least mean square of Eq.(14), HB-Spline vs. B-Spline 

Q
＿

HB Q
＿

B

0.00 1.57×10
0.00 1.58×10
0.00 1.58×10
0.00 1.57×10

50　×　50

Eq.(14)

Number of Sampling Data 

40　×　40
30　×　30
20　×　20  

 

3．結 言 

 
本論文では任意曲線上に高精度な不連続性を持つHB-Spline 補

間を提案し，以下に示す有用性を示した． 
 
１． 不連続パラメータを導入することで標本データに不連続

を有する場合の補間を簡易に行える． 
２． Heaviside Step関数を補間する際にHB-Spline補間を適用

した場合Gibss現象は発生しない． 
３． Heaviside Step関数のみならず，微分が不連続の場合や連

続関数の場合にも適用できる． 
４． 2 次元平面上で標本データの不連続線が関数形で与えら

れた場合，および不連続線の境界が領域内にある場合に，

Gibss現象は発生せず，最小2乗の意味で高精度で補間で

きる．  
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