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第 1章 

序論 

 

この博士論文では、離散系（格子系）で空間的に局在して励起する振動現象である非線形

局在励起（intrinsic localized mode；ILM）に関する研究を行った。ILMは、一様に均一であ

って格子欠陥や無秩序性がないような格子系で起こる現象である。線形の格子のノーマル

モードは格子全体に広がった波であるので、ある一点に集中したエネルギーは格子全体に

ひろがってしまう。エネルギーを拡散させないこと、すなわち、エネルギーを空間的に局

在させることは可能である。ソリトンは系の分散性と（エネルギー集中をもたらす）非線

形性を釣り合わせることで局在を可能にしている。系に離散性（格子性）と非線形性をも

たせても、エネルギーを空間的に閉じ込めることができる。これが ILM である。ILM は、

格子系の離散性によって、移動性が高いはずのソリトンが格子点と格子点の間に潜在する

ポテンシャルを越えられずに局在してしまう現象であると考えられる。また、ILM の生成

にはソリトンと同じく分散関係と非線形性の釣り合いによって生じる。ILM の親戚である

ソリトンと比較しながら ILMの概要を記す。 

 

§1.1 研究背景 

 不純物や格子欠陥によって周期性を失った格子系においては、局在振動が生じることが

一般的に知られている。しかし非線形格子系では、完全に均質な系でも局在振動が生じる

ことがある。これを非線形局在励起（intrinsic localized mode；ILM）[1]といい、いかなる自
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由度であっても生じる。ILMは、離散ブリーザー（discrete breather；DB）[2]や、格子ソリ

トン（lattice soliton）[3]とも呼ばれている。（格子ソリトンという名称は、離散系で生じる

この現象がソリトンと似ていることに由来しているが、厳密な意味でのソリトンではなく、

非線形局在現象をもっと広範に指す言葉である。） 

格子中に不純性があるとその周りに局在モードが生じることはよく知られている。一方、

ILM は不純性がなくても格子中に強く局在するモードであり、非線形性と離散性によって

生じる局在現象である。通常、ILM は格子空間上で静止局在するか緩やかに移動するかの

どちらかである。局在現象として有名なものにソリトンがあるが、ILM はソリトンとは異

なり、非弾性衝突をしたり[4]、走行したり静止したりする[5]。ILM は以下の理由から普遍

的な現象であるといえる： 

1. 非可積分な格子系で存在し、 

2. 1次元に限らず 2次元または 3次元の格子系で存在し、 

3. 保存系に限らず散逸系でも存在する。 

 ILM の形状は様々なものが知られているが、ここでは ILM にとって最も基礎的な定在局

在モードである Sievers-Takeno（ST）モード[1]と Page（P）モード[6]について説明しておく。

波動関数𝜓𝑛に関して、STモードが 

𝜓𝑛
(𝑆𝑇) = 𝐴𝑆𝑇(⋯ , 𝜎2

𝑆𝑇 , −𝜎1
𝑆𝑇, 1, 𝜎1

𝑆𝑇, −𝜎2
𝑆𝑇,⋯ ) exp(−𝑖Ω𝑡) (1.1.1) 

という形状になるのに対して、P モードは 

𝜓𝑛
(𝑃) = 𝐴𝑃(⋯ ,−𝜎2

𝑃, 𝜎1
𝑃, −1,1,−𝜎1

𝑃, 𝜎2
𝑃,⋯ ) exp(−𝑖Ω𝑡) (1.1.2) 

という形状をとる。ここで、|𝜎1
𝑆𝑇|, |𝜎1

𝑃| < 1かつ|𝜎𝑛
𝑆𝑇|, |𝜎𝑛

𝑃| ≅ 0, (𝑛 > 2)であり、𝐴𝑆𝑇と𝐴𝑃は振

幅強度の最大値である。Ωは周波数であり、𝑡は時間である。モード周波数は光学分枝のカ

ットオフ周波数よりも高周波であり、格子点は最近接格子点と反位相（光学的）で振動し

ている。一方で、音響的に振動する ILMも知られている[7]。 

1969 年、旧ソ連の A.A. Ovchinnikov が初めて 1 次元非調和振動子系での局在励起を報告
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し[8]、同国の A.M. Kosevich と A.S. Kovalevも類似した成果を 1974年に発表している[9]。

それ以降はあまり局在励起の研究がされなかったが、1988年に米国の A.J. Sievers と日本の

武野正三が 1 次元の非調和振動子系で局在励起が起きることを予言してからは再び研究さ

れるようになり、彼らは非線形格子系で生じる局在励起に intrinsic localized mode（ILM）と

いう名称を与えた[1]。その後、離散性と非調和性によって安定して局在励起する振動現象

――即ち ILM――が、非線形格子系において 1980 年代の終わりから 1990 年代の初めにか

けて次々と発見されていった[6,10,11]。この発見は後に、様々な ILMの研究へと繋がってい

くことになる[12-14]。Sieversと武野は ILMが理想的な非調和格子で生じると予言していた

が [1,10]、数値解析によって 1次元格子や 2次元格子でこの予言が実証された[15]。 

また、ILM は様々な物理系で研究されている。原子格子においては、原子配置が離散的

であることと原子間相互作用の非線形性があるために、ILM の研究が広くなされてきた

[16-18]。実験的に ILM が確かめられているものには、ジョセフソン接合アレイ[19,20]、反

磁性体構造[21]、MEMS カンチレバーアレイ[22]、光学導波管アレイ[23]、粒状晶格子[24]

などがある。熱平衡状態での 3次元結晶で観測された例としては、555Kよりも高い温度で

の NaIにおける研究がある[25]。アンチモンをドープしたゲルマニウム結晶の表面に低エネ

ルギー（4eV）のアルゴンプラズマを相互作用させることで生じる ILM を観測した例もあ

る[26]。現実系での数値計算の例としては、Si 単結晶[27]や反強磁性体[28]やダイヤモンド

[29]や窒化ホウ素[30]といったミクロ系から、メガフロート等の周期構造物の単純化モデル

となる連結剛体梁系[31]などがあり、様々なスケールで研究されてきた。 

 ILM の一般的な性質を研究する場合には、現実系よりも単純な数理モデルで議論するこ

とが多い。単純な数理モデルにおける研究で得られた知見は、現実系の議論に活かせられ

るためである。ILMが生じる単純な数理モデルの格子系には、Klein-Gordon（KG）格子[32-34]、

sine-Gordon 格子[35]、Fermi-Pasta-Ulam（FPU）格子[36]、2原子 FPU格子[37]、離散非線形

Schrödinger（discrete nonlinear Schrödinger; DNLS）格子[38]などがある。DNLS 格子には様々
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な変形があり、それぞれ性質が異なる[39-42]。 

 ILMと同じ非線形局在現象の仲間に、ソリトン（soliton）というものがある。ソリトンは

ILMよりも歴史が長く、その始まりは 1834年 8月に J.S. Russellがスコットランドのグラス

ゴーにあるユニオン運河で形を崩さずに進行する盛り上がった水の塊を発見したことにあ

る。ソリトンには、(1)形状と速度を保ったまま空間を移動するような空間局在性があり、

(2)ソリトン同士が強く相互作用しあった後でも互いに安定して存在するという波の個別保

持性がある（位相シフトが可能な場合を除く）[43,44]。(1)の条件は孤立波（solitary wave）

と呼ばれる性質であり、(2)は相互作用の粒子性である――これが 1965年に N.J. Zabuskyと

M.D. Kruskalがソリトンと名付けた所以である[45]。ソリトンは連続体のみならず離散系で

も生じることがあり、後者は離散ソリトン（discrete soliton）とか格子ソリトン（lattice soliton）

と呼称される。ソリトンは、光学ファイバー[46,47]、生物[48-50]、磁性体[51]など様々な領

域で研究されていている。 

 数学的には、非線形常微分方程式の形式がソリトンでは可積分であるのに対し、ILM は

非可積分であると考えられている。また、物理的な観点からいえば、ILM は格子空間と同

スケールの狭小な領域に局在するため、ソリトン理論で無視されるような格子系の離散性

を考慮する必要がある。 

 ILMに対する離散性の効果については Y.S. Kivsharと D.K. Campbellの研究が知られてい

る[7]。彼らの論文では、離散系に存在する非可積分性に起因して発生した空間周期的なピ

ン止めポテンシャル（pinning potential）である Pieierls-Nabarro（PN）ポテンシャル（Frenkel 

-Kontorova モデルに変更を加えることで得られるポテンシャル [52]）を用いることで ILM

がピン止め（pinning）されるメカニズムを説明しており、曰く、PNポテンシャルがなけれ

ば ILM は非線形格子中を自由に動き回ることができるが、PN ポテンシャルがあるために

ILM は格子空間上でピン止めされて静止するのであるという。Kivshar と Campbell は、PN

ポテンシャルを 1次元の DNLS 格子と Ablowitz-Ladik（AL）格子[53]を比較することで導出
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し、ILMの静止局在性について議論した[7]。DNLS 格子は非可積分系で、AL格子は可積分

系である。両者のポテンシャルの差こそがピン止め効果を生むポテンシャルであり、非可

積分系と可積分系の差、即ち ILM とソリトンの差であるとするのが Kivshar と Campbell の

主張である。DNLS 以外の格子系に出現する ILMにも、これと類似した PNポテンシャルが

存在すると考えられる。しかし、この説に対する異論もあり[2]、 ILMが局在するメカニズ

ムに関する議論は未だ決着がついていない。 

 ILM は静止したり走行したりすることが知られている[5]。ILM の応用を考える上で、静

止と走行を制御することは興味深いテーマである。静止している ILMは、PN ポテンシャル

を制御して零にすれば走行するはずである。2004年、L. Hadžievskiとその共同著者たちは、

可飽和非線形性（saturable nonlinearity）を導入することで PN ポテンシャルが調整可能であ

り、ILMの静止と走行を制御できることを、Vinetskii- Kukhtarev方程式[54]を離散化した方

程式を変形 DNLS 方程式とみなすことで数値解析的に示した[40]。彼らは、PN ポテンシャ

ルが零になって正負が逆転すると、ILM の安定性が格子点中心（site-center）と結合点中心

（bond-center）の間で交代することを示した。PNポテンシャルが零になると ILMは自由に

移動する。このように、可飽和非線形性の ILM は興味深い性質があり、理論的研究が盛ん

になってきている[55-58]。 

 非線形格子点間相互作用（nonlinear intersite interaction）がある場合や、特殊なポテンシャ

ルをもたせた場合のKGやDNLSでは、遅慢に走行する ILMの存在が示されている[59,60]。

同様に、放射性のない走行局在モードは、特殊な条件下での DNLS 格子[61-67]で示されて

おり、それには、安定性反転（stability inversion）[63]、可飽和非線形性[64-66]、および損得

機構（gain-loss mechanism）[67]などがある。ILMの走行には大きな関心が寄せられている。 
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§1.2 研究目的 

可飽和非線形電気循環伝送路（saturable nonlinear electric cyclic transmission line）という、

MOS キャパシタを非線形素子とした周期境界条件の電気格子系を作製して実験し、これを

シミュレーションと比較することで、可飽和非線形性のある格子系における ILMの(1)幅変

化現象および(2)パターン形成の周波数依存性について研究を行った。(1)可飽和非線形格子

では複数回の分岐現象が生じるため、ILM に関係する分岐を研究するうえで好いベンチマ

ークとなる。さらに、ILM 幅が拡がると変形の自由度が増えるため、ILM に関係する振動

モードが多数観察される。これらを微弱に励起し、そのスペクトルや振動形状について詳

細に調べ、分岐との関連について吟味した。(2)また、理論研究では周期境界条件が多く用

いられ、波数空間で議論されることが多いが、実験系の中では電気回路のみが周期境界を

実現しやすい。ILM の前段ともいうべき非線形励起（パターン）について観測し、これが

――複数の ILMが等間隔に並ぶような――ILM列に連続的に移行する様子を捉えた。 

 

§1.3 本稿構成 

 本稿の構成は以下の通りである。第 1 章では、ILM 研究とその背景の紹介したうえで研

究目的について説明する。第 2章では、本研究の理解に必要な先行研究について概説する。

第 3章では、可飽和非線形格子系における ILMの安定性交代について述べる。第 4 章では、

周期境界非線形格子系におけるパターン形成について記す。第 5章では結論を書いた。 
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第 2章 

概説 

 

§2.1 非線形局在励起の振動形状 

非線形局在励起（intrinsic localized mode；ILM）には静止安定状態において、いくつかの

振動パターンが存在する。A.J. Sieversと武野正三によって導き出された Sievers-Takeno

（ST）モードは、格子点中心（site-centered；SC）の逆位相（in-phase）の振動パターン

𝑢𝑛(𝑡) = 𝐴(⋯ ,0, −
1

2
, 1, 1

2
, 0, ⋯ )cos(𝜔𝑡)をもつ[1]。J.B. Page によって導き出された Page（P）モ

ードは、結合点中心（bond-centered；BC）の逆位相の振動パターン𝑢𝑛(𝑡) = 𝐴(⋯ ,0, 1

6
, −1, 

1, −
1

6
, 0, ⋯ )cos(𝜔𝑡)をもつ[2]。ST モードと P モードは両者とも、線形スペクトルバンドの

非線形カットオフ周波数よりも高周波のモード周波数をもつ。ST モードが力学的不安定性

を示すのに対して、P モードはとても安定していることが知られている[3]。 

 

 

図 2.1.1 高周波（光学型）の ILM の形状。(a) OSC（ST）モード。(b) OBC

（P）モード。OBC モードの方が OSCモードよりもエネルギーが低いため安

定している。[5]より引用。 
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 離散系としてよくみられ、非常に重要で幅広い応用のある離散非線形 Schrödinger（discrete 

nonlinear Schrödinger；DNLS）方程式というモデルがある。DNLS 方程式のなかで最も標準

的なものは 

𝑖
𝑑

d𝑡
𝜓𝑛 + 𝐾(𝜓𝑛+1 + 𝜓𝑛−1 − 2𝜓𝑛) + 𝜆𝜓𝑛|𝜓𝑛|2 = 0 (2.1.1) 

である。DNLS 方程式は、量子力学にて有名な Schrödinger 方程式を離散化して格子点に 3

次非線形性（cubic nonlinearityまたは Kerr nonlinearityともいう）をもたせたものである。 

 

 

図 2.1.2 低周波（音響型）の ILM の形状。(a) ASC モード。(b) ABCモード。ASC

モードの方が ABCモードよりもエネルギーが低くて安定している。[5]より引用。 

 

図 2.1.3 線形スペクトルバンドと ILM の関係。実線は線形スペクトルバンドであ

り、斜線はあるときの ILM の生成を示す。図中の矢印のグラフは、周波数に対す

る ILM の形状のベクトル表示である。バンドより高周波の領域では光学型 ILM

が、低周波の領域では音響型 ILM が生じる。 
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𝜓𝑛は𝑛番目(𝑛 = 1, … , 𝑁)の格子点における波動関数であり、𝜓𝑁+1 = 𝜓1となる周期境界条件

をもつ。𝐾は線形結合定数となる正数であり、𝜆は非線形定数である。一般に、DNLS 格子

は非可積分系である[4]。 

Y.S. Kivsharと D.K. Campbellは、DNLS を用いて ILMの振動形状を説明している[5]。

ILMの振動形状は系がもつ分散関係 

𝜔 = 2𝐾(1 − cos 𝑘) − 𝜆|𝜓0|2 (2.1.2) 

と深く関わっている。モード周波数が線形スペクトルバンド（𝜔(𝜆 = 0)）よりも高周波の

場合（𝜆 > 0のとき、即ち、漸硬非線形性（hard nonlinearity）をもつ場合）には、ILMは隣

り合う格子点同士で逆位相となる光学励起（optical excitation）となり、中心安定性が SC

になるものと BCになるものがある（図 2.1.1）。ここでは、光学振動かつ SCの振動パター

ンを OSC（optical site-centered）モード、BCに関しては OBC（optical bond-centered）モー

ドと呼ぶことにする。モード周波数が線形スペクトルバンドよりも低周波の場合（𝜆 < 0の

とき、即ち、漸軟非線形性（soft nonlinearity）をもつ場合）には、ILMは隣り合う格子点

で同位相となる音響励起（acoustic excitation）となり、中心安定性は SCまたは BC になる

（図 2.1.2）。ここでは、音響振動かつ SCの振動パターンを ASC（acoustic site-centered）モ

ード、BC に関しては ABC（acoustic bond-centered）モードと呼ぶことにする。ASC モード

の方が ABC モードよりもエネルギーが低いため、力学的安定性が高い。線形スペクトル

バンドと ILMの形状や位相の関係を、図 2.1.3に示す。 

 

§2.2 Pieierls-Nabarroポテンシャルによる非線形局

在励起のピン止め効果のメカニズム 

非線形局在励起に対する離散性の効果については Y.S. Kivshar と D.K. Campbell の研究が
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知られている[5]。彼らの論文では、離散系に存在する非可積分性に起因して発生した空間

周期的なピン止めポテンシャル（pinning potential）である Pieierls-Nabarro（PN）ポテンシャ

ル（Frenkel -Kontorova モデルに変更を加えることで得られるポテンシャル[6]）を用いるこ

とで ILM がピン止め（pinning）されるメカニズムを説明している。これには、格子系の非

線形 Schrödinger方程式――即ち DNLS 方程式――が用いられた。 

 標準的な DNLS 方程式については前節で説明した通りであり、非可積分系である。一方

で、可積分系の DNLS 方程式としては Ablowitz-Ladik（AL）方程式がある。この方程式は

1976年にM.J. Ablowitzと J.F. Ladik が初めて公式化したものである[7]。AL方程式は、

DNLS 方程式(2.1.1)の対角非線形性を非対角非線形性に入れ替えたもので 

𝑖
𝑑

d𝑡
𝜓𝑛 + 𝐾(𝜓𝑛+1 + 𝜓𝑛−1 − 2𝜓𝑛) +

1

2
𝜆|𝜓𝑛|2(𝜓𝑛+1 + 𝜓𝑛−1) = 0 (2.2.1) 

と記述される。格子点間（intersite；インターサイト）に非線形性をもつことから、インタ

ーサイト非線形性をもっているといえるが、厳密には格子点（onsite；オンサイト）もその

非線形性に関わる。DNLS 方程式と AL方程式は連続体近似では非線形 Schrödinger方程式

という同形の可積分の方程式になるが、DNLS 方程式が非可積分であるのに対して、AL方

程式は可積分である。 

 AL格子ではソリトンが出現し、格子空間を自由に走行する。一方、DNLS 格子ではソリ

トンではなく ILMが出現し、格子空間の一部に閉じ込められてピン止めされる。Kivshar

と Campbellは、このピン止め効果（pinning effect）を生むのが空間周期的な PNポテンシ

ャルであり、AL格子と DNLS 格子のポテンシャルエネルギーの差を見出すことで PN ポテ

ンシャルを導出した[5]。DNLS 方程式を AL方程式の摂動として扱うことで逆散乱変換を

基にした摂動理論を適応してハミルトニアンを求めることで[8,9]、空間周期的なポテンシ

ャルエネルギー（PN障壁）が導出された。 
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§2.3 線形局所モード 

 

 ILMが生じるとき、線形バンドの非局在的な性質が変化して、固有振動数から離れた周

波数領域において小振幅振動モードが生成される。これを LLM（線形局所モード；linear 

local mode）という。LLM は ILMとは異なる形状をもち、単振動子では生じない[10,11]。 

 最近接相互作用（nearest neighbor interaction）のある非調和 1次元格子系を考える、ただ

し、非線形性は 4次の非調和性のみである。図 2.3.1 のように縦振動しかしない振動系を

考えると、運動方程式は 

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑥𝑛 = 𝑘2(𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛−1 − 2𝑥𝑛) + 𝑘4[(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)3 + (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)3] (2.3.1) 

となる。簡単のため、質量は 1としている。𝑥𝑛は格子点𝑛の変位、𝑘2は調和結合定数、𝑘4は

非調和結合定数である。𝑘2 = 𝜔𝑚
2 /4はバンドの頂点の周波数𝜔𝑚を決める。𝑘4 > 0となる漸硬

非線形性なら、ILMはバンドよりも上の周波数で励起される[1,2]。 

 (2.3.1)式の𝑥𝑛に微小振動の摂動を加えることで、LLM を導出できる。LLM が存在する格

子での小振動を記述するために、𝑥𝑛に微小振動𝑞𝑛を導入する（𝑥𝑛
′ (𝑡) = 𝑥𝑛(𝑡) + 𝑞𝑛(𝑡)）。

𝑥𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛 cos 𝜔𝐿𝑡とおく（高調波は大した効果をもたらさないので無視する）。これらの方

程式を(2.3.1)に代入すると 

�̈�𝑛 = −[𝑘2 + 3𝑘4(𝐴𝑛 − 𝐴𝑛+1)2 cos2 𝜔𝐿𝑡](𝑞𝑛+1 − 𝑞𝑛) 

−[𝑘2 + 3𝑘4(𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1)2 cos2 𝜔𝐿𝑡](𝑞𝑛−1 − 𝑞𝑛) 

 

(2.3.2) 

を得る。𝑞𝑛を 2 つの微小変位に分けて考える、つまり、ILM の小振動に関する微小変位―

―これについては[12-14]で考察がなされている――と、それ以外の小振動に関する微小変

 

図 2.3.1 縦振動のみの結合振動子系のモデル。 
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位に分ける。後者（𝑞𝑛に含まれる非 ILM成分）は ILM と直行する。このことを踏まえ(2.3.2)

式に回転波近似を施すと、線形モードの運動方程式は、純粋な 1次元格子振動と、それに対

する摂動に分割することができる。この摂動効果はリフシッツの方法で見出すことができ

る[15,16]。従って、摂動を受けた格子のグリーン関数の虚部がバンドの外に極をもつとき、

LLMが存在するといえる。 

 運動方程式(2.3.1)で ILM と LLM の分子動力学シミュレーションを行うと、図 2.3.2 のよ

うになる。図 2.3.2 の左図に even-ILM の形状とパワースペクトルを示す。ILM 周波数𝜔𝐿の

シングルピークは生じるものの、LLM の摂動がないため、ILM 以外のピークは生じない。

図 2.3.2 の央図と右図に、それぞれ even-LLM と odd-LLM の摂動がある ILM のパワースペ

クトルとその形状を示す。両者とも小さなピークが、1つは𝜔 < 𝜔𝐿の周波数領域に、もう 1

つは𝜔 > 𝜔𝐿の周波数領域で各々が対称となる位置に現れる（側波帯スペクトル；sideband 

spectrum）。ピーク強度はどちらも同程度である。even-LLM 周波数𝜔evnは1.142𝜔𝑚にピーク

をもち、odd-LLM 周波数𝜔oddは1.677𝜔𝑚にピークをもつ。ILM 周波数𝜔𝐿は振幅依存性をも

っているために可変であるが、𝜔𝐿の変化に応じて LLMの周波数も移動する。つまり、LLM

のスペクトルのピーク周波数は ILM周波数に依存するといえる。しかしながら、図 2.3.2の

実線と点線（LLM 振幅が 102異なる）からわかるように、even-LLM と odd-LLM の周波数

は自身の振幅に対して依存性をもたない。このことは、図 2.3.2の央図と右図のスペクトル

が、ILMと LLMの四波混合応答としての特徴をもっていることを示している。 

 非線形 1 次元格子では、even-ILM も odd-ILM も存在できることはよく知られている[2]。

even-LLM は並進方向の小さな揺らぎに対して安定であることから even-ILM を有効格子欠

陥とみなして計算でき[3]、ILM+LLMの計算を高い精度で行うことができる。この方法で求

まった ILM周波数と LLM 周波数は、分子動力学シミュレーションとよく一致する。このこ

とから、LLM と格子欠陥の類似性を指摘できる。言い換えれば、ILM という現象が格子欠

陥に似ているために LLM を誘発する、ということである。 
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§2.4 自由振動の増大による自己共鳴状態の崩壊 

 物理系を数理モデルで論じる場合には、しばしば減衰機構を無視することがある。しかし、

現実の系では必ず何かしらの減衰機構が存在する。このことは当然ながら、ILM の実験的

研究をする場合についても当てはまる。減衰機構に ILM 生成のエネルギーを奪われてしま

わないためには、強制励振（ドライバー）を系に与える必要がある。ILM の振動周波数は強

制励振が支配的になるが、ILM自身がもつ自由振動（natural frequency；NF）も僅かながら

に存在する。格子がもつ本来の性質である自由振動が大きくなると、ILM は強制励振に従

わなくなって崩壊する。2011年、日本の佐藤政行らは、Duffing振動子の 1次元結合系にお

いて ILM の自由振動の強度が増大することによって自己共鳴状態が崩壊することを、数値

シミュレーションとこの系を模したカンチレバー結合振動子系による実験で示した[17]。 

Duffing振動子の自由振動（NF）――Duffing 振動子単体の運動方程式は、減衰機構と強制

励振とプローブの項を含めれば 

 

図 2.3.2 even-ILM のパワースペクトル分布。左図：非摂動の ILM。矢印は ILMの形

状を示す。央図：even-LLM の摂動を受けている。矢印は even-LLM の形状を示す。

右図：odd-LLM の摂動を受けている。矢印は odd-LLM の形状を示す。点線と実線で

は LLM 振幅が 102異なるが、ピーク周波数は同じである。[10]より引用した。 
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𝑑2

𝑑𝑡2
𝑥 +

1

𝜏

𝑑

𝑑𝑡
𝑥 + 𝜔0

2𝑥 + 𝜖𝑥3 = 𝛼𝑑 cos(Ω𝑡) + 𝛼𝑝 cos(ω𝑡) (2.4.1) 

で記述される。𝑥は振動子の変位、𝜔0は線形共鳴周波数、𝜖は𝜖 > 0となるような漸硬非線形

性である。𝜏は緩和時間、𝛼𝑑は強制励振の振幅強度、𝛼𝑝はプローブの振幅強度であり、𝛼𝑑 ≫

𝛼𝑝であるとする。方程式(2.4.1)の振幅応答はΩ ~ 𝜔という近似によって 

𝑥 =
1

2
�̃� exp(−𝑖Ω𝑡) +

1

2
�̃� exp(−𝑖𝜔𝑡) +

1

2
�̃� exp(−𝑖𝜔′𝑡) + c. c. (2.4.2) 

という 3つの周波数成分の組み合わせで与えられる。ただし、𝜔′ = 2Ω − 𝜔は四波混合周波

数であり、�̃�は大振幅の強制励振に対する応答、�̃�は小振幅のプローブに対する応答、�̃�は四

成分応答（four-component response）である。振幅応答(2.4.2)を方程式(2.4.1)に代入する： 

(𝜔0
2 +

3

4
𝜖|�̃�|

2
− Ω2 − 𝑖𝛾Ω) �̃� exp(−𝑖Ω𝑡) 

+ (𝜔0
2 +

3

2
𝜖|�̃�|

2
− 𝜔2 − 𝑖𝛾𝜔) �̃� exp(−𝑖𝜔𝑡) +

3

4
𝜖�̃�2�̃�∗ exp(−𝑖𝜔𝑡) 

+ (𝜔0
2 +

3

2
𝜖|�̃�|

2
− 𝜔′2

− 𝑖𝛾𝜔′) �̃� exp(−𝑖𝜔′𝑡) +
3

4
𝜖�̃�2�̃�∗ exp(−𝑖𝜔′𝑡) 

= 𝛼𝑑(−𝑖Ω𝑡) + 𝛼𝑝(−𝑖ω𝑡). 

 

 

 

 

(2.4.3) 

ここで、𝛾 = 1/𝜏とおいた。(2.4.3)式から次のような連立恒等式を得る： 

(𝜔0
2 +

3

4
𝜖|�̃�|

2
− Ω2 − 𝑖𝛾Ω) �̃� = 𝛼𝑑 , (2.4.4a) 

(𝜔0
2 +

3

2
𝜖|�̃�|

2
− 𝜔2 − 𝑖𝛾𝜔) �̃� +

3

4
𝜖�̃�2�̃�∗ = 𝛼𝑝, (2.4.4b) 

(𝜔0
2 +

3

2
𝜖|�̃�|

2
− 𝜔′2

− 𝑖𝛾𝜔′) �̃� +
3

4
𝜖�̃�2�̃�∗ = 0. (2.4.4c) 

(2.4.4a)式から、強制励振応答�̃�は強制励振振幅𝛼𝑑に制限されるように決定されることがわ

かる。また、(2.4.4b)と(2.4.4c)から、プローブ応答関数𝜒(𝜔)を次にように計算できる： 

𝜒(𝜔) =
�̃�

𝛼𝑝
 

=
1

(𝜔𝑛𝑙
2 − 𝜔2 − 𝑖𝛾𝜔) − 9

16
𝜖2|�̃�|

4
(𝜔𝑛𝑙

2 − 𝜔′2 + 𝑖𝛾𝜔)
−1 
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=
𝜒0(𝜔)

1 − 9
16

𝜖2|�̃�|
4

�̃�0(𝜔)�̃�0
∗(𝜔′)

. 
(2.4.5) 

ここで、𝜒0(𝜔)は 

𝜒0(𝜔) =
1

𝜔𝑛𝑙
2 − 𝜔 − 𝑖𝛾𝜔

 (2.4.6) 

で記述されるローレンツ関数である。𝜔𝑛𝑙は非線形の自由振動周波数であり 

𝜔𝑛𝑙
2 = 𝜔0

2 +
3

2
𝜖|�̃�|

2
 (2.4.7) 

で書かれる。(2.4.7)式は、非線形性によって共鳴周波数が偏移していることを示す。非線形

性によって偏移した共鳴構造のピーク周波数𝜔𝑛は、(2.4.5)の分母が零になったときの周波数

である。 

図 2.4.1 (a) は Duffing 振動子の自己共振状態（auto-resonant[AR] state）の内側と外側にお

ける振幅応答であり、図 2.4.1 (b) は(a)の各点における Duffing 振動子の自由振動の共鳴構

造𝜔𝑛の挙動を数値計算したものである。Duffing 振動子が大振幅状態で安定している場合、

𝜔𝑛~Ωかつ𝜔𝑛 − Ω ≠ 0である。𝜔𝑛 − Ω → 0のとき（図 2.4.1の点 H）、自由振動の共鳴は非常

に大きくなり、大振幅状態が急激に不安定になってカタストロフ的に崩壊する。 

 

 

図 2.4.1 (a) Duffing振動子の強制励振周波数依存の振幅応答。(b) Duffing振動子の自由

振動の共鳴構造𝜔𝑛の挙動。スペクトル A～H はそれぞれ図(a)の点 A～H に対応して

おり、強制励振周波数を黒点の位置で固定している。[11]より引用した。 
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 この共鳴構造を観測できるのはプローブによる産物であり、大振幅状態の崩壊はプロー

ブ観測によって予測できることがわかる。同様のプローブ応答による予測は実験でも可能

である[11,17]。 

Duffing結合振動子系に生じる ILMの自由振動（NF）――Duffing振動子が非線形結合した

格子系の運動方程式は 

𝑚𝑖

𝑑2𝑥𝑖

𝑑𝑡2
+

𝑚𝑖

𝜏

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
+ 𝑘2𝑂𝑖𝑥𝑖 + 𝑘4𝑂𝑥𝑖

3 

+ ∑ 𝑘2𝐼
(𝑗)

(2𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+𝑗 − 𝑥𝑖−𝑗) + 𝑘4𝐼[(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1)3 + (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)3]

𝑗

 

= 𝑚𝑖𝛼𝑑 cos(Ω𝑡) + 𝑚𝑖𝛼𝑝 cos(ω𝑡). 

 

 

(2.4.8) 

で記述される。ここで、𝑖は格子点の番号、𝑚𝑖は質量、𝜏は緩和時間、𝑘2𝑂𝑖は格子点の調和結

合定数、𝑘4𝑂𝑖は格子点の 4 次非調和結合定数、𝑘2𝐼
(𝑗)
は格子点間結合の調和結合定数の第 6 次

近接格子点までの総和、𝑘4𝐼は格子点間結合の 4 次非調和結合定数である。右辺は強制励振

とプローブが合わさったものである。 

 Duffing結合振動子系(2.4.8)に生じる ILMとその NFの挙動は、Duffing振動子単体のとき

とよく似ており、NF の挙動をみることで ILM の崩壊予測をすることができる[11,17]。NF

の形状は、随伴する ILM の形状と等しくなる。これは NFの重要な性質である。 

 

§2.5 可飽和非線形性による非線形局在励起の安定性

交代 

 2004年、L. Hadžievskiらは[18]において、方程式(2.1.1)のような 1次元 DNLS 方程式を

可飽和非線形性（saturable nonlinearity）をもつものに変形した 
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𝑖
∂𝜓𝑛

∂𝑡
+ 𝐾(𝜓𝑛+1 + 𝜓𝑛−1 − 2𝜓𝑛) + 𝛽

𝜓𝑛

1 + |𝜓𝑛|2
= 0 (2.5.1) 

を調べ（この方程式は離散化した Vinetskii- Kukhtarev方程式でもある[19]）、この格子系で

は PN ポテンシャルが調整可能であり、ILMの局在幅を変化させられることを報告した。

なお、𝛽は非線形定数である。 

𝐾 > 0かつ𝛽 > 0のとき、系は漸軟非線形性を有し、ILMは音響スペクトルよりも低い周

波数で生成され、図 2.1.2の形状となる。[18]では、SCモードと BC モードにおけるハミル

トニアンと仕事率をそれぞれ近似的に導出している。SCモードのハミルトニアンを𝐻SCで

仕事率を𝑃SCとし、BC モードについてはそれぞれ𝐻BCおよび𝑃BCとする。これらの保存量は

いずれも、非線形パラメータ𝛽と、線形結合定数𝐾と、モードの周波数に依存する。𝐻SCと

𝐻BCはそれぞれ𝑃SCと𝑃BCに依存する形式で記述できる。SC モードと BC モードの仕事率が

等しくなるとき（𝑃 = 𝑃SC = 𝑃BC）、両者の静止局在状態におけるエネルギーの違いから有効

PNポテンシャルΔ𝐸を定義できる： 

Δ𝐸(𝑃) = 𝐻SC(𝑃) − 𝐻BC(𝑃). (sat.2) 

DNLS 方程式(2.1.1)では非線形パラメータが負の場合には BC モードの方が SC モードより

もエネルギーが常に高いが、可飽和非線形性の DNLS 方程式(2.5.1)は𝐻SC > 𝐻BCの場合にも 

 

 

図 2.5.1 仕事率𝑃と有効 PNポテンシャルΔ𝐸の関係。[18]より引用し改変した。 
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𝐻SC < 𝐻BCの場合もあり得るし、𝐻SC = 𝐻BCつまりΔ𝐸 = 0という興味深い場合もあり得る。有

効 PN ポテンシャルが零（Δ𝐸 = 0）になるときに ILMは、SC モードのときは BCモードへ

と、BC モードのときには SC モードへと形状変化を起こす。これは 3 次非線形性の DNLS

方程式(2.1.1)ではみられない、可飽和非線形格子に特有の現象である。 

 図 2.5.1 では、近似解析解（実線）で示された有効 PN ポテンシャルΔ𝐸(𝑃)が臨界点𝑃𝑐1を

超えるときに符号を変える様子が示されている。これは、ILMが静止しているときには SC

モードと BC モードの間で形状変化をするように安定性が交代し、ILM が走行するときの

安定性に関わってくることを示唆している。Δ𝐸 = 0となるような臨界点を超えるとき、ILM

は、仕事率𝑃が漸増するときには局在幅が拡大するように、仕事率𝑃が漸減するときには局

在幅が縮小するような幅変化を起こす。これは可飽和非線形格子で生じる ILM の最も重要

な性質である。 

 

§2.6 非線形格子系の空間モード 

 一般に、波動とは媒質中を伝達する現象であるが、媒質の振動方向が波動の進行方向と同

じものを縦波（longitudinal wave）といい、互いに垂直なものを横波（transvers wave）という。

例えば、電磁波は波動の進行方向とは垂直に電場と磁場が変化するため横波である。レーザ

ーは電磁波の一種である。レーザーの光軸に垂直な方向で電磁場のモードが生じるが、これ

を横モード（transverse mode，lateral mode）または空間モード（spatial mode）という。 

 結晶格子を実験的に研究するときには、結晶にレーザーを照射して格子振動させてその

スペクトルを観測することがある。結晶を構成する各々の原子の間には非線形相互作用が

働いているため、結晶格子は非線形格子の一種といえる。Klein-Gordon（KG）格子という数

理モデルがあるが、これは光学励起の結晶格子のアナロジーである。 
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KG格子系の格子空間モード――KG格子では、外場として連続波（continuous wave；CW）

が与えられると、CWの進行方向とは垂直に格子空間モード（lattice spatial mode；LSM）が

生成されることが知られている[20]。本節では、LSM について説明する。 

 1998 年、ロシアの V.M. Burlakov は文献[20]にて、光学励起された KG 格子で動力学的な

コヒーレント構造（パターン）が形成されることを報告した。このパターン形成には、①格

子の離散性（LSMの個数を大幅に減らす）と、②LSM の変調不安定性の破壊的な干渉（パ

ターンを安定にする）が重要な要因となる。 

 均一な KG 格子の n番格子点の運動方程式は 

𝑑2𝜓𝑛

𝑑𝑡2
+ 𝛾

𝑑𝜓𝑛

𝑑𝑡
+ 𝜔0

2𝜓𝑛 + 𝐾2(2𝜓𝑛 − 𝜓𝑛−1 − 𝜓𝑛+1) + 𝐾4𝜓𝑛
3 = 𝐸0𝑒𝑖𝜔𝑡 + c. c. (2.6.1) 

で記述される。ここで、𝛾は減衰定数、𝜔0
2と𝐾4は格子点、𝐾2は格子点間（intersite）の定数、

𝐸0は外場の振幅強度であり、c.c.は複素共役（complex conjugate）の略記である。この格子系

は格子点に 4次非調和性（quadric anharmonicity）がある。方程式(2.6.1)の解は、非調和性が

小さい場合には回転波近似（rotating wave approximation；RWA）の範囲内で見出せて、 

𝜓𝑛(𝑡) =
1

2
[𝑉𝑐 exp(𝑖𝜔𝑡 + 𝑖𝜙) + c. c. ] (2.6.2) 

となる。𝑉𝑐は実振幅、𝜙は位相である。解(2.6.2)の摂動は 

𝛿𝜓𝑛 =
1

2
cos(𝑞𝑛) [𝑉𝑃1 exp[𝑖(𝜔 − Ω)𝑡] + 𝑉𝑃2 exp[𝑖(−𝜔 − Ω)𝑡] + c. c. ]. (2.6.3) 

ここで、𝑉𝑃𝑗は複素振幅、𝑞は波数ベクトル、Ωは摂動波の複素周波数である。摂動(2.6.3)のΩ

を実部と虚部で分解すると 

𝛿𝜓𝑛 =
1

2
cos(𝑞𝑛) [{𝑉𝑃1 exp[𝑖(𝜔 − Re(Ω))𝑡]

+ 𝑉𝑃2 exp[𝑖(−𝜔 − Re(Ω))𝑡]} exp[Im(Ω)𝑡]

+ {𝑉𝑃1
∗ exp[−𝑖(𝜔 − Re(Ω))𝑡]

+ 𝑉𝑃2
∗ exp[−𝑖(−𝜔 − Re(Ω))𝑡]} exp[−Im(Ω)𝑡]]. (2.6.4) 

となって、|Im(Ω)|が大きいと摂動𝛿𝜓𝑛が時間とともに増大して振動が不安定になることが

わかる。これが変調不安定性である。 
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 ここで扱う定常波（LSM）を対称的なものに限定させるため、格子中に LSMが 3つし

か出現しない状態（波数ベクトル；𝑘1 = 0，𝑘2 = 𝜋 2⁄ ，𝑘3 = 𝜋）を考える（四光波混合の

3 つの入力が選ばれるために、RWA の範囲内ではこれ以外の LSMは重要ではない）。この

とき、解(2.6.2)は振幅𝑉𝑐が 3つの進行波ベクトル𝑘 = 0, 𝜋 2⁄ , 𝜋（− 𝜋 2⁄ と−𝜋は対称性のた

め排除される）が融合した形式で書かれ、摂動(2.6.3)は𝑉𝑃𝑗が波数±𝑞だけシフトした 4つの

進行波ベクトル𝑘 = 𝑞, 𝑞 ± 𝜋 2⁄ , 𝑞 + 𝜋（−𝜋は対称性のため排除される）が融合した形式で

書かれる（詳細は[20]をみよ）。系が安定条件にある場合、定常波（LSM）は図 2.6.1のよ

うになる。LSMが安定であるためには、外場エネルギー強度が適切でありかつIm[Ω(𝑞) 𝜔⁄ ] 

< 0である必要があり（図 2.6.2）、適切な強さの不安定性が LSMを生成する。 

 

 

図 2.6.1 安定した定常波（LSM）の空間パターンの例。〈|𝑈𝑛|〉𝑡は𝑈𝑛の時間平

均である。[20]より引用。 

 

図 2.6.2 Im[Ω(𝑞)/𝜔]の波数分布。1はエネルギー過少による不安定状態。2は

エネルギー適量による安定状態。3はエネルギー過多による不安定状態。エネ

ルギー強度が適切であればパターンが安定する。[20]より引用。 
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 図 2.6.3は準 2次元 KG格子系の〈|𝑈𝑛|〉𝑡の空間パターンである。色が濃いほど〈|𝑈𝑛|〉𝑡が大

きい。図の横軸と平行に進行波が伝搬しており、縦軸方向は調和相互作用𝐾int = 𝐾2 4⁄ で結

合している。図 2.6.1のパターンが縦方向にジグザグに並んでいる。故に、進行波の伝搬

方向とは垂直方向にパターンが生成されており、このパターンは格子系の空間モード――

即ち LSM――であるといえる。 

 

§2.7 分散曲線と非線形局在励起の関係 

 質量とばね定数が大小交互となる Duffing振動子が非線形結合した結合振動子系 

𝑚𝑖

𝑑2𝑥𝑖

𝑑𝑡2
+

𝑚𝑖

𝜏

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
+ 𝑘2𝑂𝑖𝑥𝑖 + 𝑘4𝑂𝑥𝑖

3 

+ ∑ 𝑘2𝐼
(𝑗)

(2𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+𝑗 − 𝑥𝑖−𝑗) + 𝑘4𝐼[(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1)3 + (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)3]

𝑗

 

= 𝑚𝑖𝛼 cos(Ω𝑡) 

 

 

(2.7.1) 

 

図 2.6.3 準 2次元 KG 格子系の〈|𝑈𝑛|〉𝑡の空間パターン。進行波の方向は横軸

に平行である。縦軸方向は調和相互作用で結合している。 [20]より引用。 
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を考える。ここで、𝑖 =奇数のときには質量𝑚𝑖が大きくてばね定数𝑘2𝑂𝑖が小さくなり、𝑖 =

偶数のときには質量𝑚𝑖が小さくてばね定数𝑘2𝑂𝑖が大きくなる。もちろん、(2.7.1)式の左辺

は(2.4.8)式と同一のものであり、右辺が強制励振項のみであることが唯一の違いである。 

参考文献[21]には、(2.7.1)式で数値シミュレーションしたときの ILMの生成・消滅過程の

実空間における挙動と、波数‐周波数空間でのフーリエ解析が調べられている（パラメー

タについては[22]も併せて参照すべし）。図 2.7.1は強制励振の外力（external force）に対す

る実空間および k空間における ILMの時間発展である。励起条件は図の最上部に掲げられ

ており、系がもつ光学スペクトルの頂点である 147kHz から 151kHzまで周波数を 2500 

periodまで漸増走査したのち（(a)の左から 1番目の点線の垂線）、周波数 151kHz で 5000 

periodまで ILMを固定し（(a)の左から 2番目の点線の垂線）、これより以降では強制励振

を印加しない。図 2.7.1 (a) の a-gの 2つの矢印で示されるそれぞれの時間区間における変

位を時空間フーリエ変換することにより、(b)-(g) に示されているように (𝜔, 𝑘) 空間での

ILMの解析が可能となる。これら 6つの波数 vs.周波数図に表示されている湾曲したパター

ンは、光学分岐（optic branch）の線形分散曲線である。区間 bではいくつもの局所的励起

――これは LSMと考えられる――が生じているが、図 2.7.1 (b) では線形分散曲線の頂点

かつ 𝑘 = 0 付近でパターンが濃くなる。区間 c，dでは、いくつかの局所的励起が様々な

方向に移動しながら次々に消滅していって区間 dの終わりで 1つの ILMにまとまるが、図

2.7.1 (c) では線形分散曲線の頂点より数 kHz 高周波の領域かつ 𝑘 = 0 付近で斜めの線形パ

ターンが幾重にも折り重なり、(d) ではいまだ線形分散曲線が濃く現れているものの

152kHzで水平の鋭い線形パターンも現出する。区間 eでは１つの ILMが定常的に安定的

に存在しており、図 2.7.1 (e) では線形分散曲線と水平の鋭い線形パターンが同程度の輝度

で並存している。区間 f，gは強制励振の印加がなくなるために ILMが減衰していくが、

図 2.7.1 (f)，(g)でも同様にパターンの輝度と鋭さが低くなっていき、水平のパターンは低

周波側にシフトして最終的には線形分散曲線と衝突する。 
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図 2.7.1 実空間と k空間における ILM エネルギーの発展。(a) 実空間における振動エ

ネルギー密度と時間の空間分布。(b)-(g) (a) における区間 b-gに対するフーリエ変換

の分布。[21]より引用し改変した。 
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 以上のことをまとめると、線形分散曲線の頂点が励起されるときには LSMが生じ、水

平の鋭いパターンが線形分散曲線よりやや離れた周波数領域に生じるときには ILM が生じ

ることがわかる。このことは、LSMや ILMといった非線形局在パターンの生成に線形の

分散関係が深く関わっていることを示唆するものである。 

 参考文献[23]では実空間を滑らかに移動する ILM と分散曲線の関係について調べられて

おり、走行 ILMは線形分散曲線の内部で傾きをもつような波数 vs.周波数特性をもつ。 
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第 3章 

可飽和非線形電気循環伝送路における

非線形局在励起の安定性交代 

 

強制励振のある可飽和非線形電気循環伝送路（saturable nonlinear electric cyclic transmission 

line）で生じる非線形局在励起（intrinsic localized mode；ILM）が可飽和非線形性（saturable 

nonlinearity）によって中心安定性が交代する現象について[1]、実験的に観測したうえでシミ

ュレーションと比較する。可飽和非線形素子として MOS キャパシタを用いた。線形の分散

関係が音響スペクトルとなるため、大きな強制励振を与えられた伝送路は漸軟非線形性

（soft nonlinearity）をもち、自己共鳴（auto-resonance）の静止 ILM は音響スペクトルより低

い周波数帯で観測される。強制励振周波数を漸減させて安定性転移点を越えたとき、ILM は

安定性を格子点中心（site-center）と結合点中心（bond-center）の間で変化する。強制励振周

波数を調整して相転移点を越えたときに安定性が SC と BC の間で交代する。ILM の中心安

定性が変化するとき、線形局所モード（linear local mode；LLM）は ILM の周波数に急速に

接近し、軟化（softening）する。このときの LLM の挙動は、プローブ摂動による線形応答

で観測した。 
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§3.1 背景 

 共振回路の最も基礎的なものに LC 回路がある。LC 回路を幾つも並べてリアクタンスで

結合させた LC 梯子回路は、伝送路（送電線；transmission line）を伝播する電気信号を考え

るうえで役立つ。非線形伝送路（nonlinear transmission line）という非線形の LC 梯子回路（図

3.1.1）は、ソリトンの伝達を実験的に研究する道具として大いに有用であり、ソリトンの概

念と同じくらいの古い歴史がある。可積分系の戸田格子（Toda lattice）はダイオードとコイ

ルの非線形伝送路として現実系になる。1970 年には非線形伝送路において初めて再帰現象

（recurrence phenomenon）が観測され[2]、1973 年にはマルチソリトン（multisoliton）とソリ

トン同士の弾性衝突（elastic collisions）も観測された[3]。以降、ソリトンの基本的な性質は

非線形伝送路で検証されてきた[4-18]。非線形伝送路における準連続体ソリトンは理論的に

も実験的にも広く研究された[19-26]。 

 可積分系ではソリトンが自由に走行できる。しかし、物理系における局在励起は非可積分

系で生じるものであり、エネルギーは走行中に散逸して速度が遅慢になるか静止してしま

う。電気格子系では、非線形伝送路の離散性によってソリトンを空間的に局在させて ILM

にする実験がなされ、ソリトンよりも遅慢な走行 ILM や[27,28]、静止局在する ILM が観測

された[29]。ILM が走行するときには安定性を格子点中心（site-center；SC）と結合点中心

（bond-center；BC）を交互に変えながら非線形伝送路中を進行していくことが観測されてい

 

図 3.1.1 非線形伝送路の一種である戸田格子。電圧依存のキャパシタンス𝐶(𝑉)を格

子点とし、格子点同士をリアクタンス𝐿で結合している。 
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る[28]。これは Peierls-Nabarro（PN）ポテンシャルによる効果であると考えられる[30]。 

ILM の自由走行／静止ピン止めという課題は、局在励起の分野では関心の中心にあると

いって過言ではない。なぜなら、ピン止め効果を制御することで、非線形伝送路の ILM の

挙動を自然が定めた条件に制限されることなく走行／静止を自由に調整することができれ

ば、工業的な応用も有り得るためである。Hadžievski らによって提案された可飽和非線形

（saturable nonlinearity）をもたせた離散非線形 Schrödinger（discrete nonlinear Schrödinger；

DNLS）方程式では、エネルギーに依存して PN ポテンシャルの強度が正負の間で調整でき、

安定性を格子点中心と結合点中心の間で入れ替えることができる[31,32]。PN 障壁が零のと

き、ILM は自由に走行する。（一般に、DNLS 方程式は非可積分であるため、ILM の生成は

できても格子ソリトンの生成はできず、もし生成された ILM が走行したとしてもソリトン

よりは遅慢である[33,34]。）可飽和非線形性の興味深い性質についてたくさん報告がなされ、

理論的な裏付けとなる研究もある[32,35-49]。 

 

§3.2 実験 

3.2.1 可飽和非線形電気伝送路の設計 

図 3.2.1 は実験で用いた可飽和非線形電気循環伝送路（saturable nonlinear electric cyclic 

transmission line）の回路図である。各単位格子（unit cell）に関して、格子点（on-site）は MOS

キャパシタ𝐶1とコイル𝐿1 = 626 H を並列した可飽和非線形共振器であり、結合点（inter-

site）は𝐶2 = 421 pF と線形リアクタンス𝐿2 = 626 H を並列した線形共振器である。各格

子点は小容量キャパシタ𝐶𝑑 =  34.3 pFを介して 10.5 V で均一励振（uniform drive）されてい

る。格子点数は𝑁 =  16であり、左端と右端の端子 T と T’が同一になる周期境界条件として

いる。 
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可飽和非線形素子――図 3.2.2(a)は、可飽和非線形キャパシタ𝐶1が、2 つの反転並列接続さ

れた p 型 MOS-FET1 2SJ680（東芝）に PN 接合ダイオード 1N4148（フェアチャイルド）を

接続したもので構成されていることを図示したものである。図中の円内には FET とそのド

レーン・ソース間に寄生ダイオードが同封されており、FET の外部にダイオードを寄生ダイ

オードとは反転並列になるように接続されている。 

 

                                                   
1 metal-oxide-semiconductor field-effect transistor：金属酸化膜半導体‐電界効果トランジスタ 

 

図 3.2.1 MOS キャパシタを組み込んだ非線形循環伝送路。図 3.1.1 の非線形伝送路の

格子点と結合点にそれぞれコイルとキャパシタを並列させることでそれぞれ可飽和非

線形共鳴器と線形共鳴器にしている。各格子点にコンデンサ𝐶𝑑を均一に弱く結合させ

て強制励振している。非線形伝送路の両端を同一とし、周期境界条件にしている。 

 

図 3.2.2 (a) 可飽和非線形キャパシタ𝐶1の回路図。p 型 MOS-FET が 2 つ反転並列にし

たうえで、互いのゲート・ソース間を接続し、ドレーン・ソース間には寄生ダイオー

ドとは反転並列になるように外部ダイオードを接続している。(b) 電圧に対する𝐶1の

応答。実線は測定値で、破線はシミュレーションに用いた値である。 
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p 型 MOS-FET のゲート電極に正バイアスが印加されると、n 型半導体に存在する電子が

ゲートの下にある酸化物と半導体の境界に蓄積され、この境界は導電性シートとしての役

割をもつようになる。ゲート･ソース間の電気容量は、酸化物の厚さによって決まる限界値

まで増大して飽和する。ゲート電極に負バイアスが印加されると、半導体は p 型に反転し、

境界層はドレーン・ソース間で導電性シートを形成する。蓄積層と反転層の間に微小なバイ

アス電圧が印加されている場合、境界上にあるキャリアが欠乏して導電性シートが形成さ

れないため、電気容量は小さい。 

図 3.2.2 (b) は、直流バイアスに対して 1 組の反転並列の MOS-FET（図 3.2.2 (a)）が作り

出す可飽和キャパシタンス𝐶1(𝑉)の応答を示す。寄生ダイオードとは反転並列に接続された

外部ダイオードは、ドレーン電極に蓄積された電荷を放出する働きをもつ。 

共振器と音響スペクトル――振幅が小さいとき、音響スペクトル𝜔2は 

𝜔2 =
1 𝐿1𝐶2⁄ + 2 𝐿2𝐶2⁄ (1 − cos 𝑘𝑎)

(𝐶1 + 𝐶𝑑) 𝐶2⁄ + 2(1 − cos 𝑘𝑎)
 (3.2.1) 

で記述される[29]。格子点の共振器（𝐶1と𝐿1）は音響スペクトルの最低周波数を引き上げる。

格子点間の線形共振器（𝐶2と𝐿2）は、音響スペクトルのバンド幅を狭くする役割があるため、

ILM を生成しやすくする[10]。音響スペクトルは図 3.2.4 のような分散曲線（実線）をもつ。

均一励振の場合には𝑘 = 0 となるから、音響スペクトルの最低周波数より低い周波数で ILM

が生成される[31]。ILM が生成できる最高の周波数は図 3.2.3 の点線で示される。 

 

図 3.2.3 線形伝送路の分散関係（実線）。𝑘 = 0 で ILM が生成される領域を灰色の楕

円で表示し、ILM 生成の最高周波数を点線で示している。 
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素子のパラメータ調整――ILM とは、「不純物や欠陥のない均一な格子系であっても振動が

局在する現象」であるので、実験をするにあたって、格子から不純物を極力取り除く必要が

ある。コイルやコンデンサなどの素子がもつ値にはバラツキがあり、値が均等になるように

調整しなくてはならない。リアクタンス𝐿1と𝐿2には中間周波数変換（intermediate frequency 

transform；IFT）コイルを使用し（図 3.2.4 (a)）、キャパシタンス𝐶2と𝐶𝑑には可変コイル（図

3.2.4 (b)）を使用した。これらの素子はマイナスドライバーで頭部のネジを回すことで値を

変えることができる。コイルやコンデンサの値の調整は図 3.2.4 (c)の LCR メーター（Wayne 

Kerr 4250）で行った。MOS-FET の調整は、100 個の候補からマルチ・フリケンシ LCR メー

ター（Hewlett Packard 4275A）で測定し、図 3.2.2 (b) の最低値が近いものを 32 個選定した。

各素子をブレッドボード上に配置し、非線形伝送路の実験を行った。ブレッドボードであれ

ば、素子の取り替えや、格子点ごとの信号の読み取りが容易である。 

 

図 3.2.4 (a) IFT コイル。(b) 可変コンデンサ。(c) LCR メーター（Wayne Kerr 4250）。

コイルとコンデンサの値を調整するのに使用する。(b)は製造・販売元である村田製

作所のホームページから引用した。 
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3.2.2 観測方法 

ILM振幅の空間パターンの観測――基本的な実験装置を図 3.2.5 に示す。発振器（driver）は

正弦波電圧（振幅 10.5 V）を、円状の非線形伝送路に均一に供給する。マルチプレクサ

（multiplexer，MX1616C）は、各格子点の信号を一定時間ごとに選択し、オシロスコープ

（Tektronix TDS 2014）に送信する。オシロスコープは各格子点の振動を（僅かな時間差が

あるものの）ほぼ同時に観測し、PC に送信して記録させる。この研究で観測する ILM は静

止局在の定常状態であるため、この観測方法で差し支えない。これにより、静止 ILM の振

幅の空間分布を観測することができる。 

ILM の線形応答測定――ILM は微小振動モードの付随を伴う[51-53]。これらの微小モード

は、ILM とは異なる周波数ピークをもつが、周波数𝑓𝑝のプローブ摂動（probe perturbation）

を与えたときの線形応答をみることで観測できる（プローブ周波数𝑓𝑝は強制励振周波数𝐹と

は異なる値である）[51,52]。このとき、プローブ摂動を ILM に隣接する格子点に印加し、

プローブとは ILM を挟んで反対側においてロックインアンプで観測する（四波混合効果を

減らすため）。図 3.2.6 は線形応答の観測方法である。実験系への影響を極力避けるため、プ

ローブ摂動にはコンデンサ𝐶𝑝  = 2 pF を挿入し、ロックインアンプ観測にはバッファ

（LM7171（デキサス・インスツルメンツ）によるボルテージ・フォロワー）を介している。 

 

図 3.2.5 実験装置の模式図。 
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3.2.3 不純性制御による非線形局在励起の生成 

 ILM の生成は、音響スペクトルよりも低周波にある ILM 発生領域において（図 3.2.3 の灰

色部分）、格子に不純性を与えることで可能になることが知られている[29]。ILM を生成し

たい格子点に可変コンデンサ𝐶𝑚を挿入し、格子点のキャパシタンスを増加させる。強制励

振周波数𝐹 = 176 kHz のときに𝐶𝑚 = 270 pFまで増加させて不純性モードを生成させて安定

させる。ここから𝐶𝑚を漸減させて、格子点から不純性を徐々に除去していく。格子の不純

性が取り除かれてほぼ均質になっても、振動は局在し、ILM が安定して定着する。しかし、

例えば𝐹 = 185 kHz でこの操作を行おうとしても、この周波数領域では格子空間モード

（lattice spatial mode；LSM）という ILMとは別種の空間パターンが発生してしまうため[54]、

不純性制御による ILM 生成には不向きである。また、𝐹 = 179 kHz で不純性制御による ILM

生成を行おうとしても波束が走行してしまうので、ILM は定着しない。 

3.2.4 非線形局在励起の空間パターン観測の結果 

 図 3.2.7 は、強制励振周波数𝐹に対する ILM の中心座標を示したものである。図中の実線

が ILM の中心座標である。以下の 2 つの条件に対する空間パターンの応答を測定した： 

 

図 3.2.6 線形応答測定の模式図。ILM に随伴する微小振動モードを測定する。ILM の

隣点でプローブ摂動を与え、もう片方の隣点で観測する。 
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(a) 𝐹 = 176 kHz で不純性制御によって ILM 生成し、𝐹を 176 kHz から漸増／漸減した

場合、 

(b) 𝐹 = 176 kHz で不純性制御によって ILM を生成してから𝐹 = 165 kHz まで漸減し、

𝐹を 165 kHz から漸増／漸減した場合。 

図 3.2.7 の実線は𝐹での ILM の中心座標、破線は ILM が半値となる座標の軌跡である。静止

安定した ILM は𝐹 = 177.62 kHz から 164.5 kHz までの間で観測され（図 3.2.8）、これより低

周波の領域では ILM は消滅する（図 3.2.9）。ILM の中心は段階的に転移する。ILM の中心

座標𝑁𝑐は 

 

図 3.2.7 強制励振周波数𝐹に対する ILM の中心座標の測定値。(a) 𝐹を 176 kHz から漸

増／漸減させたとき、(b) 𝐹を 165 kHz から漸増／漸減させたときである。実線は

ILM の中心座標、破線は ILM が半値となる座標を示す。矢印は𝐹の走査方向である。

斜線網掛は走行する波束、波線網掛は LSM の領域である。 
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図 3.2.8 強制励振周波数𝐹 vs. ILM 形状の測定値。図 3.2.7 (a) において (a) 𝐹 = 177 

kHz、(b) 174 kHz、(c) 169.4 kHz、(d) 168 kHz、(e) 166.2 kHz。図 3.2.7 (b) において(f) 

𝐹 = 177 kHz、(g) 174 kHz、(h) 169.4 kHz、(i) 168 kHz、(j) 166.2 kHz。各図を貫く矢印

は、走査方向を示す。音響スペクトルにより、ILM は釣鐘型になる。周波数𝐹が増加

（減少）すると、ILM は SC と BC の間で安定性を交代しながら、局在幅を拡大（縮

小）させる。 
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𝑁𝑐 =
∑ 𝑛 ∙ |𝑉𝑛|𝑚

𝑛=𝑙

∑ 𝑉𝑛
𝑚
𝑛=𝑙

 (3.2.2) 

で算出したものである。ここで、|𝑉𝑛|は𝑛番格子点での電圧の絶対値であり、𝑙と𝑚は ILM の

最大値から半値以内となる格子点の番号である。つまり、ILM が出現している空間領域に

限定して“重心”を計算することで、中心座標𝑁𝑐とした。 

図 3.2.7 (a)と(b)の間にはヒステリシスを確認できる。𝐹 = 177.63 kHz から 180.79 kHz まで

の周波数領域（斜線網掛）は走行する波束（wave packet）が生成され、𝐹 = 180.8 kHz より

高い周波数領域（波線網掛）には LSM（格子空間モード；lattice spatial mode）が発生する

（図 3.2.9）。 

 図 3.2.8 は強制励振周波数𝐹に対する ILM の形状である。周波数漸増／漸減の走査で形状に差

異がない周波数領域（即ち、非ヒステリシス領域）で選定した。非ヒステリシス領域では、周波 

数𝐹の漸減／漸増に依存せず、ILM は同じ形状をもつことがわかる。図 3.2.8 (a)，(b)，(f)，(g)で

は、ILM が出現している格子座標とは対称の位置に僅かながらに膨らんでいることが確認でき

る。漸軟非線形性があるため、周波数𝐹が低下するほど ILM の強度と局在幅が増大し、𝐹が上昇

するほど ILM の強度と局在幅は減少する。 

 

図 3.2.9 強制励振周波数𝐹 vs. 空間パターン形状の測定値。実線はいかなる非線形パ

ターンも出現しないとき（𝐹 = 164 kHz）、破線（黒色）は走行する波束（𝐹 = 180 

kHz）、点線（赤色）は LSM である（𝐹 = 185 kHz）。 
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図 3.2.9 において、実線は ILM が消滅していかなる非線形パターンが生成されていないと

きの空間パターンであり（𝐹 = 164 kHz）、各格子点は均一に弱い振幅しかもたない。破線（黒

色）は走行する波束を各格子点で少しずつずれた短い時間で観測したものであり（𝐹 = 180 kHz）、

歪だがパターンとはならない程度になだらかである。点線（赤色）は LSM（定常波）であり（𝐹 

= 185 kHz）、ほぼ均等な空間パターンがみてとれる。 

 

図 3.2.10 強制励振周波数𝐹 vs. ILM 形状の測定値。(a) 図 3.2.7 (a)の走査に対する ILM

形状を並べている。(b) 図 3.2.7 (b)の走査に対する ILM 形状を並べている。𝐹は 164.5 

kHz から 175.5 kHz までの間で 0.5 kHz 毎にオフセットをかけて並んでおり、両端の

周波数を図中に付記している。矢印は走査方向を示す。 
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図 3.2.11 強制励振周波数𝐹に対する ILM の中心座標と強度の測定値。(a) 𝐹を 163 kHz

から漸増させたとき、(b) 𝐹を 185 kHz から漸減させたときの ILM の中心座標であ

る。実線は ILM の中心座標、破線は ILM が半値となる座標を示す。矢印は𝐹の走査

方向である。グラフ上の数値は ILM の半値全幅である。縦方向の点線は ILM が安定

性変化する周波数を示す。斜線網掛は走行する波束、波線網掛は LSM の領域であ

る。図 3.2.7 とは座標を-4 だけ並行移動させている。(c) 周波数𝐹に対する最大振幅。

Duffing 類似の応答を示す。矢印は走査方向を示す。 
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 図 3.2.10 (a) と (b) において、ILM 生成領域では、振幅が増大（減少）すると局在幅が相

転移的に拡大（縮小）する現象をみてとれる。これは可飽和非線形性の特徴である。局在幅

（半値全幅）は、最小のときと最大のときで 1.5 倍近く差がある（図 3.2.7 をみよ）。自己共

鳴（auto-resonant）領域において幅変化を伴う相転移を起こしたとき、ILM の安定性は SC と

BC の間で交代を繰り返す。ヒステリシスがあるため、走査方法が異なれば周波数𝐹が同じ

であったとしても ILM の形状が異なる場合があることがわかる。 

 強制励振周波数𝐹を LSM が生成される高周波領域から漸減させて生成した ILM の中心座

標を図 3.2.11 (a)に示す。𝐹 = 175.22 kHz で、ILM は局在幅を変えることなく隣の格子点に

中心を跳躍（jump）して移動する。これより低い周波数では、ILM は図 3.2.7 (a)と同様の挙

動をする。ILM が生成されない低周波領域から𝐹を漸増させて生成した ILM の中心座標を

図 3.2.11 (b)に示す。𝐹を漸増させて 173.25 kHz にあるサドルノード分岐点を越えると、振動

子系が大振幅状態となって ILM が生じる。図 3.2.11 (a)と(b)を比較すると、走行する波束（斜

線網掛）や LSM（波線網掛）が出現する周波数が異なることがみてとれる。図 3.2.11 (c) は、

強制励振周波数𝐹に対する ILM の振幅応答の最大値である。漸軟非線形性をもつ Duffing 振

動子のヒステリシス曲線とよく似た挙動をしている。ただし、可飽和非線形性のある結合振

動子系であるため、SC-BC 間の安定性交代を起こす相転移点を𝐹が越えたとき、振幅が僅か

に跳躍する非連続的な増加（𝐹 = 171.08 kHz，166.15 kHz）が認められる。また、走行する

波束と LSM の間で状態が変化するときにも、振幅の跳躍がみられる。 

3.2.5 非線形局在励起の線形応答測定の結果 

 ILM の線形応答を 3.2.2 節記載の方法で測定した例を図 3.2.12 に示す。図 3.2.7 (a) におい

て強制励振周波数𝐹 = 177 kHz のときに、プローブ摂動周波数𝑓𝑝で走査した。摂動と強制励

振の差周波数𝑓𝑝 − 𝐹を-30 kHz から+70 kHz の間で 0.1 kHz ずつ漸増させている。5 番格子点

に摂動を印加し、10 番格子点でバッファを通してロックインアンプで測定した。縦軸は、 
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摂動振幅（2 V）に対する応答強度の比である。摂動と強制励振の差周波数𝑓𝑝 − 𝐹 = 0は ILM

の主振動周波数であり、付随する小振動ピークよりも桁違いに大きなピークをもつ。一方、

ILM に付随する小振動ピークは主振動の 1/1000 以下と非常に小さいが、ILM の本質的な性

質を知る手掛かりとなる[51-53]。図 3.2.12 において、𝑓𝑝 − 𝐹 = -6.5 kHz に出現するピークは

ILM の NFであり、𝑓𝑝 − 𝐹 = 4.0 kHz，19.7 kHz，32.0 kHz に出現するピークは LLM の共鳴

であり、これより高周波の小さなピークは音響スペクトルに起因するモードである。ILM と

その NFは同じ形状をもつ（図 3.2.13 (a)，(b)）[53]。LLM は低周波側から順に 1st LLM，3rd 

LLM，4th LLM と呼ぶことにする（図 3.2.13 (c) – (e)）。1st LLM は Hizhnyakov らの報告した

even-LLM とよく似ており（図 3.2.13 (c)）、3rd LLM は同じく odd-LLM に近い（図 3.2.13 (d)）

[51]。図 3.2.13 (e)の 4th LLM は奇パリティに近い形状をもつ。3rd LLM と 4th LLM は音響ス

ペクトル帯域𝜔の内部にあり、ILM の空間領域内のみならず、領域外でも非零の形状をもつ。

ちなみに、𝜔の最小値は 196.56 kHz である。 

 

図 3.2.12 ILM の線形応答の測定値（虚部）。図 3.2.7 (a) において𝐹 = 177 kHz 固定で

𝑓𝑝を走査した。5 番格子点に摂動を与えて、10 番格子点で観測している。負側のピー

クは NF、正側の大きなピークは 1st LLM である。中心は ILM 周波数である。縦軸は

プローブ振幅に対する応答振幅の比である。 
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図 3.2.13 大振幅の ILM と小振幅の NF および LLM の空間パターンの測定値。図

3.2.7 (a) において𝐹 = 177 kHz のときの各モードのピークを読み取った。5 番格子点

に摂動を与えている。(a) 大振幅の ILM、(b) ILM の NF（𝑓𝑝 − 𝐹 = -6.5 kHz）、(c) 1st 

LLM（𝑓𝑝 − 𝐹 = 4.0 kHz）、(d) 3rd LLM（𝑓𝑝 − 𝐹 = 19.7 kHz）、(e) 4th LLM（𝑓𝑝 − 𝐹 = 

32.0 kHz）の空間パターンである。縦軸は規格化された振幅強度である。 
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図 3.2.14 ILM の線形応答の測定値（虚部）を並べたデータ。(a) 図 3.2.7 (a) において

いくつかの𝐹を固定したときに𝑓𝑝を走査した。負側のピークは NF、正側は左から 1st 

LLM、2nd LLM、3rd LLM、4th LLM、5th LLM、バンドの順に並んでいる。中心（𝑓𝑝 −

𝐹 = 0）は ILM 周波数である。𝐹を 200Hz ずつ変化させ、各𝐹に対する線形応答を、𝐹

が小さくなるほど上部方向にオフセットをかけて並べている。(b) 図 3.2.7 (b) に対し

て同様の操作を行った。図中の大きな矢印は𝐹の走査方向を示す。 
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図 3.2.14 は、図 3.2.7 の ILM に対する線形応答である。図 3.2.14 (a) は図 3.2.7 (a) と同じ

ILM パターンにおいて、𝐹 =177.6kHz から 164.8kHz の間で 200Hz ごとに、各𝐹に対する線

形応答を、𝐹が小さくなるほど図の上部方向にオフセットを施して並べたものである。負側

のピークは NFであり、𝐹の減少に対して徐々に中心（𝑓𝑝 − 𝐹 = 0）に接近し、最も接近した

ときに ILM は消滅寸前の状態になる。正側のピークは左から順にそれぞれ、1st LLM、2nd 

LLM、3rd LLM、4th LLM、5th LLM、バンドである。1st LLM は、ILM が SC と BC の間で安

定性を交代するときにピークが中心に最も接近する。2nd LLM、3rd LLM、4th LLM、5th LLM

は中心から 10 kHz 以上高周波の領域で周波数を変化させる。図 3.2.14 (b) は図 3.2.7 (b) と

同じ ILM パターンにおいて、図 3.2.14 (a) と同様の操作を施したときのデータである。ピー

クの挙動は、1st LLM が ILM の幅が狭まるときにピークが中心に最も接近することを除け

ば、図 3.2.14 (a) とほぼ同じである。 

 図 3.2.15 は、図 3.2.14 の各ピークの軌跡を示したものである。これは ILM 付随のピーク

の周波数特性である。図 3.2.15 (a) には、図 3.2.7 の ILM に付随するピークが全て表示され

ており、横軸は強制励振周波数𝐹であり、縦軸はピーク周波数の𝐹に対する相対周波数であ

る。赤い線（実線）は図 3.2.14 (a) のピークの軌跡を示し、黒い線（破線）は図 3.2.14 (b) の

ものである。NFと 1st LLM にはヒステリシスがみられるものの（拡大図 3.2.15 (b) をみよ）、

2nd LLM と 3rd LLM と 4th LLM と 5th LLM にはヒステリシスがみられない。また、後者の高

周波 LLM は 170kHz の近傍で極大となるような周波数特性をもち、ILM の形状と関わりが

あると考えられるものの、相転移しても相対周波数に大きな変化はみられない。図 3.2.15 (b) 

は、図 3.2.15 (a) の拡大図であり、垂直の赤い実線は𝐹の漸減走査で ILM が安定性交代する

相転移点を示し、同様の黒い破線は𝐹の漸増走査で ILM が安定性交代する相転移点を示す。

安定性交代の相転移点に近づくと 1st LLM の相対周波数が零に急速に接近して軟化

（softening）することがわかる。ILM が消滅するときにはその直前で NFの相対周波数が零

に接近する。 
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図 3.2.15 ILM 付随のピークの周波数特性。(a) 図 3.2.14 のピークの軌跡。赤の実線は

図 3.2.14 (a) のもの、黒の破線は図 3.2.14 (b) のものである。横軸は強制周波数𝐹であ

り、縦軸は各ピークの相対周波数である。(b) (a)のうち NF と 1st LLM だけを拡大し

て表示したもの。図中の矢印は𝐹の走査方向を示し、黒い矢印（破線）は𝐹増大、赤

い矢印（実線）は𝐹減少である。縦方向の線は、ILM が安定性交代する周波数を示し

ており、黒い破線は𝐹増大、赤い実線は𝐹減少で引き起こる相転移点である。 
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§3.3 数値シミュレーション 

3.3.1 モデル 

 実験と比較するため、数値シミュレーションを行った。実験系のモデルとなる運動方程式

について以下で説明する。図 3.2.1 の可飽和非線形電気格子の𝑛番目の単位格子の方程式は

以下の連立方程式で表現される[10]： 

𝐿2

𝑑𝑖𝐿2,𝑛(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑉𝑛−1(𝑡) − 𝑉𝑛(𝑡), 

𝑖𝐶2,𝑛(𝑡) = 𝐶2 ∙
𝑑

𝑑𝑡
[𝑉𝑛−1(𝑡) − 𝑉𝑛(𝑡)], 

𝑖𝐶2,𝑛(𝑡) + 𝑖𝐿2,𝑛(𝑡) = 𝐼𝑛(𝑡), 

𝑖𝐶,𝑛(𝑡) =
𝑑𝑞(𝑉𝑛(𝑡))

𝑑𝑡
, 

𝐿1

𝑑𝑖𝐿1,𝑛(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑉𝑛(𝑡), 

𝑖𝐶,𝑛(𝑡) + 𝑖𝐿2,𝑛(𝑡) = 𝐼𝑛(𝑡) − 𝐼𝑛+1(𝑡) + 𝐶𝑑 ∙
𝑑

𝑑𝑡
[𝑉𝑑(𝑡) − 𝑉𝑛(𝑡)]. 

 

 

 

(3.3.1) 

ここで、𝑉𝑑(𝑡)は交流電源電圧、𝑉𝑛(𝑡)は𝐶1(𝑉)の両端の電圧、𝑖𝐿2,𝑛(𝑡)は𝐿2を流れる電流、𝑖𝐶2,𝑛(𝑡)

は𝐶2を流れる電流、𝑖𝐶,𝑛(𝑡)は𝐶1(𝑉)を流れる電流、𝑖𝐿1,𝑛(𝑡)は𝐿1を流れる電流、𝑞(𝑉𝑛(𝑡))は𝐶1(𝑉)

がもつ電荷である。連立方程式(3.3.1)を方程式にまとめたうえで減衰項を導入すると 

𝑑2𝑞(𝑉𝑛(𝑡))

𝑑𝑡2
= 𝐶2 ∙

𝜕

𝜕𝑡
[𝑉𝑛−1(𝑡) − 2𝑉𝑛(𝑡) + 𝑉𝑛+1(𝑡)] − 𝐶𝑑 ∙

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑉𝑛(𝑡)

+
1

𝐿2

[𝑉𝑛−1(𝑡) − 2𝑉𝑛(𝑡) + 𝑉𝑛+1(𝑡)] −
1

𝐿1
𝑉𝑛(𝑡) −

𝐿1𝜔0

𝑄

𝑑𝑉𝑛(𝑡)

𝑑𝑡

+ 𝐶𝑑

𝑑2𝑉𝑑(𝑡)

𝑑𝑡2
 

 

 

(3.3.2) 

となる。𝑄 = 58.9は実験的に算出した Q 値である。𝜔0 =196.56 kHz は𝜔の最小値である。可

飽和非線形キャパシタ𝐶1(𝑉)は 

𝐶1(𝑉) = 𝑘1 + 𝑘2 exp[−(𝑉 𝑘3⁄ )4] (3.3.3) 



51 

 

で近似した。図 3.2.2 (b) に示されている𝐶1(𝑉)の測定値（実線）から、係数をそれぞれ計算

して𝑘1 = 1.64nF、𝑘2 = −0.627nF、𝑘3 = 2.76V であるとした。近似曲線は図 3.2.2 (b) の点

線のようになる。方程式(3.3.2)の左辺は、𝑑𝑞 = 𝐶1𝑑𝑉という関係を用いれば 

𝑑2𝑞(𝑉𝑛(𝑡))

𝑑𝑡2
= 𝐶1(𝑉𝑛(𝑡))

𝑑2𝑉𝑛(𝑡)

𝑑𝑡2
+

𝑑𝐶1(𝑉𝑛(𝑡))

𝑑𝑉𝑛(𝑡)
(

𝑑𝑉𝑛(𝑡)

𝑑𝑡
)

2

 
(3.3.4) 

となる。ここで、𝑑𝐶1 𝑑𝑉⁄ は(3.3.3)を代入すれば 

𝑑𝐶1(𝑉𝑛(𝑡))

𝑑𝑉𝑛(𝑡)
= −

4𝑘2

𝑘3
(

𝑉𝑛(𝑡)

𝑘3
)

3

exp[−(𝑉𝑛(𝑡) 𝑘3⁄ )4] 
(3.3.5) 

となるので、(3.3.3)と(3.3.5)を(3.3.4)に代入すれば 

𝑑2𝑞(𝑉𝑛(𝑡))

𝑑𝑡2
= [𝑘1 + 𝑘2 exp[−(𝑉𝑛(𝑡) 𝑘3⁄ )4]]

𝑑2𝑉𝑛(𝑡)

𝑑𝑡2

−
4𝑘2

𝑘3
(

𝑉𝑛(𝑡)

𝑘3
)

3

exp[−(𝑉𝑛(𝑡) 𝑘3⁄ )4] (
𝑑𝑉𝑛(𝑡)

𝑑𝑡
)

2

 

 

(3.3.6) 

となる。(3.3.6)を運動方程式(3.3.2)に代入すると次のようになる： 

[𝑘1 + 𝑘2 exp[−(𝑉𝑛(𝑡) 𝑘3⁄ )4]]
𝑑2𝑉𝑛(𝑡)

𝑑𝑡2

−
4𝑘2

𝑘3
(

𝑉𝑛(𝑡)

𝑘3
)

3

exp[−(𝑉𝑛(𝑡) 𝑘3⁄ )4] (
𝑑𝑉𝑛(𝑡)

𝑑𝑡
)

2

= 𝐶2 ∙
𝑑

𝑑𝑡
[𝑉𝑛−1(𝑡) − 2𝑉𝑛(𝑡) + 𝑉𝑛+1(𝑡)] − 𝐶𝑑 ∙

𝑑2𝑉𝑛(𝑡)

𝑑𝑡2

+
1

𝐿2

[𝑉𝑛−1(𝑡) − 2𝑉𝑛(𝑡) + 𝑉𝑛+1(𝑡)] −
1

𝐿1
𝑉𝑛(𝑡) −

𝐿1𝜔0

𝑄

𝑑𝑉𝑛(𝑡)

𝑑𝑡

+ 𝐶𝑑

𝑑2𝑉𝑑(𝑡)

𝑑𝑡2
. 

 

 

(3.3.7) 

数値シミュレーションは、変形した運動方程式(3.3.7)にて実施した。 

3.3.2 非線形局在励起の空間パターンの数値シミュレーシ

ョン結果 

図 3.3.1 は、強制励振周波数𝐹に対する ILM の中心座標を示したものである。図中の実線 
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図 3.3.1 シミュレーションによる強制励振周波数𝐹に対する ILM の中心座標。(a) 𝐹を

190 kHz から漸増／漸減させたとき、(b) 170 kHz から漸増／漸減させたとき、(c) 165 

kHz から漸増させたときである。実線は ILM の中心座標、破線は ILM が半値となる

座標を示す。矢印は𝐹の走査方向である。斜線網掛は走行する波束の領域である。(d) 

(a)-(c)における周波数𝐹に対する最大振幅。Duffing 類似の応答を示す。 
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が ILM の中心座標である。以下の 3 つの条件に対する空間パターンの応答を測定した： 

(a) 𝐹 = 190 kHz にて不純性制御で ILM 生成し、𝐹を 190 kHz から漸増／漸減した場合 

(b) 𝐹 = 190 kHz にて不純性制御で ILM を生成して𝐹 = 170 kHz まで漸減して、𝐹を 170  

kHz から漸増／漸減した場合、 

(c) 𝐹を 165 kHz から漸増した場合。 

図 3.3.1 (a)-(c)の実線は強制周波数𝐹に対する ILM の中心座標、破線は ILM が半値となる

座標の軌跡である。静止安定した ILM は𝐹 = 191.78 kHz から 168.94 kHz までの間で観測さ

れ（図 3.3.1）、これ以外の周波数領域では ILM は消滅する（図 3.3.2）。ILM の中心は 0.5 格

子点の距離で段階的に転移する。図 3.3.1 (a)と(b)の間にはヒステリシスを僅かながらに確認

できるが、実験に比べれば極めて小さい。𝐹 = 191.79 kHz から 197.85 kHz までの周波数領

域（斜線網掛）は走行する波束が生成される（図 3.3.1）。 

 図 3.3.3 は強制励振周波数𝐹に対する ILM の形状である。これらの周波数はいずれもヒス

テリシスのない領域であるが、周波数𝐹の漸減／漸増に依存せず、ILM は同じ形状をもつこ

とがわかる。図 3.3.3 (a)，(b)，(f)，(g)では、ILM が出現している格子座標とは対称の位置に  

 

図 3.3.2 シミュレーションでの強制励振周波数𝐹 vs. 空間パターン形状。実線は低周

波側でいかなる非線形パターンも出現しないとき（𝐹 = 165 kHz）、破線は走行する波

束（𝐹 = 195 kHz）、鎖線は高周波側でいかなる非線形パターンも出現しないときであ

る（𝐹 = 200 kHz）。 
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図 3.3.3 強制励振周波数𝐹 vs. ILM 形状の測定値。図 3.3.1 (a) において (a) 𝐹 = 186 

kHz、(b) 180 kHz、(c) 176 kHz、(d) 173 kHz、(e) 171 kHz。図 3.3.2 (b) において(f) 𝐹 

= 186 kHz、(g) 180 kHz、(h) 176 kHz、(i) 173 kHz、(j) 171 kHz。各図を貫く矢印は、

走査方向を示す。音響スペクトルにより、ILM は釣鐘型になる。周波数𝐹が増加（減

少）すると、ILM は SC と BC の間で安定性を交代しながら、局在幅を拡大（縮小）

させる。 
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僅かながらに膨らんでいることが確認できる。漸軟非線形性があるため、周波数𝐹が低下す

るほど ILM の強度と局在幅が増大し、𝐹が上昇するほど ILM の強度と局在幅は減少する。 

 図 3.3.4 (a) と (b) において、ILM 生成領域では、振幅が増大（減少）すると局在幅が相

転移的に拡大（縮小）する現象をみてとれる。これは可飽和非線形性の特徴である。半値全

幅は、最小のときと最大のときで 1.6 倍近く差がある（図 3.3.1 をみよ）。自己共鳴領域にお

いては内部にある相転移点を越えたときに、ILM はその安定性を SC と BC の間で交代す

る。ヒステリシスがあるため、走査方法が異なれば周波数𝐹が同じであったとしても ILM の

形状が異なる場合があることがわかる。 

 シミュレーションにおける ILM 形状の特性は、実験ととてもよく一致していることがわ

かる。 

 

図 3.3.4 強制励振周波数𝐹 vs. ILM 形状の測定値。(a) 図 3.3.1 (a)の走査に対する ILM

形状を並べている。(b) 図 3.3.1 (b)の走査に対する ILM 形状を並べている。𝐹は 169 

kHz から 190 kHz までの間で 1 kHz 毎にオフセットをかけて並んでおり、両端の周波

数を図中に付記している。矢印は走査方向を示す。 
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3.3.3 非線形局在励起の線形応答シミュレーションの結果 

図 3.3.5 は、図 3.3.1 の ILM に対する線形応答である。図 3.3.5 は図 3.3.1 (a) と同じ ILM

パターンにおいて、𝐹 = 190.8 kHz から 169.9 kHz の間で概ね 300Hz ごとに、各𝐹に対する

線形応答を、𝐹が小さくなるほど図の上部方向にオフセットを施して並べたものである。負

側のピークは NFであり、𝐹の減少に対して徐々に中心（𝑓𝑝 − 𝐹 = 0）に接近する。正側の最

も大きなピークは 1st LLM である。1st LLM は、ILM の SC と BC の間で安定性交代すると

きにピークが中心に最も接近する。ピークの挙動は、𝐹の漸増／漸減に対して僅少である。 

 

図 3.3.5 シミュレーションにおける ILM の線形応答（虚部）を並べたデータ。図

3.3.1 (a) においていくつかの𝐹を固定したときに𝑓𝑝を走査した。負側のピークは NF、

正側のうち大きなピークは 1st LLM である。中心（𝑓𝑝 − 𝐹 = 0）は ILM 周波数であ

る。𝐹を概ね 300Hz ずつ変化さた。図中の大きな矢印は𝐹の走査方向を示す。 
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図 3.3.6 シミュレーションにおける ILM 付随のピークの周波数特性。(a) 図 3.3.5 の

ピークの軌跡。横軸は強制周波数𝐹であり、縦軸は各ピークの相対周波数である。(b) 

(a)のうち NF と 1st LLM だけを拡大して表示したもの。 
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 図 3.3.6 は、図 3.3.5 の各ピークの軌跡を示したものである。これは ILM 付随のピークの

周波数特性である。図 3.2.15 (a) には、図 3.2.5 の ILM に付随するピークがバンド以外は全

て表示されており、横軸は強制励振周波数𝐹であり、縦軸はピーク周波数の𝐹に対する相対

周波数である。NFおよび 1st LLM 以外のピークは、ILM の安定性交代によって生成された

り消滅されたりし、また、𝐹 = 175 kHz 近傍で相対周波数の最大をもつものがある。図 3.2.15 

(b) は、図 3.2.15 (a) の拡大図である。安定性交代の相転移点に近づくと 1st LLM の相対周

波数が零に限りなく接近して軟化する。ILM が消滅するときには NFの相対周波数が零に接

近する。これらは、実験における挙動とよく似ている。 

 

§3.4 考察 

3.4.1 可飽和非線形性による非線形局在励起の段階的な安

定性交代 

 本章では、MOS キャパシタを可飽和非線形素子とした電気循環伝送路において ILM 生成

実験を行い、この伝送路を模した数理モデルでシミュレーションも併せて行った。実験とシ

ミュレーションはともに、可飽和非線形循環伝送路が音響スペクトルをもつために、ILM は

低周波側にサドルノード分岐をもつことを確認できた（図 3.2.11 及び図 3.3.1）。このサドル

ノード分岐は ILM の NF の軟化に関係して生じるものであり、MEMS カンチレバーアレイ

における実験で観測された挙動とよく似ている[53]。 

可飽和非線形伝送路中の ILM は、SC と BC の間で安定性を段階的に変化する。このこと

は Hadžievski らが理論的に予言しており、彼らは PN 障壁の高さが零になるときに安定性交

代が生じると説明した[32]。LLM のうち ILM に最も近いもの（1st LLM）が軟化すると PN
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障壁が取り除かれると考えられているが、実際に、1st LLM の周波数が ILM に接近したとき

に ILM は SC と BC の間で安定性交代を起こすことが確認できる（図 3.2.15 及び図 3.3.6）。

MOS キャパシタが電圧依存性によって急激に電気容量を変化させることが（図 3.2.2 (b)）、

PN 障壁の高さを激減させる要因であると考えられる。PN 障壁除去（PN barrier free）は、PN

ポテンシャルによって格子空間に局所的に閉じ込められた ILM を、ソリトンにように走行

させるための重要なキーワードであり、盛んに研究されていることは第 1 章で述べた。本章

の実験では、PN 障壁を除去するような働きが生じているにも関わらず、ILM は走行せずに

安定して静止局在し続け、安定性交代を引き起こすに留まった。[32]にて、Hadžievski らは、

PN 障壁が零の場合に、格子点に位相差があるときには ILM が走行するものの、この位相差

がないときには ILM が走行せずに静止局在して幅変化することをシミュレーションで示し

ている。筆者らの実験で ILM が走行せずに安定して静止局在していたのは、格子点の強制

励振が一様で位相差がないためであると考えられる。可飽和非線形伝送路に進行波の強制

励振を印加することで走行する ILM の生成が予想されるが、しかし、筆者らが行った𝑁 = 

96 の伝送路における進行波励起実験では ILM の走行は生じなかった。このことから、ILM

を安定して走行させるには適切な位相差が必要であろうことが予想される。また、English ら

は、ILM が走行するときには安定性を BC と SC の間で交代しながら走行することを実験的

に確かめている[30]。筆者らの実験で ILM が安定性を BC と SC の間で交代するのは、PN 障

壁が零になったときに PN 障壁の高さが非常に短い時間で回復するために、僅かながらに走

行した ILM を閉じ込めてしまうためであると予想される。つまり、この予想の通りのメカ

ニズムがあるとするならば、ILM が静止局在しながらその安定性を SC と BC の間で交代す

ること自体が、非常に短い時間での ILM の走行とみなすことができる。 

MOS キャパシタによる可飽和非線形伝送路は、離散系における ILM の形状とその安定性

を調べるうえで、好いベンチマークとなる。 
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3.4.2 非線形局在励起の幅変化と線形局所モードの関係 

 図 3.2.7 の静止 ILM には相が 5 つある。図 3.4.1 に、それぞれの相：(a) 強制励振周波数

𝐹 = 177 kHz、(b) 174 kHz、(c) 169.4 kHz、(d) 168 kHz、(e) 166.2 kHz における ILM と LLM

の振動形状を示す。左から右（右から左）にいくにつれて、ILM の幅は拡大（縮小）する。

ILM の幅が拡大（縮小）するほど、LLM の個数が増え（減り）、1st LLM と 2nd LLM は幅を

拡大するが、3rd LLM と 4th LLM は幅を変えない。図 3.4.1 (a)の 1st LLM と 3rd LLM は、それ

ぞれ[51]にて Hizhnakov らが観測した even LLM と odd LLM とよく似ており、ILM の形状も

――筆者らの観測が音響型で、Hizhnyakov らの観測が光学型であることを除けば――よく

似ている。 

 ILM の幅が図 3.4.1 (a) よりもさらに縮小したとすれば、LLM は一体どのような挙動をす

るであろうか。3.2節で行った実験とは別に、筆者らは図3.2.1の𝐶1(𝑉)からダイオード1N4148

を取り除いて𝐿1 = 313 H にした可飽和非線形伝送路で ILM と LLM の幅の関係を調べた。 

 

図 3.4.1 実験的に測定した ILM と LLM の振動形状。図 3.2.7 (a) において、(a) 𝐹 = 

177 kHz、(b) 174 kHz、(c) 169.4 kHz、(d) 168 kHz、(e) 166.2 kHz で計測した。 
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図 3.4.2 は、条件変更を施した可飽和非線形循環伝送路における ILM の幅変化の様子であ

る。図 3.4.2 (a) は𝐹 = 274 kHz で不純性によって ILM を生成してそこから𝐹を漸増／漸減

させたときの ILM の中心と半値の位置をプロットしたものであり、(b)は𝐹 =274 kHz で生成

された ILM を 236 kHz まで漸減させてそこから漸増／漸減させたものであり、波線網掛部

は LSM を示し、矢印は走査方向を示す。図 3.4.2 (c)は、(a)と(b)の振幅の大きさであり、小

さな実線の矢印は(a)に対応した走査方向であり、小さな破線の矢印は(b)に対応した走査方

向である。図 3.4.2 (d)は、(a)において𝐹 =310 kHz、290 kHz、260 kHz、248 kHz、240 kHz、

236 kHz 及び 230 kHz での振動形状を示したものである。図 3.4.3 に(a) 𝐹 = 265 kHz、(b) 250 

kHz、(c) 241 kHz、(d) 237 kHz における ILM と LLM の振動形状を示す。左から右（右から 

 

図 3.4.2 条件変更した可飽和非線形循環伝送路における ILM の幅変化。(a) 強制励振

周波数𝐹 = 176 kHz から漸増／漸減させたとき、(b) 𝐹を 165 kHz から漸増／漸減させ

たときの ILM の中心座標の測定値である。実線は ILM の中心座標、破線は ILM が半

値となる座標を示す。矢印は𝐹の走査方向である。波線網掛は LSM の領域である。

(c) 𝐹に対する最大振幅である。Duffing 類似の応答を示す。矢印は走査方向を示す。

(d) (a) の各𝐹での振動形状である。 
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左）にいくにつれて、ILM の幅は拡大（縮小）する。ILM の幅が拡大（縮小）するほど、

LLM の個数が増え（減り）、1st LLM と 2nd LLM は幅を拡大する。図 3.4.3 (d) の ILM と LLM

の形状は、図 3.4.1 (a) のものとよく似ており、また、こちらでも 1st LLM と 2nd LLM はそ

れぞれ Hiznyakov が報告した even LLM と odd LLM によく似ている。図 3.4.1 と図 3.4.3 を

比較することで、ILM の幅が増える（減る）ほど LLM の数が増えて（減って）しかも 1st 

LLM の幅も増える（減る）ことがわかる。興味深いことに、図 3.4.3 (a) では LLM が 1 つ

も出現しない。LLM を提唱した Hizhnyakov らは、ILM を格子欠陥とみなせば LLM は論理

的帰結として生じるはずであると説明しているが[53]、我々の結果はこの理論とは異なるも

のになっている。Hizhnyakovがシミュレーションで示した LLMの親となる ILMの形状は、

規格化すればおよそ(⋯ , −0.2,0.5, −1,1, −0.5,0.2 ⋯ )であり、ベクトルを絶対値でとったとき

 

図 3.4.3 条件変更した可飽和非線形循環伝送路で実験的に測定した ILM と LLM の振

動形状。図 3.4.1 (a) において、(a) 𝐹 = 265 kHz、(b) 250 kHz、(c) 241 kHz、(d) 237 

kHz で計測した。 
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の半値全幅は約 3 である。一方、図 3.4.3 (a) の ILM の半値全幅は 1.3 であり、Hiznyakov の

ILM に比べれば半分以下になる、大変に狭小なものである。しかし、図 3.4.3 (b) の ILM は

2.6 の半値全幅をもち、LLM を 1 つだけもつ。図 3.4.3 と図 3.4.1 をみると、ILM は幅を縮小

させるにしたがって、LLM の数を減らし、1st LLM の幅を減らしていくことがわかる。1st 

LLM の幅は、ILM の幅の大きさに依存し、1st ILM の幅があまりにも狭すぎると LLM の存

在を許さなくなるメカニズムが存在するようである。1st LLM には正と負のベクトルが ILM

の両端の格子点上にあって、ILM の幅が広いときには互いに離れているが、ILM の幅が狭

くなるほどこれらのベクトルが接近して、ILM がある一定の幅よりも狭くなるとベクトル

同士が対消滅して、1st LLM の存在を許さなくなってしまうものと考えられる。 

3.4.3 非線形局在励起の幅と離散性の関係 

 ILM は、離散性のある非可積分系に生じる現象である。逆に、連続体において ILM は存

在しえず、振動が局在するとすればソリトンとして生じる。このことから、ILM を ILM た

らしめている大きな要因として離散性があるといえる。ILM の離散性が高いほど、ILM を

ソリトンから遠い性質をもたせるようなメカニズムの存在の可能性を示唆できる。 

図 3.2.11 と図 3.4.2 を比較すると、ILM の幅が縮小（拡大）するほど、相転移するときの

電圧ギャップが大きく（小さく）なることがわかる。例えば、ILM の幅が狭い場合；図 3.4.2 

(c) の𝐹 = 258 kHz 付近の電圧振幅ギャップが 4 V 程度あるのに対して、ILM の幅が広い場

合；図 3.2.11 (c) の𝐹 = 167 kHz 付近の電圧振幅ギャップは 0.2 V 程度ある。このように、

ILM の幅が狭い（広い）ほど、相転移点での電圧振幅ギャップは大きく（小さく）なる。 

 図 3.4.4 は、図 3.2.7 の ILM の半値全幅（full width at half maximum；FWHM）の周波数依

存性を示した図である。この図では、ILM の半値全幅は全体を通してなだらかに変化し、

ILM が幅変化の相転移を起こしても半値全幅が急激に変化することはない。図 3.4.5 に、図 
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3.4.2 の ILM の半値全幅と周波数の関係を示しているが、こちらの図においては、ILM の 

半値全幅は段階的に変化することがわかる。ILM が中心移動の相転移を起こすときに半値

全幅が急激に変化する。また、ILM の半値全幅が小さいときには、強制励振周波数𝐹が減少

しても半値全幅の変化はほとんどないが、半値全幅が 3 付近を超えると、ILM は相転移点

を越えるまで緩やかに半値全幅を広げることがわかる。また、振幅に大きなヒステリシスが

みられるように（図 3.4.1 (c)をみよ）、半値全幅にも大きなヒステリシスがみられる。 

 

 

図 3.4.4 ILM の半値全幅の周波数依存性。実線は図 3.2.7 (a) の ILM の半値全幅であ

り、破線は図 3.2.7 (b) から作成した。 

 

図 3.4.5 ILM の半値全幅の周波数依存性。実線は図 3.4.2 (a) の ILM の半値全幅であ

り、破線は図 3.4.2 (b) から作成した。 
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図 3.4.4 と図 3.4.5 を比較すると、ILM の半値全幅が大きいときには、ILM が中心点をずら

す相転移をしたときでも半値全幅が変化しないのに対して、ILM の半値全幅が小さいとき

には、ILM は相転移をしたときに半値全幅を大きく変化させる。 

局在の半値全幅が小さいときであれば局在振動の離散性は大きくなるが、筆者らの観測

では ILM の半値全幅が小さいときほど、ILM は振幅と半値全幅を段階的に大きく変化させ、

逆に、ILM の半値全幅が大きいときほど、ILM は振幅と半値全幅を段階的にではなく緩や

かに変化させる。このことは、ILM が幅を拡大させてその離散性を低くしたときには、離散

的な効果であるところの段階的な変化をしなくなり、ILM であるにも関わらず――局在こ

そしているものの――ILM としての性質を少しずつ失ってソリトンに近い性質を獲得して

いくものと考えられる。つまり、ILM を ILM たらしめているのは、その離散性の高さ（局

在幅の狭さ）にある。また、ILM の幅が、格子点を無視できるほどに広がって連続体近似で

きるほどになって離散性を低めれば、ILM はソリトンのように走行するかもしれない。そ

のような場合、ILM とソリトンの境界がどこにあるのかという問題は、ILM やソリトンを

詳しく調べるうえで大変興味深いものとなるであろう。 

 

§3.5 まとめ 

 電気格子による可飽和非線形循環伝送路において、ILM が安定性を SC と BC で段階的に

入れ替わる現象を発見した。ILM が段階的に安定性交代するときに、1st LLM が軟化するこ

とを線形応答測定による実験から見出した。このことは、Hadžievski らが理論的に提唱して

いたことと――周波数依存のヒステリシスが生じることを除けば――よく一致する[32]。 

 ILM が幅を拡大（縮小）させるとき、付随する LLM はその個数を増加（減少）したり、

LLM の幅も増加（減少）したりする。とりわけ興味深いことは、ILM の幅が極端に狭いと
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LLM が出現しなくなるということである。このことは、LLM が正と負のベクトルをもって

おり、ILM の幅が狭くなるとこれらのベクトルが接近して対消滅してしまうためによると

考えられる。 

 ILM の幅が広いときには、ILM の半値全幅はなだらかに変化し、安定性を SC と BC の間

で交代させる相転移が起きたときでも大きな変化をみせない。しかし、ILM の幅が狭いと

きには、ILM の半値全幅は段階的に変化し、安定性を交代させる相転移が起きるときに急

激に変化する。ILM の離散性が小さいと――即ち、ILM の幅が広いと――安定性の交代に

対して振幅と幅変化が小さくなる。このことは、ILM を ILM たらしめているものが離散性

の高さによるものであり、ILM の離散性が低いと ILM としての要素が弱まってソリトンと

しての要素が強まることを示唆しているものと考えられる。ILM とソリトンの境目がどこ

にあるのかというテーマについて掘り下げて研究することは興味深い。 

  



67 

 

参考文献 

[1] W. Shi, S. Shige, Y. Soga, M. Sato, and A.J. Sievers, Europhys. Lett. 103, 30006 (2013). 

[2] M. Toda, Theory of Nonlinear Lattices (Springer, Berlin) 1989. 

[3] R. Hirota and K. Suzuki, J. Phys. Soc. Jpn. 28, 1366 (1970). 

[4] R. Hirota and K. Suzuki, Proc. IEEE 61, 1481 (1973). 

[5] T. Kuusela, J. Hietarinta, K. Kokko, and R. Laiho, Euro. J. Phys. 8, 27 (1987). 

[6] T. Tsuboi, Phys. Rev. A, 41, 4534 (1990). 

[7] T. Tsuboi, Phys. Rev. A, 40, 2753 (1989). 

[8] R. Hirota, J. Phys. Soc. Jpn. 35, 289 (1973). 

[9] K. Muroya, N. Saitoh, and S. Watanabe, J. Phys. Soc. Jpn. 51, 1024 (1982). 

[10] K. Fukushima, Y. Narahara, and M. Wadati, J. Phys. Soc. Jpn. 49, 1593 (1980). 

[11] T. Yoshinaga and T. Kakutani, J. Phys. Soc. Jpn. 56, 3447 (1987). 

[12] F. Kako, K. Muroya, and S. Watanabe, J. Phys. Soc. Jpn. 55, 2919 (1986). 

[13] K. Muroya and S. Watanabe, J. Phys. Soc. Jpn. 50, 3159 (1981). 

[14] S. Watanabe and K. Muroya, J. Phys. Soc. Jpn. 50, 3166 (1981). 

[15] T. Kofane, B. Michaux, and M. Remoissenet, J. Phys. C 21, 1395 (1988). 

[16] Y.A. Stepanyants, Wave Motion 3, 335 (1981). 

[17] L.A. Ostrovskii, V.V. Papko, and Y.A. Stepanyants, Sov. Phys. JETP 51, 417 (1980). 

[18] H. Nagashima, J. Phys. Soc. Jpn. 47, 1387 (1979). 

[19] T. Yoshinaga and T. Kakutani, J. Phys. Soc. Jpn. 51, 1303 (1982). 

[20] A.C. Scott, Active Nonlinear Wave Propagation in Electronics (Wiley-Interscience, New York) 

1970. 

[21] D. Jäger, Int. J. Electron. 58, 649 (1985). 



68 

 

[22] B.A. Malomed, Phys. Rev. A 45, 4097 (1992). 

[23] P. Marquié, J.M. Bilbault, and M. Remoissenet, Phys. Rev. E 49, 828 (1994). 

[24] T. Kuusela, Chaos, Solitons Fractals 5, 2419 (1995) 

[25] A. Scott, Nonlinear Science: Emergence and Dynamics of Coherent Structures (Oxford 

University Press, New York) 1999. 

[26] B.Z. Essimbi and D. Jäger, J. Phys. D 39, 390 (2006). 

[27] E. Afshari, H.S. Bhat, A. Hajimiri, and J.E. Marsden, Appl. Phys. 99, 054901 (2006). 

[28] M. Sato, S. Yasui, M. Kimura, T. Hikihara, and A.J. Sievers, Europhys. Lett. 80, 30002 (2007). 

[29] R. Stearrett and L.Q. English, J. Phys. D 40, 5394 (2007). 

[30] L.Q. English, R.B. Thakur, and R. Stearrett, Phys. Rev. E 77, 066601 (2008). 

[31] Y.S. Kivshar and D.K. Campbell, Phys. Rev. E 48, 3077 (1993). 

[32] L. Hadžievski, A. Maluckov, M. Stepić, and D. Kip, Phys. Rev. Lett. 93, 033901 (2004). 

[33] A. Maluckov, L. Hadžievski, and M. Stepić, Physica D 216, 95 (2006). 

[34] D.B. Duncan, J.C. Eilbeck, H. Feddersen, and J.A.D. Wattis, Physica D 68, 1 (1993). 

[35] O.F. Oxtoby and I.V. Barashenkov, Phys. Rev. E 76, 036603 (2007). 

[36] M. Stepić, D. Kip, L. Hadžievski, and A. Maluckov, Phys. Rev. E 69, 066618 (2004). 

[37] D. Zueco, P.J. Martínez, L.M. Floría, and F. Falo, Phys. Rev. E 71, 036613 (2005). 

[38] A. Khare, K.Ø. Rasmussen, M. Salerno, M.R. Samuelsen, and A. Saxena, Phys. Rev. E 74, 

016607 (2006). 

[39] J. Cuevas, J.C. Eilbeck, and N.I. Karachalios, Disc. Cont. Dyn. Sys. 21, 445 (2008). 

[40] T.R.O. Melvin, A.R. Champneys, P.G. Kevrekidis, and J. Cuevas, Physica D 237, 551 (2008). 

[41] O.V. Borovkova, Y.V. Kartashov, and L. Torner, Phys. Rev. A 81, 063806 (2010). 

[42] I. Aslan, Phys. Lett. A 375, 4214 (2011). 

[43] M. Fečkan and V.M. Rothos, Disc. Cont. Dyn. Sys. S 4, 1129 (2011). 



69 

 

[44] U. Naether, R.A. Vicencio, and M. Johansson, Phys. Rev. E 83, 036601 (2011). 

[45] M. Syafwan, H. Susanto, S.M. Cox, and B.A. Malomed, J. Phys. A 45, 075207 (2012). 

[46] P.P. Beličev, I. Ilić, A. Malukov, M. Stepić, A. Kanshu, C.E. Rüter, and D. Kip, Phys. Rev. A 86, 

033835 (2012). 

[47] A.B. Togueu Motcheyo, C. Tchawoua, M. Siewe Siewe, and J.D. Tchinang Tchameu, Comm. 

Nonl. Sci. Num. Sim. 18, 946 (2013). 

[48] D. Guzmán-Silva, C. Lou, U. Naether, C.E. Rüter, D. Kip, and R.A. Vicencio, Phys. Rev. A 87, 

043837 (2013). 

[49] J.D. Tchinang Tchameu, A.B. Togueu Motcheyo, and C. Tchawoua, Phys. Rev. E 90, 043203 

(2014). 

[50] J.D. Tchinang Tchameu, C. Tchawoua, and A.B. Togueu Motcheyo, Wave Motion 65, 112 (2016). 

[51] V. Hizhnyakov and A. Shelkan, Phys. Rev. B 73, 224302 (2006). 

[52] M. Sato, S. Imai, N. Fujita, W. Shi, Y. Takao, Y. Sada, B.E. Hubbard, B. Ilic, and A.J. Sievers, 

Phys. Rev. Lett. 107, 234101 (2011). 

[53] M. Sato, S. Imai, N. Fujita, W. Shi, Y. Takao, Y. Sada, B.E. Hubbard, B. Ilic, and A.J. Sievers, 

Phys. Rev. E 87, 012920 (2013). 

[54] V.M. Burlakov, Phys. Rev. Lett. 80, 3988 (1998). 

 



70 

 

第 4章 

可飽和非線形電気循環伝送路における

パターン形成と対称性 

 

強制励振のある非線形電気循環伝送路（nonlinear electric cyclic transmission line）において、

大振幅の非線形局在励起（intrinsic localized mode；ILM）または格子空間モード（lattice spatial 

mode；LSM）によるパターン形成（pattern formation）を実験的に観測し、その結果をシミ

ュレーションと比較する[1]。この 1 次元非線形格子系でのパターン形成について以下のこ

とがわかった：(1)周波数調整で系の状態が ILM と LSM の間で連続的に交代すること、(2)

伝送路の規模と構造的な減衰に依存して LSMの形状がスペクトルのモードに応じて変形す

ること、(3)単位格子の数の多さ・減衰の過多・不純性濃度の低さという 3 つの要因によっ

て ILMや LSMのエネルギーが非対称になることである。ILMや LSMといった非線形パタ

ーンのエネルギーは、あるときには対称になったり、またあるときには非対称になったり

とするが、このことは、非可積分格子の現実系の一般的性質として当然に予測されるべき

ことである。また興味深いことに、伝送路に不純性の有無に関係なく、ILMと LSM の交代

という非線形パターンの変化が引き起こる。 
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§4.1 背景 

 非線形電気伝送路（nonlinear electric transmission line）が、ソリトンなどの非線形現象を

観測するうえで非常に有用であってしかもその歴史が古く[2-5]、非可積分格子の研究にお

いても重要な役割を果たし続けている[6-11]。一般的に、集中定数伝送路（lumped element 

transmission line）には、慣性質量／ばね定数－電気的インダクタンス／静電容量の間によく

知られた変換が存在する[12]。非線形電気伝送路で得られた知見は力学モデルなどの他のモ

デルを研究するうえで役立つために広く研究されており、非線形格子そのものの実験的あ

るいは理論的な研究については総説論文[13-15]において要約されている。 

 あまり知られていない現象ではあるが、非線形格子空間に生じる振動パターンとして、

外場として印加される連続波（continuous wave；CW）の進行方向とは垂直に生じる振動モ

ード――いわゆる縦振動（longitudinal wave）――があり、1998年にロシアの Burlakovはこ

れを格子空間モード（lattice spatial mode；LSM）と名付けた[16]。特に 1次元非線形格子系

において、LSMが定常波（stationary wave）として出現することは 2.1節で説明した通りで

ある。LSM は減衰励振格子（damped driven lattice）における変調不安定性（modulational 

instability）を媒介したパターンの一例であり、安定性が生じるのは LSMの変調不安定性の

破壊的干渉が起きるためである。よく知られているソリトンや ILM といったものとは別種

の非線形パターン形成を調べることで、いままで見過ごされてきた非線形格子系の性質に

関する知見が得られるはずである。 

 

§4.2 格子空間モードの生成過程 

 k 空間（k-space）における LSM の生成過程を、線形分散曲線を用いた概略図（図 4.2.1）

で説明する。系が音響型の線形分散曲線をもつとし、図 4.2.1 (a) 及び (c) において点線の 
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図 4.2.1 (a) 線形分散曲線から少し低周波の領域における k空間での LSM生成の概略

図。点線：線形分散曲線（励起なし）。実線：𝑘 = 0モードの大きな振幅によって偏移

した分散曲線。均一励振（uniform drive；UD）の周波数を白丸（○）で示す。薄い灰

色の矢印は非線形効果によって線形分散曲線が偏移させられたことを表現している。

共振帯域幅が非常に広い（系の Q値が低い）ため、均一励振が線形分散曲線を横断し

たあとでも𝑘 = 0の均一モードは依然として強制励振と共鳴する。四波混合の効果によ

って 2つの𝑘 = 0モードが 2 つのゾーン境界モード（𝑘 = ±𝜋）を発生させ、これを赤

丸（●）で示す。(b) 分散関係が(a)である場合の、ある瞬間での空間パターンの模式

図。同じ周波数で振動する𝑘 = 0の均一励振モード（上部）と𝑘 = ±𝜋の定常波（stationary 

wave；SW、中部）。総和となるベクトル（下部）は系の総格子点数（𝑁 = 16）の半数

（8つ）のピークをもつ LSM である。(c) 線形分散曲線からかなり低周波の領域にお

ける k 空間での LSM 生成の概略図。分散曲線（実線）の偏移が大きいのは、強制励振

周波数がより大きな振幅となる共振応答を生み出す𝑘 = 0に近づいているためである。

四波散乱過程は𝑘 = ±𝜋 2⁄ で生じる。(d) 分散関係が(c)である場合の、ある瞬間での空

間パターンの模式図。総格子点数の1 4⁄ （4 つ）のピークをもつ LSM である。 
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曲線でこれを表示する。系に存在する全ての格子点を位相差なく均一に強制励振させれば

（𝑘 = 0）、線形分散曲線の最低点のみを直接的に励起することができる。系の特性として、

Q 値が小さくて（共振帯域幅が線形分散曲線の大部分に及ぶ）、かつ、漸軟非線形性（soft 

nonlinearity）をもつものを考える。以上のような条件が成り立つ場合には、強制励振の周波

数が分散曲線よりも高周波の領域から分散曲線に徐々に近づいていったとき、もし強制励

振の周波数が共振点（モード）から多少離れていたとしても系がもつ共振帯域幅が広いた

めに共振点が強制励振に反応するので、振動振幅は増加することになる。このようにして

𝑘 = 0の振幅が増加した場合、図 4.2.1 (a) の実線の曲線に示されているように、分散曲線は

非線形効果によってより低周波側に偏移する。なお、図 4.2.1 (a) においては、𝑘 = 0モード

以外の全てのモードが休止状態にあると仮定している。このとき、k 空間における(𝑘,𝜔) =

(±𝜋, Ω)に通常の非線形モードが存在するため、四波散乱（four wave scattering）(0,Ω) +

(0,Ω) → (−𝜋, Ω) + (+𝜋, Ω)が可能となる。(𝑘, 𝜔) = (𝜋,Ω)および(−𝜋,Ω)におけるモードはパ

ラメトリック励振し、これは𝑘 = 0モードの変調不安定性に関わるものである。この励起は、

𝑘 = 0の均一励振と𝑘 = ±𝜋の定常波――これらは同じ周波数で振動する――の重ね合わせ

によって実空間内に LSM を誘発させる（図 4.2.1 (b) にこのときのある瞬間を示す）。全格

子点数が偶数の場合、振幅ピークの数は全格子点数の1 2⁄ である。この説明が図より明らか

であることは、一度でも𝑘 = ±𝜋モードが大きな振幅を得ると、他のノーマルモード（分散

曲線の残りの部分）が図 4.2.1 (a) に示される実線の曲線から𝑘 = ±𝜋の励起という非線形効

果によって偏移させられるはずであることからわかる。分散曲線におけるこの偏移は、連

続する変調不安定性を引き起こし、Q値が高い格子系であればカオス的なパターンを誘発す

ることになる。しかし、本稿で扱うような Q 値が低い格子系の場合には、この変調不安定

性をカオスにならない程度に抑制して安定した LSMを得ることができるものとみなす。 

 Burlakov は𝑘 = ±𝜋 2⁄ のモードが励振されたときの変調不安定性についても調べており

[16]、これを説明する概略図を図 4.2.1 (c) に示す。強制励振周波数を図 4.2.1 (a) の場合より
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もさらに漸減させると、系の応答がもっと大きくなるので、非線形効果による分散曲線の

周波数偏移がより増大する。図 2.4.1 (d) はある瞬間の振動ベクトルを示している。四波散

乱のペアは𝑘 = ±𝜋から𝑘 = ±𝜋 2⁄ に切り替わり、LSMのピーク数は総格子点数の1 4⁄ となる。 

 

§4.3 実験とシミュレーションによる比較 

4.3.1 実験系と測定方法 

伝送路の設計と作製――本章での研究に使用した可飽和非線形循環電気伝送路は、第 3 章

の図 3.2.1に示されているものと同様であるが[8]、格子点の非線形コンデンサ𝐶1とコイル𝐿1

に差異がある。格子点に並列される潜在的な抵抗は𝑅𝑝 = 𝑄 𝜔0𝐿1⁄ であり、ここで𝜔0は伝送

路がもつ線形音響スペクトルの最低周波数であり、𝑄は品質係数である。また、格子点は電

圧が大きいほど電気容量が増加するような漸軟非線形性をもつ（力学モデルでは振動が大

きいほどばね係数が軟らかくなることに相当する）。伝送路全体をなるべく均一にするため

に、𝐶1を構成するMOS-FET がもつ電気容量の電圧依存性を測定して 100個以上の候補から

32 個の MOS-FET を選択し、コイルとコンデンサは調整可能なものを使用し、各要素がな

るべく同じ値になるように注意深く調整した（本稿 3.2.1 項にて詳述）。非線形コンデンサ𝐶1

は図 4.3.1 (a) に示すように、2つの p型MOS-FET を反転並列させたものであり、外部ダイ

オードを挿入させていない点において第 3 章のものとは異なっている。このようにして

MOS-FET のドレーン電極に蓄積された電荷を放出させないようにすることで、格子点がも

つ局在性が高まる。第 3 章の伝送路よりも通過帯域幅（pass bandwidth）がやや狭く、空間

パターンの非線形的な局在性が高い。実験的に決定された可飽和容量の電圧依存性を図

4.3.1 (b) に示す。強制励振となる電力は電気容量の小さいコンデンサ𝐶𝑑を介して格子全体に

送電され、正弦波発振器と伝送路との間の弱い結合を保証する。このことが ILMまたは LSM 
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のいずれかの非線形空間パターンを生成し、かつ、その大振幅状態を維持させる。線形周

波数帯域は 287.30kHzから 301.86kHzの範囲であるが、これは(3.2.1)式で計算され、図 4.3.2

のような分散曲線（実線）をもつ。ILMが生成できる最低の周波数は図 4.3.2の点線で示さ

れる。これらの電子部品の値とその標準偏差（standard deviations；SD）を表 4.3.1 に示す。

総格子点数は𝑁 = 16である。 

  

 

図 4.3.1 (a) 可飽和非線形キャパシタ𝐶1の回路図。p型 MOS-FET が 2つ反転並列にし

たうえで、互いのゲート・ソース間を接続し、ドレーン・ソース間は開放している。

(b) シミュレーションに使用した可飽和電気容量と非可飽和容量の負荷電圧依存性。

可飽和コンデンサ：実験的な測定値（実線）、シミュレーションで使用した較正値（点

線）、非可飽和コンデンサ：鎖線の曲線であり比較シミュレーションで使用。 

 

図 4.3.2線形伝送路の分散関係（実線）。通過帯域幅はやや狭い。𝑘 = 0で ILM が生成

される最低周波数を点線で示している。系がもつ Q 値が小さい（共振帯域幅が広い）

ために、𝑘 = 0 で励振された大振幅状態は広い周波数範囲で維持される。 
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表 4.3.1 シミュレーションで使用した実験的なパラメータおよび値。 これらは実験とシミュレ

ーションでほぼ同じである。 線形周波数通過帯域は 287.30kHz から 301.86kHz までである。 

項目 𝐶𝑑 (pF) 𝐿1 (H) 𝐶2 (pF) 𝐿2 (H) 

平均値 34.09 313.74 421 626.08 

（SD／平均値）% 0.244 0.108 0.1 0.315 

シミュレーション 34.1 313.7 421 626 

𝑄 𝑘1 (pF) 𝑘2 (pF) 𝑘3 (V) 𝐴𝑑 (V) 

58.9 1613.33 -669.33 2.58 10.5 

4.6 0.351    

50.0 1613 -669 2.58 10.0 

測定方法――この電気伝送路はハミルトニアン保存系ではなく散逸系であるため、外力に

よって常にエネルギー供給を受け続けない限り、非線形の空間パターンを発生させること

も維持させることもできない。強制励振を生み出す正弦波発振器と伝送路を、電気容量の

小さいコンデンサ𝐶𝑑で弱く結合する。各格子点𝑛において、電圧𝑉𝑛をオシロスコープで測定

する。特定の強制励振周波数での測定を、強制励振に同期された十分なデータを記録し、

16 要素のベクトルの最大成分𝑉𝑛を識別することで行う。ある瞬間における全ての格子点の

電圧が強制励振に対して識別され、この電圧値はそのときの強制励振周波数における電圧

ベクトルとみなせる。図 4.3.3は実験系とその測定方法に関する模式図である。 

 

 

図 4.3.3実験装置の模式図。正弦波発振器による強制励振で循環伝送路を駆動させ、そ

のときの各格子点の電圧をオシロスコープで測定する。 
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4.3.2 実験結果 

 可飽和非線形電気伝送路における空間パターン生成実験の結果を図 4.3.4，図 4.3.5，図4.3.6

および図 4.3.7に載せる。この駆動系では、非線形スペクトルの初期状態が変調不安定性に

依存するため、開始条件が調整不可能なくらい僅かなものであったとしても、最終的に同

じ結果のデータを得ることはできない。図 4.3.4 (a)，(e)および図 4.3.6 (a)，(e)は調整可能な

駆動条件が同じであるのに、異なる空間パターンの周波数応答が生じる例である。 

図 4.3.4 (a) は強制励振周波数𝐹を 320 kHz から漸減させたときの、格子空間における電圧

パターンである。色が赤黒くて濃いほどその格子点の電圧は大きくなり、逆に、色が薄い

黄色になるほどその格子点の電圧は小さくなる（図 4.3.4 のカラースケールバーをみよ）。

色の濃淡による 3 次元表示によって、空間パターンの周波数変化をわかりやすく表現する

ことができる。非線形励起は強制励振周波数𝐹に固定されているため、非線形励起の位相は

全て強制励振の位相と同じなり、したがって、図に表示されている電圧のベクトル成分の

大半は正である。図 4.3.4 (a) において、2本の垂線（破線）で区切られる小振幅モードスペ

クトル領域（線形分散曲線が占める周波数領域）を通過するように、周波数走査が行われ

る（矢印を参照せよ）。周波数に対してヒステリシスが生じるようなギャップ領域に到達す

ると、固定された自己共鳴状態（auto-resonance state）にある LSM のパターンが ILM に変

換される。強制励振周波数𝐹が減少するにつれて、ピーク数は減少する。AR-ILM のスペク

トル線幅の詳細なる測定は、𝑘 = 0のモードが周波数偏移を大きくしていくほど大振幅状態

をより大きくさせていくときに、初めのうちこそ減少していくものの、後に増加に転ずる

ことを示す。このことは、強制励振の電圧が増加するとコンデンサの非線形性が次第に飽

和していくために、AR-ILM のスペクトル線幅もそれに従って増加することを示している

[8,17]。図 4.3.4 (b) に示すように、強制励振周波数𝐹を漸増させるように走査すると、小振

幅モードスペクトル領域内で生成されるものは AR-LSMのみであることがわかる。これら 
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図 4.3.4 16格子点をもつ可飽和非線形循環伝送路における、強制励振に固定された ILM

と LSM の周波数依存性の測定結果。漸減／漸増の 2つの周波数走査に対する空間パタ

ーンが描像されている。破線の垂線は、小振幅モードスペクトルの下端（287.30kHz）

と上端（301.86kHz）を表示している。実験的に測定した Q値は 58.9であり、可飽和

非線形素子は MOS キャパシタである。(a) 振動ベクトルの周波数応答。強制振動周波

数𝐹は小振幅モードスペクトルよりも高周波の領域で漸減走査（down-scan）が開始さ

れる。矢印は走査方向を示している。赤黒くて濃いほどピーク電圧が大きくなるよう

に表示している。AR-LSM はそのピーク電圧がほぼ同一の形状となるが、約 270kHz

付近になると AR-ILM に連続的に変化する。周波数減少に対して、ILM は数を 4個→2

個→1個と減らす。強制励振周波数をさらに漸減させると、安定した ILM 状態は崩壊

する。(b) 漸減走査における各周波数に対する最大ピーク電圧。(c) 非対称性（(4.3.1)

式をみよ）。(d) AR-ILM または AR-LSM のピーク数。(e) 低振幅状態（220kHz）から

強制励振周波数を漸増させる。ILM は生成されないが、AR-LSM は約 270kHz 付近で

突然出現する。ピーク電圧がほぼ同一のこれらの AR-LSM は、いくつかのノーマルモ

ードを含む小振幅モードスペクトル領域を通過することで調整され、スペクトル領域

の上端付近で消滅する。(f) 漸増走査における最大ピーク電圧。(g) 非対称性。(h) ピ

ーク数。 
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の結果を、別の方法で提示するため、図 4.3.4 (a)あるいは(e)の各格子点の電圧値の最大値を

抜き出し、(b)あるいは(f)に周波数応答として描線する。図 4.3.4 (b)の応答は走査周波数を漸

減させたときのものであり、(f)の応答は走査周波数を漸増させたときのものである。図 4.3.4 

(a)，(e)は複雑であり、循環伝送路内で AR エネルギーパターンがどれほど均一にバランス

されているのかという疑問が生じる。この疑問に対処するため、図 4.3.4 (c) および(g)にお

いて、偶数の総格子点数𝑁に対して 

𝑎𝑠𝑦𝑚 =
∑ ||𝑉𝑛|

2 − |𝑉𝑛+𝑁/2|
2
|𝑛=1,𝑁/2

∑ (|𝑉𝑛|2 + |𝑉𝑛+𝑁/2|
2
)𝑛=1,𝑁/2

 (4.3.1) 

と定義されるエネルギーの非対称性が、強制励振周波数に対して描線される。図 4.3.4 (c)は

漸減走査（down-scan）のときのものであり、(g)は漸増走査（up-scan）のときのものである。 

  

 

図 4.3.5 図 4.3.4 (a)における各格子点𝑛の電圧振動ベクトル𝑉𝑛。各図の周波数𝐹はそれぞ

れ、(a) 273kHz、(b) 269kHz、(c) 258kHz である。 

 

図 4.3.6 図 4.3.4 (e)の𝑉𝑛。周波数は、(a) 300kHz、(b) 274kHz、(c) 272kHz。 
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非対称性が大きくなるときは、漸減走査の場合には AR-ILM が 1 つだけのときであり、漸

増走査の場合には不均一な AR-LSM が生成されているときである。ピーク数𝑁peakの周波数

応答を図 4.3.4 (d)，(h)に示す。漸減走査の場合には、周波数減少に対してピーク数が概ね 8

個→4個→2個→1個というように 2n個ずつ減っていく（図 4.3.4 (d)）。漸増走査の場合には、

周波数増加に対してピーク数が概ね 1個ずつ増えていく（図 4.3.4 (h)）。図 4.3.5は図 4.3.4 (a)

（漸減走査）における各格子点𝑛の電圧振動ベクトル𝑉𝑛であり、周波数𝐹はそれぞれ (a) 

273kHz、(b) 269kHz、(c) 258kHzである。図 4.3.5 (a)および(b)は Burlakovが報告した LSM

の形状によく似ており[16]、(c) はピーク数が(b)よりも半減して幅が拡がっている。図 4.3.6

は図 4.3.4 (e)（漸増走査）における𝑉𝑛であり、周波数𝐹はそれぞれ (a) 300kHz、(b) 274kHz、

(c) 272kHz であり、(a)は均一形状であるものの、(b)と(c)は非均一形状である。図 4.3.7 は、

図 4.3.4と同じ駆動条件であるにも関わらず、異なった空間パターンが生じる例である。 

 

図 4.3.7 図 4.3.4 と同じ駆動条件であるが異なった空間パターン。各小図は図 4.3.4 と

同様である。 
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 このような実験を何度も繰り返すことにより、系は表 4.3.1に示す標準偏差によって示さ

れるほどの低濃度の不純性しかもっていないのに、このことが空間パターンに大きな差異

を生み出すことを見出し、系がもつ低濃度の不純性がパターン形成にもたらす重要性を決

定することが可能となった。漸減走査の場合、小振動モードスペクトル領域内で AR-LSM

の振幅ピークが最も頻繁に生じるのは――奇数番号または偶数番号の格子点に均等に分布

するというようなことはなく――ほぼ奇数番号の格子点においてのみであったことは、ま

さに低濃度の不純性がパターン形成に大きな影響を与えていることの証左であり、特筆に

価すべきであろう。また、漸増走査の場合、同じ駆動条件で繰り返し実行したときの空間

パターン図 4.3.4 (e)および図 4.3.7 (e)は無秩序にパターン形成を行うようにみえるが、小振

動モードスペクトル領域内では両者ともよく似たベクトルをもち、このことは、不純性の

濃度が非常に低い場合であっても、走査方向の漸増／漸減の別を問わず、パターン形成の

結果に明確に影響することを示唆する。 

4.3.3 シミュレーションと実験の比較 

 シミュレーションで使用した伝送路の運動方程式は第 3 章のものと同様である。パラメ

ータは表 4.3.1を参照のこと。実験とは異なり、ここでは不純性を導入していない。 

 シミュレーション方法について記す。初期段階でランダムノイズを印加することで非線

形局在パターンを生成するが、この方法については参考文献[15]に記載されている。図 4.3.8

は、Q 値が 50 であること以外は実験結果（図 4.3.4 および図 4.3.7）と同様の駆動条件での

シミュレーション結果である。この図は、AR-LSM が AR-ILM に直接的に接続されること

を示す。シミュレーションにおける周波数走査の方向は矢印の通りである。図4.3.8 (a)では、

強制励振周波数が、破線に挟まれるように表示されている小振動モードスペクトルよりも

高周波の領域から漸減走査されるにつれて空間パターンを 4 つの状態の間で遷移するよう

に変化させる様子を示している。小振動モードスペクトル内ではピーク数が 8となる AR- 
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LSM は、AR-ILM と AR-LSM との境界となる 260kHz 付近において、ピーク数が 2 となる

AR-ILM に連続的に変化する。非線形パターンはピーク数が 1 の ILM だけが残留し、これ

が崩壊するまでパターンのベクトルの強度と幅は発展し続ける。図 4.3.8 (b)は漸減走査の場

合の、最大ピーク電圧の周波数応答を示す。実験（図 4.3.4 (b)および図 4.3.7 (b)）とは異な

り、擬 Duffing 曲線はギャップ領域内に鋸歯状の相転移をもたず、周波数減少に対して緩や

かに電圧値を上昇させる。図 4.3.8 (c)は漸減走査に対する非対称性（(4.3.1)式をみよ）の周

 

図 4.3.8 𝑄 =50の場合の 16格子点をもつ可飽和非線形伝送路においてシミュレーショ

ンされた電圧振動パターンの周波数応答。破線の垂線は、小振幅モードスペクトルの

上端と下端を示す。矢印は走査方向を示す。(a) 小振幅モードスペクトルよりも高周

波領域（320kHz）から開始した漸減走査のシミュレーション。ピーク数 8 の空間定常

波は、まずピーク数 4 の LSM に変換され、次にピーク数が 4→2→1となる ILM に変

換される。(b) 漸減走査における各周波数に対する最大ピーク電圧。(c) 非対称性。(d) 

AR-ILM または AR-LSM のピーク数。(e) 低振幅状態（230kHz）から強制励振周波数

を漸増走査する。ピーク数 3 の AR-LSM が約 264kHz 付近で出現する。数回の変形を

経た後、小振幅モードスペクトル領域内でピーク数 8の LSM に変換される。(f) 漸増

走査における最大ピーク電圧。(g) 非対称性。(h) ピーク数。 
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波数応答である。ピーク数が 8 または 4 の AR-LSM のときには対称性が保たれているが、

約 264kHzでピーク数 2の AR-ILMになったとき対称性が破れて 0.5の非対称性をもち、次

にピーク数 1の AR-ILM に変形して非対称性は 1.0に極限まで近づく。ILM が崩壊して小振

幅状態になると非対称性は 0になる。図 4.3.8 (d)は漸減走査でのピーク数の周波数応答であ

る。実験（図 4.3.4 (d)および図 4.3.7 (d)）と同様に、ピーク数は 2n個ずつ減少する。図 4.3.8 

(e)に示すように、220kHz 開始の漸増走査をすると、260kHz 付近までは ILM のない状態が

観測されるが、ピーク数 3 の LSM が約 264kHz で突然現れ、小振幅モードスペクトル領域

内で数回の変形を経た後に、ピーク数 8の AR-LSMに変換される。図 4.3.8 (f)は漸増走査の

場合の最大ピーク電圧の周波数応答であり、Duffing 応答とよく似ている。図 4.3.8 (g)は漸

増走査に対する非対称性の周波数応答である。ILM のない周波数領域では対称性が保たれ

ているが、ピーク数が 3の LSMが生じる𝐹 ≒264kHzで急激に対称性が破れて非対称性は 1.0

に近づく。LSMが𝐹 ≒273kHzでピーク数 4の LSMに変形すると、非対称性は 0.5付近まで

低下し、𝐹 ≒277kHzで LSM がノーマルモードに調整されて非対称性は 0になり系は対称性

を取り戻す。図 4.3.9は図 4.3.8 (a)（漸減走査）における𝑉𝑛であり、周波数𝐹はそれぞれ (a) 

280kHz、(b) 270kHz、(c) 262kHzである。実験と同様に、図 4.3.9 (a)および(b)は Burlakovの

LSMとよく似ており、(c) はピーク数が(b)よりも半減している。図 4.3.10は図 4.3.8 (e)（漸

増走査）における𝑉𝑛であり、周波数𝐹はそれぞれ (a) 290kHz、(b) 280kHz、(c) 265kHzであ

り、(a)と(b)は均一形状であるものの、(c)は非均一形状である。 

 

 

図 4.3.9 図 4.3.8 (a)の𝑉𝑛。周波数は、(a) 280kHz、(b) 270kHz、(c) 262kHz。 



84 

 

 

4.3.4 多種多様な格子点数での非可飽和非線形伝送路での

シミュレーション 

 前節では、シミュレーションには可飽和キャパシタが含まれていた。これを飽和のない

非線形キャパシタでのシミュレーション結果と比較するため、(3.3.3)式の非線形電気容量の

近似式を図 4.3.1 (b)に示す鎖線の𝐶~𝑉2に置き換えた。 

図 4.3.11 は、16 格子点の非可飽和非線形伝送路のシミュレーション結果である。ここで

も、垂線（破線）は小振幅モードスペクトルの上端と下端を示す。漸減走査の場合（図 4.3.11 

(a)）、小振幅スペクトルモード内のほとんどの領域では均一の小振幅状態であるものの、そ

の下端よりやや高周波のところでピーク数 8 の AR-LSM が突然出現し、このパターンは約

272kHz でピーク数 4に変換される。約 250kHzで AR-LSM はピーク数 4の AR-ILM に変換

され、約 200kHzでピーク数が 2に減じ、約 184kHzで AR-ILMは崩壊する。図 4.3.11 (b)は

漸減走査の場合の、最大ピーク電圧の周波数応答を示す。ピーク数が変化するときに僅か

な凹凸を含むこと以外は、平滑な Duffing 応答となる。図 4.3.11 (c)は漸減走査に対する非対

称性の周波数応答であり、全ての周波数領域において対称性が保たれる。図 4.3.11 (d)は漸

減走査でのピーク数の周波数応答であり、実験（図 4.3.4 (d)および図 4.3.7 (d)）や可飽和非

線形電気伝送路のシミュレーション（図 4.3.8 (d)）と同様に、ピーク数は 2n個ずつ減少する。

漸増走査の場合（図 4.3.11 (e)）、AR-LSMはピーク数を 4から概ね 1ずつ増加させて最終的 

 

図 4.3.10 図 4.3.8 (e)の𝑉𝑛。周波数は、(a) 290kHz、(b) 280kHz、(c) 265kHz。 



85 

 

 

 

 

図 4.3.11 16格子点の非可飽和非線形伝送路でシミュレーションされた電圧振動パター

ンの周波数応答。非線形素子は非可飽和コンデンサである。破線の垂線は小振幅モー

ドスペクトルの上端と下端である。(a) 小振幅モードスペクトルよりも高周波領域

（320kHz）から開始した漸減走査のシミュレーション。(b) 漸減走査における各周波

数に対する最大ピーク電圧。(c) 非対称性。(d) ピーク数。(e) 低周波領域（170kHz）

から開始した漸増走査。(f) 最大ピーク電圧。(g) 非対称性。(h) ピーク数。 

 

図 4.3.12 図 4.3.11 (a)の𝑉𝑛。周波数は、(a) 284kHz、(b) 200kHz、(c) 184.91kHz。 
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にはピーク数 8となり、小振幅スペクトルモード内で崩壊する。図 4.3.11 (f)は漸増走査の場

合における最大ピーク電圧の周波数応答であり、かなり平滑なDuffing応答となる。 図4.3.11 

(g)は漸増走査に対する非対称性の周波数応答である。AR-LSM が生じているほぼ全ての周

波数領域で非対称性が大きい。図 4.3.12は図 4.3.11 (a)（漸減走査）における𝑉𝑛であり、周波

数𝐹はそれぞれ (a) 284kHz、(b) 200kHz、(c) 184.91kHzである。可飽和非線形電気伝送路で

の結果（図 4.3.9）とよく似ている。図 4.3.13は図 4.3.11 (e)（漸増走査）における𝑉𝑛であり、

周波数𝐹はそれぞれ (a) 292.06kHz、(b) 278kHz、(c) 260kHz である。周波数が低いほど不揃

いな形状となることは、実験の結果（図 4.3.6）とよく似ているが、可飽和非線形伝送路で

の結果（図 4.3.10）とは似ていない。 

 格子系が小規模であるという条件、かつ、LSMの波長および ILMの個数が整数となるよ

うな周期境界条件の両方の条件に適合しなければならないという要求が課されれば、たと

え不純性がなくとも、図 4.3.8と図 4.3.11が異なった結果を示すことは、さも当然のことのよう

に思われる。可飽和非線形電気伝送路におけるピークは電圧の増加とともに拡がる場合があるの

で、ピークの数が跳躍的に変化する可能性があり、したがってエネルギーが非対称性をもつ可能

性が高まるということは想像に難くない。図 4.3.11 という比較的わかりやすい 16 格子点のパタ

ーンについてみてみると、不純性のない完全格子系のパターンの格子点数依存性について調べる

ことは価値があるように思われる。（非可飽和非線形電気伝送路の格子点数を増加させたら、パ

ターンはどのような挙動を示すであろうか。） 

 

図 4.3.13 図 4.3.11 (e)の𝑉𝑛。周波数は、(a) 292.06kHz、(b) 278kHz、(c) 260kHz。 
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 図 4.3.14 は、𝑁 =32 の非可飽和非線形伝送路のシミュレーション結果である。漸減走査

の場合（図 4.3.14 (a)-(d)）、パターンは𝑁 =16の場合（図 4.3.11(a)）と驚くほどよく似ており、

全ての周波数領域において対称性が保たれている。図4.3.14 (e)-(h)は漸増走査の場合であり、

このとき、AR-LSM のパターンは高い非対称性をもちながらピーク数を増加させ、小振幅

モードスペクトル内で崩壊する。約 273kHz から約 278kHz の区間でパターンが不安定にな

ることは特徴的である。少ない格子点数の格子系ではみられないこの現象は、不純性のな

い系であるにも関わらずランダム性が高くなっていることを示す。図 4.3.15 は図 4.3.14 (a)

（漸減走査）における𝑉𝑛であり、周波数𝐹はそれぞれ (a) 284kHz、(b) 200kHz、(c) 184.91kHz 

 

図 4.3.14 32格子点の非可飽和非線形伝送路でシミュレーションされた電圧振動パター

ンの周波数応答。非線形素子は非可飽和コンデンサである。破線の垂線は小振幅モー

ドスペクトルの上端と下端である。(a) 小振幅モードスペクトルよりも高周波領域

（320kHz）から開始した漸減走査のシミュレーション。(b) 漸減走査における各周波

数に対する最大ピーク電圧。(c) 非対称性。(d) ピーク数。(e) 低周波領域（170kHz）

から開始した漸増走査。(f) 最大ピーク電圧。(g) 非対称性。(h) ピーク数。 
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である。可飽和非線形伝送路での結果（図 4.3.9）や非可飽和非線形電気伝送路の結果（図

4.3.12）とよく似ている。図 4.3.15 は図 4.3.14 (e)（漸増走査）における𝑉𝑛であり、周波数𝐹は

それぞれ (a) 290kHz、(b) 270.46kHz、(c) 254kHz である。3つの周波数において、不揃いな

（非対称な）ベクトルをもつ。 

 

 

図 4.3.15 図 4.3.14 (a)の𝑉𝑛。周波数は、(a) 284kHz、(b) 200kHz、(c) 184.91kHz。 

 

図 4.3.16 図 4.3.14 (e)の𝑉𝑛。周波数は、(a) 290kHz、(b) 270.46kHz、(c) 254kHz。 
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 図 4.3.17は、𝑁 =64 の非可飽和非線形伝送路のシミュレーション結果である。図 4.3.17 (a)

は漸減走査したときの空間パターンである。小振幅モードスペクトルの下端よりやや高周

波で AR-LSMが生じ、約 274kHzから約 270kHzの区間で形状が不安定になるが、これより

低周波では安定した形状となる。𝑁 =16，32 の結果とは異なり、ピーク数は 2n個ずつ変化

するようなことにならない。図 4.3.17 (b)は漸減走査に対する最大ピーク電圧であり、𝑁 =16，

32 での結果と同じく平滑な Duffing 応答を示す。図 4.3.17 (c)は漸減走査の場合の非対称性

を示す。大振幅状態の全ての領域で対称性が破れており、約 220kHz以下では非対称性が特

に高い。図 4.3.17 (d)は漸減走査に対するピーク数の周波数依存性である。図 4.3.17 (e)は 

 

図 4.3.17 64格子点の非可飽和非線形伝送路でシミュレーションされた電圧振動パター

ンの周波数応答。非線形素子は非可飽和コンデンサである。破線の垂線は小振幅モー

ドスペクトルの上端と下端である。(a) 小振幅モードスペクトルよりも高周波領域

（320kHz）から開始した漸減走査のシミュレーション。(b) 漸減走査における各周波

数に対する最大ピーク電圧。(c) 非対称性。(d) ピーク数。(e) 低周波領域（170kHz）

から開始した漸増走査。(f) 最大ピーク電圧。(g) 非対称性。(h) ピーク数。 
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漸増走査の場合の空間パターンである。約 250kHz で安定した AR-LSM が突然生じ、約

267kHz から約 279kHz の区間では不安定なパターンとなる。小振幅モードスペクトルの下

端よりやや高周波のところで AR-LSMは消滅する。図 4.3.17 (f)は最大ピーク電圧の周波数

応答であり、Duffing 応答を示す。図 4.3.17 (g)は非対称性であり、AR-LSMが生じている 

 

 

 

図 4.3.18 図 4.3.17 (a)の𝑉𝑛。周波数は、(a) 290kHz、(b) 201.2kHz、(c) 185.09kHz。 

 

図 4.3.19 図 4.3.17 (e)の𝑉𝑛。周波数は、(a) 293.09kHz、(b) 279.03kHz、(c) 251.94kHz。 
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全ての周波数領域で対称性が破れている。図 4.3.17 (h)は漸増走査に対するピーク数の周波

数依存性である。不安定領域ではランダム性が高いが、安定領域では大振幅領域の上端と

下端以外ではピーク数は平滑である。図 4.3.18は図 4.3.17(a)（漸減走査）における𝑉𝑛であり、

周波数𝐹はそれぞれ (a) 290kHz、(b) 201.2kHz、(c) 185.09kHzである。図 4.3.19は図 4.3.17(e)

（漸増走査）における𝑉𝑛であり、周波数𝐹はそれぞれ (a) 293.09kHz、(b) 279.03kHz、(c) 

251.94kHzである。これら 6つの周波数でピーク形状は不揃いである。𝑁 =64では潜在的な

不純性がないにも関わらず、𝑁 =16，32に比べてランダム不純性が高くなるといえる。 

 図 4.3.20は、𝑁 =36の非可飽和非線形伝送路のシミュレーション結果である。これまで 

 

図 4.3.20 36格子点の非可飽和非線形伝送路でシミュレーションされた電圧振動パター

ンの周波数応答。非線形素子は非可飽和コンデンサである。破線の垂線は小振幅モー

ドスペクトルの上端と下端である。(a) 小振幅モードスペクトルよりも高周波領域

（320kHz）から開始した漸減走査のシミュレーション。(b) 漸減走査における各周波

数に対する最大ピーク電圧。(c) 非対称性。(d) ピーク数。(e) 低周波領域（170kHz）

から開始した漸増走査。(f) 最大ピーク電圧。(g) 非対称性。(h) ピーク数。 
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調べた格子とは異なり、格子点数の素因数に 2以外の数、具体的には 3を含む。図 4.2.20 (a)

は漸減走査に対する空間パターンである。一見すると𝑁 =16の場合（図 4.3.11）や𝑁 =32の

場合（図 4.3.14）に似ていて対称性が保たれているように見えるが、実はそうではない。図

4.3.20 (b)は漸減走査の場合の最大ピーク電圧であるが、平滑な Duffing 応答となる。図 4.3.20 

(c)は漸減走査の場合の非対称性である。非常に特徴的であることは、その非対称性の高さ

にある。大振幅状態の約 75%の周波数領域で生じる非対称性は、その大部分で AR-ILM の

ピーク数は 5 または 9 であり、奇数個の波長をもつこの擬定常波は遇対称性をもたないこ

とは明らかである。AR-ILM が崩壊する直前でピーク数が 4になるが、このときには擬定常

波にはならず、やはり対称性は破れている。図 4.3.20 (d)は漸増走査に対するピーク数の周

波数依存性である。図4.3.20 (e)-(h)は漸増走査に対する空間パターンとその解析結果である。

𝑁 =64 の場合とよく似た挙動となる。図 4.3.21 は図 4.3.20 (a)（漸減走査）の𝑉𝑛であり、周

波数𝐹はそれぞれ (a) 284kHz、(b) 200kHz、(c) 184.91kHzである。(a)と(b)は均一な形状とな

るが、(c)は均一さが欠ける。図 4.3.21は図 4.3.20 (e)（漸増走査）の𝑉𝑛であり、周波数𝐹はそ

れぞれ (a) 292.91kHz、(b) 280.4kHz、(c) 254kHzであるが、3つとも形状は不揃いである。 

 

図 4.3.21 図 4.3.20 (a)の𝑉𝑛。周波数は、(a) 284kHz、(b) 200kHz、(c) 184.91kHz。 



93 

 

 

 図 4.3.23は、𝑁 =72 の非可飽和非線形伝送路のシミュレーション結果である。図 4.3.23 (a)

は漸減走査に対する空間パターンである。𝑁 =64の場合（図 4.3.17 (a)）に似て、約 270kHz

付近に不安定な AR-LSM パターンがあったり、AR-ILM のピークが周波数減少で欠けてい

ったりする。図 4.3.23 (b)は漸減走査に対する最大ピーク電圧であり、平滑な Duffing 応答を

示す。図 4.3.23 (c)は漸減走査に対する非対称性である。𝑁 =64の場合（図 4.3.17 (c)）に似

て、大振幅領域の全ての周波数領域において非対称性が大きい。図 4.3.23 (d)は漸減走査に

対するピーク数の周波数依存性である。𝑁 =64の場合（図 4.3.17 (d)）と似た挙動を示すが、

AR-ILMが崩壊する直前でピーク数が激減する点で異なる。図 4.3.23 (e)-(h)は漸増走査に対

する空間パターンである。𝑁 =64の場合（図 4.3.17 (e)-(h)）と似た挙動を示す。図 4.3.24は

図 4.3.23 (a)（漸減走査）の𝑉𝑛であり、周波数𝐹はそれぞれ (a) 284kHz、(b) 234.63kHz、(c) 

185.26kHzである。図 4.3.25は図 4.3.23 (e)（漸減走査）の𝑉𝑛であり、周波数𝐹はそれぞれ (a) 

293.6kHz、(b) 281.09kHz、(c) 254kHzである。これらは𝑁 =64の場合（図 4.3.21及び図 4.3.22）

とよく似ている。格子規模が大きいことによる低濃度のランダム不純性が含まれていた場

合、パターンがピン止めされる傾向があり、エネルギー非対称性が起きやすくなる。 

 

図 4.3.22 図 4.3.20 (e)の𝑉𝑛。周波数は、(a) 292.91kHz、(b) 280.4kHz、(c) 254kHz。 
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図 4.3.23 72格子点の非可飽和非線形伝送路でシミュレーションされた電圧振動パター

ンの周波数応答。非線形素子は非可飽和コンデンサである。破線の垂線は小振幅モー

ドスペクトルの上端と下端である。(a) 小振幅モードスペクトルよりも高周波領域

（320kHz）から開始した漸減走査のシミュレーション。(b) 漸減走査における各周波

数に対する最大ピーク電圧。(c) 非対称性。(d) ピーク数。(e) 低周波領域（170kHz）

から開始した漸増走査。(f) 最大ピーク電圧。(g) 非対称性。(h) ピーク数。 

 

図 4.3.24 図 4.3.23 (a)の𝑉𝑛。周波数は、(a) 284kHz、(b) 234.63kHz、(c) 185.26kHz。 
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§4.4 考察とまとめ 

 この漸軟非線形格子は、ILMパターンとしては ST モードをエネルギー的に優先しており

[18]、最も安定したパターンは等間隔に並んだもの以外にあり得ず、可能な k値は、𝑘 = ±𝜋

（ピーク数 8）、𝑘 = ±𝜋 2⁄ （ピーク数 4）、𝑘 = ±𝜋 4⁄ （ピーク数 2）のみである。この𝑁 =16

の格子系では、AR-LSM はピーク数 4 の周波数領域の中間で AR-ILM に置換される。漸増

走査の場合、LSM パターンは等間隔には配置されないが、ピークは全て格子点中心

（site-center）となる。このことは、発振器によって強制励振が格子系に供給されることで、

𝑘 = 0のノーマルモードが直接的に励起されて線形分散スペクトルの非線形偏移が起こり、

格子系において跳躍的に LSMを生成するのに十分な振幅を得られるがために生じるもので

ある。したがって、系は不揃いの（等間隔ではない）ピークから成る準安定状態のうちの 1

つに遷移する。 

 周期境界条件と強制励振のある可飽和非線形電気伝送路では、小振幅モードスペクトル

 

図 4.3.25 図 4.3.23 (e)の𝑉𝑛。周波数は、(a) 293.6kHz、(b) 281.09kHz、(c) 254kHz。 
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の外側に AR-ILM が生成され、内側に AR-LSM が生成された。実験では、小振幅モードス

ペクトルを通過するようにして強制励振周波数を漸減または漸増するような走査を施せば、

LSM パターンの位置がこれの影響を受けるために、ごく僅かではあるものの不純性濃度が

出現することを観測できた。最も劇的な特徴であることは、強制励振周波数を滑らかに変

化させることで、循環伝送路に遍く分布する LSMパターンを素にして、複数の ILM がいく

つかの格子点上に局在化して、空間パターンとして現出するスペクトルが連続的に展開さ

れることであり、このことは、不純性の有無に関係なく発生するものと考えられる。実験

に用いた可飽和コンデンサまたは完全系としてシミュレーションした非可飽和コンデンサ

のいずれに対しても、対称または非対称のエネルギー分布となる結果を得た。シミュレー

ションによる結果では、完全系の非線形系におけるエネルギーの非対称性は――Q 値が増加

するように、あるいは、モード帯域幅が減少するように――格子点数が増加するにつれて、

より高くなることを示している。 

 本章にて示された実験結果が一般的な非線形モデルに由来することを考えると、ここで

得られた知見は他分野において応用できることが期待できるはずである。非線形周期ブレ

ード（nonlinear periodic blade）をもつ回転機械（rotational machinery）、例えばガスタービン

などは、これに関連するよい例である。このような、「エンジン運転指令」という励起が多

重分岐（multiple branch）のモードを励起することができるような複雑系の振動スペクトル

は、何十年にもわたって研究されている[19-25]。ガスタービンが回転したときにブレード

に生じるフラッター（flutter）現象は、同調ずれ（mistuning）に対して非常に敏感である。

このような同調ずれは、線形力学の範囲内における不純物あるいは欠陥誘発局所振動モー

ド（defect-induced local vibrational mode）によって生じ得る。ブレードにおいて高サイクル

疲労（high cycle fatigue）が生じることで、非線形ブレード、インターブレード摩擦装置

（interblade frictional device）および振動制御するためのブレード付根摩擦ダンパー（blade 

root friction damper）において、理論あるいは実験的研究が大いになされた。しかし、それ
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でもしばしば「不良のブレード（rogue blade）」に亀裂が入り、破損し、そして飛び散りが

生じることがある。 

 ここに提示された研究から明らかになったことは、たとえ厳密に同一形状かつ均一組成

の非線形ブレードで構成される――古典的な意味で「同調」された――駆動タービンブレ

ードディスクであったとしても、適切な駆動および摩擦減衰条件が与えられると、モード

スペクトルの外部に ILM パターンを、内部に LSMパターンとなる機械振動が発生してしま

う可能性があるということである。さらにいえば、タービンブレードには機械的な公差に

よって生じる低濃度の幾何学的不純性を含んでいるために、振動エネルギーの不均衡がモ

ードスペクトルの内部と外部の両方で生じ得るといえよう。デモンストレーションでは、

図 4.3.8に示される実験結果を考慮すべきである。漸軟非線形性および大きな振動減衰をも

つブレードディスクを駆動させ、モードスペクトルの最低周波数の方向に周波数走査を施

すと、ILM は生成されないものの、ある周波数では駆動周波数の増加によってアレイ全体

にわたって ILMまたは LSM が自己共鳴的に維持されるようになる。次に、同じスペクトル

をもつタービンにおいて駆動周波数が減少した場合、LSMは ILMに変換される。これらの

状況では両者ともに、エネルギー非対称パターンが生じる可能性が高い。適切な駆動条件

が与えられれば、減衰を含む非線形ブレードディスクが回転駆動されたときに、このブレ

ードディスクは駆動周波数が増加して最低のモードスペクトルに到達するまでは均衡が保

たれるが、これよりも高周波領域においては不均衡となる。駆動周波数が減少した場合に

は、モードスペクトル領域においてすでに不均衡になっているほぼ完全なブレードアレイ

は、ILM 生成によってより不均衡になる。幾何学的不純性モードによって生成されるもの

とは非常に異なる回転中のこの振動特性パターンは、漸軟非線形性の場合のものである。

漸硬非線形周期ブレードから成るブレードディスクの場合、対称性により、回転ブレード

ディスクに対する同じ種類の駆動振動エネルギー非対称性が再び現れることが予想される

が、これは主にモードスペクトルよりも高周波の周波数領域で生成されることになるであ
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ろう ILMに起因することになるはずである。 
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第 5章 

結論 

 

 可飽和非線形電気循環伝送路（saturable nonlinear electric cyclic transmission line）において、

離散的な非線形空間パターンの安定性交代とパターン形成を実験的に観測し、これをシミ

ュレーションと比較することで、非線形局在励起（intrinsic localized mode；ILM）と格子空

間モード（lattice special mode；LSM）の新たなる知見を得ることができた[1,2]。 

 可飽和非線形格子系では、2004年に Hadžievskyらによって ILMの幅可変と安定性交代[3]

が提唱されていた。ILM が格子点中心（site center；SC）と結合点中心（bond center；BC）

の間で安定性を交代させるとき、PNポテンシャル（Peierls-Nabarro potential）が零値をとる

ことを見出した。2012年、史らは、MOS キャパシタを可飽和非線形素子とする電気伝送路

を作製し、局在励起を観察した。線形応答プローブ測定[4,5]によって、幅可変 ILM の安定

性ポテンシャルを測定した[1]。本研究では可飽和非線形格子での安定性交代分岐がいくつ

も観察されることに着目して分岐現象を詳細に調べた。線形局所モード（linear localized 

mode, LLM）において観測したことは、ILMの局在幅が増大する方向でサドルノード分岐を

1 つ越えるごとに、ILM の変形モードというべき LLM の個数が 1 つずつ増加することであ

る。また、その振動パターンを計測したところ、局在幅が ILM程度であることを確認した。

一方、ILMの局在幅が極端に狭小である場合、安定性交代予測の目印としていた LLMが生

じないことも見出した。1st LLMの形状ベクトルは ILMの形状ベクトルと直交するが、あま

りにも ILM の局在幅が狭小で格子点１つぶんの場合は、ILM と同じ幅の直交するベクトル

は存在しない。さらに、可飽和非線形性による局在幅可変の ILM には、局在幅を連続的に
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変化させるものと、局在幅を段階的に変化させるものがあることも見出したが、これに関

しては現段階では説明できない。 

 Burlakovは 1998年に、簡素化された非線形モデルである 1次元 Klein-Gordon 格子におい

て、励振・減衰条件で等間隔にピークが並んだ格子空間モード（lattice spatial mode, LSM）

という現象を見出した[6]。MOS キャパシタを非線形素子とする電気伝送路では減衰が大き

いために、LSMが観測することができる。また、LSM は周期境界での現象であるが、電気

回路は周期境界格子を作りやすい。本研究は、非線形電気循環伝送路において LSM が出現

する場合の非線形空間パターンの性質について実験とシミュレーションで調べた。本研究

に用いた非線形共振器は周波数減少に対して振幅が増大し、非線形性も増大する。周波数

が減少するに従い細かい LSM、荒い LSM、周期的 ILM 列、ILM 数の少ない ILM 列、とい

った変化が観測された[2]。また、波数空間内での非線形散乱による波数空間内での励起状

態の変化を考慮することで、LSM のピーク数が変化する様子を説明した。さらに周期境界

内部でのエネルギーの分布について非対称性という量を導入し、格子数が 2 の階乗の場合

で格子数が 32 のように少ない場合には非対称性は生じないが、格子数が 36 のように２の

階乗ではない場合や大きい場合には非対称性が生じることを示した。（この電気的な循環伝

送路は、その数学的構造がブレードディスクという機械構造物に似ており、フラッター現

象という破損的故障モードを誘発する ILMやLSMが生じている可能性があることを指摘し

た。） 

 ほとんどの非線形格子は非可積分であるのでソリトンは生じず、ILM を生じる。ILM は

非線形格子に普遍的なものである。本研究は、励振・減衰系における静止 ILM についての

スペクトル測定による LLM 観測の有用性を示し、ILM が幅を持つ場合には LLM が普遍的

であることを示した。また、励振・減衰系で励起周波数を変化させる ILM 生成法の初期段

階というべき LSM生成について、はじめてスポットライトを当て（LSMの実験的観察は初

めてである）、LSM生成のメカニズムを簡易に説明した。 
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究テーマのアイデアの源となるこれらの業績を多く創造されましたこと、また、怠惰であ

った私を指導教員としてご指導、ご鞭撻を賜りましたこと感謝の念に堪えず、誠に御礼申

し上げます。副指導教員としてご指導いただきました松本教授、ならびに、非線形物理学

研究室の教員としてご指導賜りました鎌田教授と曽我助教にも御礼申し上げます。非線形

物理学研究室の学生メンバーとしましては、私とともに可飽和非線形電気伝送路という非

線形科学において新たな非線形構造体の研究を共に取り組んだ史さん、非線形振動子とし

て MOS キャパシタによる LC 共振振動子のスペクトル解析の方法を研究した西村さん、格

子空間モードに関する研究をともに取り組んだ宮坂さん、実験に使用した多チャンネルオ

シロスコープを作製しただけではなく幅可変 ILM の研究に共に取り組んだ石川さんにも御

礼申し上げます。ここには挙げ切れなかった他のメンバーの皆様にも厚く御礼申し上げま

す。 


