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1 導入
現在の物理学は大きく二つの分野に分けられる。一つは物性物理学、もう一つは素粒

子物理学である。大雑把には、物性物理学とは既に知られている物質 (粒子)が織り成す
様々な現象や諸法則を探求する学問であり、素粒子物理学とは未だ知られていない物質
(粒子)そのものを探求する学問だと言えるだろう。しかし、物理学とは本来明確に複数の
分野に分断できるものではなく、物性物理学における概念や手法が素粒子物理学で用いら
れることも、その逆もある。
素粒子物理学では 2012年にCERNのLHC(Large Hadron Collider)でヒッグス粒子が発

見 [1,2]されたことで素粒子標準模型 (Standard Model, SM)の正しさが示されたが、この
ヒッグスセクターにおける自発的対称性の破れ (Spontaneous Symmetry Breaking, SSB)

はまさに物性物理学の分野でも用いられている概念である。自発的対称性の破れとは、ラ
グランジアンが持っていた対称性を真空が破ることである。SMにおいては質量を持つ全
ての素粒子はこの SSBによって質量を獲得している。
SMではもう一つ別の対称性の破れと質量生成が起こっており、それはクォークとグルー

オンの物理 (量子色力学,Quantum Chromodynamics, QCD)におけるダイナミカルなカイ
ラル対称性の破れ (Dynamical Chiral Symmetry Breaking, DχSB)である。このDχSBに
よって陽子や中性子などの核子 (Nucleon)や中間子 (メソン, Meson)の質量は生成されて
いる。物性物理学では超伝導現象の中でDχSBと同様の SSBが起こっており、BCS理論
と呼ばれている。
以上の例からわかるように、素粒子物理学においても物性物理学においても、もはや粒

子のみを扱うのでは不十分 (あるいは不可能)で、真空あるいは背景としてどのような量
子状態が選ばれているかを考えることが非常に重要になっている。
SMにおける真空はヒッグス場のポテンシャルの最小値を取るような量子状態として定

められているが、これはヒッグス場のポテンシャルに依存する。このヒッグスポテンシャ
ルの形は SMにおいては何かから導かれるものではなく手で与えられるものであり、なぜ
そのような形をしているのかはわかっていない。特に、全ての SM素粒子の質量を与える
ヒッグス場の質量パラメータは SMにおいて質量次元あるいはスケールを持つ唯一のパラ
メータである。SMはこの質量項を除いては古典的スケール不変な理論となっている。こ
のヒッグス質量パラメータ、あるいはその存在によって生成される真空期待値 vh付近の
スケールは電弱スケール ΛEW ∼ O(102)GeVと言われる。もう一つ重要なスケールとし
て、プランク質量 (プランクスケール) mP ∼ O(1019)GeVがある。これは、古典重力を記
述するアインシュタイン方程式やアインシュタイン-ヒルベルト作用に含まれており、重
力の量子効果が無視できなくなるスケールであるとされる。この 2つの重要なスケールの
間にはO(1017)GeVもの開きがあるが、なぜこれほどまでの開きがあるのかという問いは
階層性問題と言われている。この問題を解決するということは、スケールの起源を解明す
るということである。プランクスケールの起源を説明する研究も行われている [3, 4]が、
本論文ではプランクスケールの存在は、素なラグランジアンのレベルで仮定し、ヒッグス
場の質量パラメータの起源、すなわち電弱スケールの起源のみを考える。もしヒッグス場
の質量パラメータの起源を説明できれば SMの全ての素粒子の質量の起源、スケールの起
源を説明できることになる。QCDにおけるDχSBと同様の機構によってヒッグス場の質
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量項を生成し、質量とスケールの起源を説明する模型として、[5]が提案されている。この
論文ではヒッグス場の質量項を生成するHidden-QCDセクターのDχSBに伴う南部-ゴー
ルドストンボソン (NG boson)がダークマターとなることを示している。
上記の先行研究では、TeVスケールのシナリオとしては十分なものであるが、古典的ス

ケール不変性を要求している以上、TeVスケールより上の現象も新たなスケールの導入
無しで説明しなければならない。本論文では、先行研究の模型にどのような拡張を行えば
宇宙のインフレーションを無矛盾に説明できるかを議論する。インフレーション宇宙論
とは標準宇宙論 (Standard Cosmology)が記述する初期宇宙よりさらに初期の宇宙論であ
り、標準宇宙論における諸問題を解決できる理論である。その問題点とは、平坦性問対、
地平線問題、モノポール問題、大規模構造の起源などである。これまでに様々なインフ
レーション模型が提案されてきたが、既に多くの模型が宇宙マイクロ波背景放射 (Cosmic

microwave background (radiation), CMB(R))の揺らぎの観測から棄却されている [6]。イ
ンフレーション理論の主流はインフラトン場と呼ばれるスカラー場によるインフレーショ
ン理論であるが、重力によるインフレーションも提案されている [7]。インフラトン場と
重力の非最小結合のある模型では、PLANCK衛星実験と非常に合うインフレーションを
起こしうることが調べられている。典型的な例はヒッグス場をインフラトン場として考え
るヒッグスインフレーションである [8]。
インフレーションは標準宇宙論でのいわゆるビッグバン元素合成以前の現象であり、イ

ンフレーションが終了後には標準宇宙論が記述するビッグバン宇宙へ接続されなければな
らない。そこで、急激な膨張により冷めきった宇宙を加熱する機構が必要となる。これは
宇宙の再加熱 (reheating)と呼ばれている。また、再加熱の初期段階には予熱、あるいは
プレヒーティングと呼ばれている非摂動的な粒子生成現象も起こる [9]。本論文では、再
加熱温度の見積もりも行ったが、プレヒーティングによる再加熱温度への影響は考えてお
らず、プレヒーティングにより生成された粒子の散乱によるユニタリティの破れの議論の
み行った。
本論文の構成は以下の通りである。まず、2章で素粒子標準模型の基本的な構造の解説

を行う。特に 2.3節ではQCDの低エネルギー有効理論としてのNJL模型の取り扱いにつ
いて解説する。3章では標準宇宙論の解説を行う。特に、地平線問題や平坦性問題につい
ても解説する。4章ではインフレーション宇宙論について解説する。ここでは、単一のイ
ンフラトン場による最小結合のカオティックインフレーションと、非最小結合インフレー
ションの解説のみ行う。5章で、宇宙のインフレーションを古典的スケール不変な拡張模
型に基づいて考える。ダークマターや電弱スケールの生成などのTeVスケールでの物理
との無矛盾性のチェックも行う。6章では本論文のまとめを行う。
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2 素粒子標準模型 (SM)

この章では素粒子標準模型 (SM)の中で本論文を読む上で必要、あるいは理解の助けに
なるものをまとめてある。既に SMを十分に知っている読者はこの章は飛ばして良い。
SMでは全てのフェルミオンとベクトル場 (ゲージ場)はそれぞれカイラル対称性とゲー

ジ対称性によって質量項を持つことが禁止されている。これらの粒子はヒッグス場が非自
明な (0でない)真空期待値を持つことによって質量を獲得する。まず 2.1節でヒッグスポ
テンシャルと自発的対称性の破れについて説明する。その後、2.2節で SM粒子の質量生
成ついて説明する。続いて 2.3節でカイラル対称性の破れとフェルミオンの質量生成につ
いて説明する。

2.1 ヒッグスポテンシャルと自発的対称性の破れ
この節の内容は基本的に [10]を参考にしている。
SMにおけるヒッグス場HはSU(2)Lの基本表現 (二重項)であり、U(1)Y のチャージは

1である。そこで、以下のように表現できる。

H =

(
H+

H0

)
=

1√
2

(
ϕ1 + iη1
ϕ2 + iη2

)
(2.1)

ここで、添字の+、0はそれぞれの成分がU(1)emに対してどのようなチャージを持つかを
表している。H+は+1、H0は 0の電荷を持つ。これに関しては後ほど再び取り上げる。
ヒッグスポテンシャルは

VH = −µ2(H†H) + λH(H
†H)2 (2.2)

と表される。この形はゲージ対称性 SU(2)L×U(1)Y とくりこみ可能性から一意的に定ま
る一般的なものである。µ2 < 0の時、−µ2(H†H)の項は単なる質量項となり、ヒッグス
ポテンシャルは

H†H = 0

で最小値を取る。しかし、µ2 > 0の時、−µ2(H†H)の項はもはや通常の質量項ではなく
なり、ヒッグスポテンシャルは

H†H =
µ2

2λH
(2.3)

で最小値を取る。
通常の場の量子論では、真空状態とはポアンカレ不変性を持ち、エネルギーが最低の状

態であると定める。したがって、µ2 > 0の時には、ヒッグス場の真空期待値 ⟨H⟩が

⟨H⟩†⟨H⟩ = µ2

2λH
=:

v2h
2

(2.4)
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となる状態を真空と定義するべきである。新しく定義した vhをヒッグス場の真空期待値
(Vacuum Expectation Value, VEV)という。係数の 1/2は vを複素場の期待値ではなく、
実場の期待値として定義したために生じたものである。真空がU(1)emに対して不変であ
ることを要求すると、ϕ1のみが非自明な真空期待値を持ち、従って (2.1)から

⟨H⟩ = 1√
2

(
0

vh

)
(2.5)

と書ける。ここで、今真空を (2.5)を満たす状態だと定義したが、この (2.5)は SU(2)L ×
U(1)Y の変換の下で不変ではない。これは、自発的対称性の破れ (SSB)の表現方法の一
つである。SMにおける SU(2)L × U(1)Y の自発的対称性の破れを特に、電弱対称性の破
れ (ElectoWeak Symmetry Breaking, EWSB)という。なお、⟨H⟩の上の成分は 0である
ので、この成分の複素位相のみを回す変換を行っても、⟨H⟩は不変であり、真空も不変で
ある。この破れずに残った不変性が U(1)emである。
量子場は真空からの揺らぎ (あるいは励起状態)として定義されるので、この真空の上

でのヒッグス場Hは

H =
1√
2

(
ϕ1 + iη1

vh + h+ iη2

)

と書ける。この時、ヒッグスポテンシャル (2.2)は

VH =
1

2
(
√
2µ)2h2 + λvhh(ϕ

2
1 + η21 + h2 + η22) +

λH
4
(ϕ2

1 + η21 + h2 + η22)
2 − 1

2

λHv
4
h

2
(2.6)

となる。ここで、hは質量を持つが、他の実場ϕ1、η1、η2は質量を持っていない。一般に、
連続的対称性が破れた時には破れた対称性の生成子の数だけ質量 0のボソンが存在する。
これを南部-ゴールドストンの定理といい、質量 0のボゾンを南部-ゴールドストンボゾン
(NGボゾン)という。SMにおいては、SU(2)L×U(1)Y の対称性があるが、生成子の数は
SU(2)Lの生成子 τa/2の 3つとU(1)Y の生成子 Y 1つの合計 4つである。上述の通り、こ
れが 1つの生成子Qを持つ部分群U(1)emに破れるので、破れた対称性は 3つであり、こ
れに対応するNGボゾンが質量 0の 3つの実場 ϕ1、η1、η2である。

2.2 SM粒子の質量
この節では、[10]に加えて、[11]も参考にしている。
前述の通り、SMにおける全てのフェルミオンとゲージ場はそれぞれカイラル対称性と

ゲージ対称性によって質量項を持つことができない。しかし、ヒッグス場が非自明な真空
期待値 vhを持ち、それが質量の役割を果たすことでこれらの粒子は質量を得る。これを
陽に見るために、ユニタリーゲージを定義し、そのゲージの下で議論を行う。
Hについて動径方向の成分として vh + hを取り、位相場 ξ = (ξ1, ξ2, ξ3)を用いると

H = exp(−iξ · τ/vh)

(
0

(vh + h)/
√
2

)
(2.7)
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と書ける。ここで τ はパウリ行列であり、SU(2)Lの生成子 (の定数倍)として用いている。
SMは SU(2)L × U(1)Y のゲージの自由度を持つので、その自由度を使うことで以下のよ
うに (2.7)の位相場を消すことができる。

Hu = exp(iξ · τ/vh)H =

(
0

(vh + h)/
√
2

)
(2.8)

このゲージをユニタリーゲージと呼び、このゲージでのヒッグス場をHuと書く。
位相場を用いた表式 (2.7)は、位相をテイラー展開するとわかるように、元の量子場が

複数の量子場の積として表されていることになり、正確には正しくない。しかし、量子場
は小さな揺らぎであり、二次以降の影響は小さいと思えば、その範囲では近似的に正しい
と言える。ユニタリーゲージではウィークボソンのプロパゲータが高エネルギーで振る舞
いが悪くなるが、これは位相場を用いたヒッグス場の表式の正当性が破れていることを示
している。
ゲージ場の質量項はヒッグス場の共変微分を用いた運動項から出てくる。SMにおける

共変微分は
Dµ = ∂µ + igW a

µ

τa

2
+ ig′Bµ

Y

2

である。ただし、今は特に電弱理論を考えているので、量子色力学の対称性 (SU(3)C)は
無視した。ゲージ場の質量項は

|DµH
u|2 ∋ v2H

8
[g2W 1

µW
1µ + g2W 2

µW
2µ + g2W 3

µW
3µ − 2gg′BµW

3µ + g′2BµB
µ] (2.9)

となる。ここで、W 3
µとBµは混合 (mixing)している (場の二乗の形になっていない)ので、

mixingを解いて質量固有状態にする必要がある。W 3
µ とBµについてベクトル表記し、質

量行列を対角化すると
v2H
8
[g2W 3

µW
3µ − 2gg′BµW

3µ + g′2BµB
µ]

=
v2H
8

(
W 3
µ Bµ

)( gg −gg′

−gg′ g′g′

)(
W 3
µ

Bµ

)

=
1

2

(
Zµ Aµ

)( mz 0

0 0

)(
Zµ
Aµ

)
=

1

2
m2
ZZµZ

µ

となる。ただし、

m2
Z =

v2h(g
2 + g′2)

4(
Zµ
Aµ

)
=

(
cos θW − sin θW
sin θW cos θW

)(
W 3
µ

Bµ

)

=

(
g/
√
g2 + g′2 −g′/

√
g2 + g′2

g′/
√
g2 + g′2 g/

√
g2 + g′2

)(
W 3
µ

Bµ

)
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である。この回転角 θW をワインバーグ角という。ここに現れた Zµが Zボゾンであり、
中性ベクトル場である。Aµが電磁場である。W 1

µ とW 2
µ はmixingしていない実場である

ので、複素場として以下のように統一できる。

W±
µ =

1√
2
(W 1

µ ∓ iW 2
µ) (2.10)

この複素場の質量は (2.9)から

m2
W =

g2v2H
4

となる。
次にフェルミオンの質量生成について説明する。SMではフェルミオンは左巻きと右巻

きで相互作用が異なる。これはゲージ理論の言葉で言うと、右巻きと左巻きで別々に変換
する対称性を持つということである。このような対称性をカイラル対称性といい、カイ
ラル対称性を持つ理論をカイラルな理論という。このカイラルなゲージ対称性のために、
フェルミオンは質量項を持つことができない。フェルミオンの質量はヒッグス場との湯川
相互作用項を通してヒッグス場の真空期待値から生成される。
ゲージ対称性とくりこみ可能性、そしてラグランジアンのエルミート性から、フェルミ

オンとヒッグス場との湯川結合は以下のようになる。

LY = Y u
ij Q̄LiH̃uRj + Y d

ijQ̄LiHdRj + Y e
ijL̄LiHeRj + h.c. (2.11)

ここで、

H̃ = iτ 2H∗

QLi =

(
uLi
dLi

)
=

((
uL
dL

)
,

(
cL
sL

)
,

(
tL
bL

))

uRi =
(
uR, cR, tR,

)

dRi =
(
dR, sR, bR

)

eRi =
(
eR, µR, τR

)

LLi =

(
νLi
eLi

)
=

((
νeL
eL

)
,

(
νµL
µL

)
,

(
ντL
τL

))
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である。ユニタリーゲージ (2.8)では湯川相互作用項 (2.11)は

LY = ūLi

(
Y u
ijvh√
2

)
uRj + d̄Li

(
Y d
ijvh√
2

)
dRj + ēLi

(
Y e
ijvh√
2

)
eRj + h.c. (2.12)

となり、フェルミオンの質量項が生成されたことがわかる。しかし、Wボゾンの場合と
同様に、mixingしているので、質量固有状態を求めてやる必要がある。(2.12)を見ると、
全ての項にヒッグス場の真空期待値 vhが一次で入っており、対角化する回転行列には寄
与しないことがわかる。湯川結合定数行列を対角化したものに vhがかかったものが質量
であると言える。そこで質量固有状態では、湯川相互作用項 (2.11)は

LY = ūmLi

(
Y u
i δijvh√

2

)
umRj + d̄mLi

(
Y d
i δijvh√

2

)
dmRj + ēmLi

(
Y e
i δijvh√

2

)
emRj + h.c. (2.13)

ここで、Y A
i は湯川結合定数行列を対角化した時の成分である。また、添字のmは質量固

有状態であることを意味する。フェルミオンの質量は

mA
i =

Y A
i√
2
vh

と書ける。

2.3 カイラル対称性の破れ、構成子質量と中間子
前節 2.2で、電弱対称性の破れによる質量生成機構を見た。この機構により前述の通り

クォークも質量を得ることが出来る。そのようにヒッグス場により与えられるクォーク
質量はカレントクォーク質量と呼ばれる。ここで、アップクォークやダウンクォークは核
子や π中間子、σ中間子を構成するクォークであるが、これらクォークのカレントクォー
ク質量はたかだか数MeVであり、核子の約 1GeVや π中間子の百数十MeV、σ中間子の
約 500MeVと比べて遥かに小さい。核子や σ中間子などのハドロンの大きな質量は電弱
対称性の破れとは別の対称性の破れによって与えられる。その対称性はカイラル対称性で
あり、その破れに伴い生成される質量を構成子質量という。この節ではこのカイラル対称
性とその破れ、そして構成子質量と中間子の物理について解説する。これは、5章で扱う
QCDライクな隠れたセクターを持つ古典的スケール不変な拡張模型を扱う上での基礎と
なる。この節は主に [12–16]を参考にした。

2.3.1 カレントクォーク質量とカイラル対称性
ハドロンなどのQCDの物理は、あるスケール ΛQCD ∼ 200MeV以下において現れる。

これはQCDの相互作用であるSU(3)cのゲージ場の結合定数がこのスケールで発散し、カ
ラーの閉じ込めが起こることでクォークが単体では存在できなくなるからである。このス
ケール ΛQCDは電弱対称性が破れるスケールに比べて非常に小さい。そこで、QCDのラ
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グランジアンには電弱対称性が破れ、カレントクォーク質量が生成された後のものを用い
る。すなわち、

LQCD = q̄T(i /D −m)q − 1

2
tr3GµνG

µν

を用いる。ただし、クォーク qは

q =



q1

q2

q3

q4

q5

q6


=



u

d

c

s

t

b


(2.14)

であり、それぞれのクォークは

qi =

 qiR

qiG

qiB


と、SU(3)cの基本表現である。すなわち、添字のR、G、Bはカラーである。qの転置 qT

は

qT = (q1, q2, q3, q4, q5, q6)

であり、下付きクォーク qiは qiの転置であるとする。すなわち

qi = (qiR, qiG, qiB) = (qi)T = (qiR, qiG, qiB)

とする。スピノールの四成分の足は省略した。Dµは SU(3)cのゲージ場に対する共変微
分であり

Dµ = 1∂µ − igGa
µ

λa
2

である。ここで、電弱相互作用はこの節では扱わないので無視した。Ga
µがSU(3)cのゲー

ジ場であるグルーオン場であり、λaはゲルマン行列である。λa/2で SU(3)cの生成子と
なる。1添字 aは 1 ∼ 8を走り、これはグルーオンの数に対応する。また、この共変微分は
クォーク場の SU(3)c基本表現 qiに作用するのでR、G、Bを走るクォークのカラーの足
Aを持ち、成分で書くと

(Dµ)
A
B = δAB∂ − igGa

µ

(λa)
A
B

2

と書ける。Ga
µと λa/2の和を取ったものとして

Gµ = Ga
µ

λa
2

1これは単なる規格化である。
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と定義する。これもクォークのカラーの足Aを持つ。同様にGµνは場の強さであるが、

Ga
µν = ∂µG

a
ν − ∂νG

a
µ − gϵabcG

b
µG

c
ν

Gµν = Ga
µν

λa
2

である。mは質量行列であり、

m = diag(m1,m2,m3,m4,m5,m6) = diag(mu,md,mc,ms,mt,mb)

である。すなわち、ここでのクォークは質量固有状態である。場の強さの二乗の項の tr3
はクォークのカラーの足Aについてのトレースを表す。足を用いて成分表示すると

LQCD =q̄iA(i /D
A
B −miδ

i
jδ
A
B)q

jB − 1

2
Gµν

A
BG

µνB
A

=q̄iA

[
iγµ
(
δAB∂µ − igGa

µ

λa
A
B

2

)
−miδ

i
jδ
A
B

]
qjB − 1

4
Ga
µνG

µν
a

となる。ここで、ゲルマン行列 λaの規格化条件

tr3λaλb = 2δab (2.15)

を用いた。
本節の初めに述べた通り、アップ、ダウン、ストレンジクォークのカレントクォーク質

量は、それらクォークが構成する核子や σ中間子の質量に比べて遥かに小さい。このこと
から、これらの軽い三種のクォークから成るハドロンの物理においてはこの三種類の軽い
クォークのカレントクォーク質量を無視する近似が意味を持つことが予想される。この三
種類の軽いクォークに対するラグランジアンLQCDは、全クォークに対するラグランジア
ンと同様に

Luds = q̄T(i /D −m)q − 1

2
tr3GµνG

µν

と書ける。ただし、ここではクォーク場 qは (2.14)から重いクォーク c、t、bを取り除い
たものとし、質量行列mもこれらを除いたものとして定義する。すなわち、

q =

 q1

q2

q3

 =

 u

d

s



m = diag(m1,m2,m3) = diag(mu,md,ms)

である。質量行列mを無視する近似の下では

Luds ≃ q̄Ti /Dq − 1

2
tr3GµνG

µν (2.16)

10



と書ける。この近似においては、ラグランジアンLudsはクォークの右巻きと左巻きを別々
に変換しても不変である。
ここで言う、右巻き、左巻きとはヘリシティの意味ではなく、カイラリティの意味であ

る。ヘリシティは素朴に粒子の進行方向に対するスピンの向きという概念である。カイ
ラリティはローレンツ群、あるいはポアンカレ群の右巻き表現か左巻き表現かという概念
である。これらは γ5に対する固有値によって区別される。γ5に対する固有値が+1であ
れば右巻き表現、−1ならば左巻き表現である。カイラル表現では γ5は

γ5 =

(
−12 0

0 12

)
で定義される。12は 2× 2の単位行列である。この表現の元で、ディラックスピノルψは
二つの 2-スピノル、またはワイルスピノル φL、φRを用いて

ψ =

(
φL
φR

)
と表される。これらの具体的表現の元で γ5の固有値と表現の対応を確認することは簡単
である。カイラリティは場の質量が 0の時にはヘリシティと一致するので、ここでカイラ
リティの右巻き、左巻きという名を付けることが出来る。
右巻き表現と左巻き表現を区別する γ5の固有値は±1であるので、

PL =
12 − γ5

2
=

(
12 0

0 0

)

PR =
12 + γ5

2
=

(
0 0

0 12

)
という演算子 (行列)を定義すると、これらはそれぞれ、四成分のディラックスピノル ψ

から二成分のワイルスピノルφL、φRの情報を抜き出す射影演算子となっており、実際に
ψにこれらを作用させると左巻き成分のみ、あるいは右巻き成分のみを持つスピノル

ψL := PLψ =

(
φL
0

)

ψR := PRψ =

(
0

φR

)
が得られる。
これらの射影演算子を用いることで、ディラックスピノル ψの右巻き、または左巻き

成分のみを変換する演算子を定義出来る。左巻き成分のみの位相を θLだけ変化させる演
算子 UL(θL)は

UL(θL) = e−iθLPL
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と書ける。これが左巻き成分のみの位相変換になっていることは微小変換を実際に計算す
ると簡単にわかる。また、保存カレント jµLは

jµL = ψ̄γµPLψ

となる。同様に、右巻き成分のみの位相を θRだけ変化させる演算子 UR(θR)は

UR(θR) = e−iθRPR

と書けて、ネーターカレント jµRは

jµR = ψ̄γµPRψ

となる。左巻き成分のみの位相変換の群をU(1)L、右巻き成分のみの位相変換の群をU(1)R
と書く。射影演算子 PL、PRはその定義から、

P 2
C = PC , (C = L,R)

PLPR = PRPL = 0 (2.17)

が従う。一つ目は、既に射影したものをその後何度同じ方向に射影しても何も変化が無い
と主張しているだけであり、二つ目は、既にある方向に射影したものは直行する方向の成
分を持たないので、直行する二つの方向に射影させようとしても 0になると主張している
だけである。これらの性質を用いると、UL(θL)とUR(θR)は可換であり、左巻き成分の位
相と右巻き成分の位相をそれぞれ任意の角度だけ回す変換はそれぞれの変換の直積とな
る。すなわち、変換の演算子は

ULR(θL, θR) = UL(θL)× UR(θR)

とかけ、この変換の群はU(1)L×U(1)Rである。このような右巻き表現と左巻き表現で全
く独立な変換をカイラルな変換という。この変換において特に、左右で変換する角度 θL
と θRが等しいとすると、左右で同じ変換をしていることになり、変換の演算子は一つの
パラメーター θV で

UV (θV ) = e−iθV

と書ける。ネーターカレント jµは

jµ = ψ̄γµψ

となる。このカレントはベクトルとして振る舞い、この変換の群をベクトルの V を取っ
て U(1)V と書く。また、この変換の下で右巻き表現と左巻き表現は全く同等に変換され
ており、このように左右の区別が無いような変換をベクトル型の変換という。次に、θR
が−θLに等しく、左右で全く逆に変換されるとすると、変換の演算子はやはり一つのパ
ラメーター θAのみで

UA(θA) = e−iθAγ
5
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と書ける。ネーターカレント j5µは

j5µ = ψ̄γµγ5ψ

となる。このカレントはアクシャルベクトル (軸性ベクトル、擬ベクトル)として振る舞
い、この変換の群をアクシャルベクトルのAを取って U(1)Aと書く。U(1)V も U(1)Aも
U(1)L×U(1)Rの特殊な場合であり、部分群である。一方、この部分群の直積U(1)V ×U(1)A
は元の直積群と同等である。すなわち

U(1)V × U(1)A = U(1)L × U(1)R

である。これは、生成子を基底と見なした場合にその基底を変換することに対応する。PL
と PRを基底としても、14と γ5を基底としても同じ変換の演算子を表現できる。
これまでは位相変換のみを考えていたが、同様に、左巻き表現の SU(N)のN重項を変

換する演算子 UL(θL)は

UL(θL) = e−iθL·TPL = e−iθ
a
LTaPL

と書ける。ここで

θL = (θ1L, · · · , θN
2−1

L )

は変換のパラメーターで、

TPL = (T 1PL, · · · , TN
2−1PL)

は変換の生成子である。この変換の群を SU(N)Lと書こう。対応するネーターカレント
jµLaは

jµLa = ψ̄γµTaPLψ (a = 1, · · · , N2 − 1)

となる。生成子がN2 − 1個あるので、カレントもN2 − 1種類ある。同様に、右巻き表現
の SU(N)のN 重項を変換する演算子 UR(θL)は

UR(θR) = e−iθL·TPR = e−iθ
a
RTaPR

と書け、

θR = (θ1R, · · · , θN
2−1

R )

は変換のパラメーターで、

TPR = (T 1PR, · · · , TN
2−1PR)

は変換の生成子である。この変換の群を SU(N)Rと書こう。対応するネーターカレント
jµRaは

jµRa = ψ̄γµTaPRψ (a = 1, · · · , N2 − 1)

13



となる。射影演算子PL、PRの性質 (2.17)のおかげで、左右を別々に任意に回す変換の演
算子 ULR(θL,θR)は

ULR(θL,θR) = UL(θL)× UR(θR)

というように、それぞれの群の直積で書ける。この直積群の部分群として、左右で同じ角
度だけ回す変換の演算子 UV (θV )は

UV (θV ) = e−iθV ·T

となり、ネーターカレントは
jµa = ψ̄γµTaψ

となる。この部分群をSU(N)V と書く。同様に、左右で逆に回す変換の演算子UA(θA)は
UA(θA) = e−iθA·T γ5

となり、ネーターカレントは
j5µa = ψ̄γµTaγ

5ψ

となる。この部分群を SU(N)Aと書く。これらの部分群の直積群は元の直積群と同等で
ある。

SU(N)V × SU(N)A = SU(N)L × SU(N)R

これを示すには、具体的に変換の演算子の積を計算し、SU(N)の生成子の交換子、すな
わち二次の項は交換関係から必ず一次の項になることを使えば良い。
一般に、U(1)と SU(N)の直積群は U(N)と同じものとして考えて良い。すなわち、

U(N) = U(1)× SU(N)

である。したがって、
U(N)L × U(N)R = U(1)L × SU(N)L × U(1)R × SU(N)R

である。このカイラルな変換の下で (2.16)は古典的に不変である。まず、第二項につい
て、これらの変換の元でグルーオン場は不変であるので不変である。したがって第一項の
クォーク場の共変的運動項の変換のみを考えれば良い。カイラルな変換には射影演算子
PL、またはPRが含まれているが、これら射影演算子の中の γ5は運動項の γµと q̄の γ0を
通り抜ける時に反交換関係

{γ5, γµ} = 0

によって二度符号を変え、元に戻る。その結果、変換の演算子が打ち消し、不変に保た
れる。しかし、量子論においてはアノマリー (量子異常)によって U(1)Aは破れる。した
がって、QCDにおける (近似的な)ラグランジアン (2.16)における量子的な対称性は

SU(N)L × SU(N)R × U(1)V (2.18)

となる。
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2.3.2 南部–ヨナ-ラシニオ模型
ΛQCD以下のスケールでは、グルーオン場はもはや観測されない。ΛQCD付近以下のス

ケールでの三種類の軽いクォークを記述する有効ラグランジアンとして、グルーオン場が
積分されて四体フェルミと六体フェルミ相互作用に変化したような

LNJL = q̄T(i/∂ −m)q +Gtr3(Φ
†Φ) +GD(det3Φ + det3Φ

†) (2.19)

がある。ここで、Φは 3× 3の行列場、あるいは複合場であり、

Φ = q̄(1− γ5)qT = 2q̄PLq
T = 2qRq

T
L (2.20)

で定義される。したがって、そのエルミート共役は

Φ† = q̄(1 + γ5)qT = 2q̄PRq
T = 2qLq

T
R

となる。成分で書くと

Φi
j = q̄i(1− γ5)qj = 2q̄iPLqj = 2qR

iqLj

Φ†i
j = q̄i(1 + γ5)qj = 2q̄iPRqj = 2qL

iqRj

がわかる。行列表記では

Φ =

 q̄1(1− γ5)q1 q̄1(1− γ5)q2 q̄1(1− γ5)q3
q̄2(1− γ5)q1 q̄2(1− γ5)q2 q̄2(1− γ5)q3
q̄3(1− γ5)q1 q̄3(1− γ5)q2 q̄3(1− γ5)q3


=

 q̄1q1 q̄1q2 q̄1q3
q̄2q1 q̄2q2 q̄2q3
q̄3q1 q̄3q2 q̄3q3

+ i

 q̄1iγ5q1 q̄1iγ5q2 q̄1iγ5q3
q̄2iγ5q1 q̄2iγ5q2 q̄2iγ5q3
q̄3iγ5q1 q̄3iγ5q2 q̄3iγ5q3


と書ける。Φは 3×3の行列であるので、恒等演算子13とゲルマン行列 λa a = 1, · · · , 8
を完全系として展開できる。2ここでは (2.15)を満たすように恒等演算子 13を

λ0 =

√
2

3
13

というようにゲルマン行列に統合して、行列場Φは

Φ = Φaλa
2

というように展開する。係数の 1/2はSU(3)の生成子と対応させるために付けてある。添
字 aは 0 ∼ 8を走る。(2.15)とΦの定義を用いると展開の係数場Φaは

Φa =tr3[Φλ
a] = q̄i(1− γ5)qjλ

aj
i = q̄iλ

a
j
i(1− γ5)qj = q̄TλaT(1− γ5)q (2.21)

=2q̄T(λaT/2)q + 2iq̄Tiγ5(λaT/2)q (2.22)

2ゲルマン行列だけでは、トレースレスな行列しか表現することができない。

15



と求まる。したがって複合場Φは

Φ = 2q̄T(λaT/2)q
λa
2

+ 2iq̄Tiγ5(λaT/2)q
λa
2

(2.23)

と表せる。
(2.19)は質量項を無視すればQCDの近似的な対称性 (2.18)を持つ。まず Φはその定義

から、U(1)L × U(1)R × SU(3)L × SU(3)Rの変換の元で

Φ → U †
R(θR)U

†
R(θR)ΦUL(θL)UL(θL)

と変換される。ただし、今、Φの定義の中でスピノルの足は既に縮約されているので、こ
こで用いた変換の演算子は上述のものと全く同一ではない。ここでは生成子としての射影
演算子 PL、PRは 4× 4の行列ではなく、単純に

PCqD = qDPC = qCδCD (C,D = L,R)

を満たすような演算子であるとする。この変換の元で、四体フェルミ相互作用項 tr3(Φ
†Φ)

は

tr3(Φ
†Φ) →tr3[U

†
L(θL)U

†
L(θL)Φ

†UR(θR)UR(θR) · U †
R(θR)U

†
R(θR)ΦUL(θL)UL(θL)]

= tr3(Φ
†Φ)

のように不変である。元々のNJL模型ではこの四体フェルミ相互作用のみが導入されて
いた。しかし、この項だけでは、アノマリーによるU(1)Aの破れを反映できておらず、そ
のため、行列式型の六体フェルミ相互作用項 det3(Φ)が必要となる。六体フェルミ相互作
用項がU(1)Aのみを破ることを見よう。まず、SU(3)L×SU(3)R×U(1)V 変換のもとでは

det3(Φ) →det3[U
†
R(θV )U

†
R(θR)ΦUL(θV )UL(θL)]

= U †(θV )U(θV )det3[UR(θR)]det3(Φ)det3[UL(θL)]

= 1 · det3(Φ) · 1 = det3(Φ)

となり、不変である。ここで、添字L、Rの無い演算子U(θV )は生成子としての PL、PR
がクォークに作用して固有値 1を吐き出した後のものであり、ただの位相因子である。ま
た、SU(3)Lも SU(3)Rも特殊ユニタリー群であるので、定義から行列式は 1である。一
方で、U(1)A変換に対しては

det3(Φ) →det3[U
†
R(−θA)ΦUL(θA)] = U †(−θA)U(θA)det3(Φ)

= U(2θA)det3(Φ) ̸= det3(Φ)

となり、不変ではないことがわかる。したがって、ラグランジアン (2.19)は質量項を除い
て、QCDの近似的、量子的な対称性 (2.18)と同じ対称性を持つ。この対称性のおかげで、
ラグランジアン (2.19)はQCDの低エネルギー領域をよく記述できる。
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2.3.3 カイラル対称性の破れと構成子質量
質量項があるとディラック場はカイラル対称性を持てないことから、南部–ヨナ-ラシニ

オ模型 (2.19)において、複合場Φが非自明な真空期待値を持ち、フェルミオン場 qの二次
の項、すなわち質量項が生成されると、近似的なカイラル対称性 (2.18)がダイナミカルに
破れると期待できる。そこで、複合場 Φの真空期待値を ⟨Φ⟩とし、その真空からの揺ら
ぎ、あるいは励起 δΦをヒッグス場の場合と同様に

δΦ = Φ− ⟨Φ⟩ (2.24)

と定義する。この展開をNJLラグランジアン (2.19)に代入し、カイラル対称性が自発的
に破れた後のクォーク場の振る舞いを見よう。ただし、行列式型の六体フェルミ相互作用
det3Φはそのままでは計算しにくいので、ケーリー・ハミルトンの定理を用いて、トレー
ス型の相互作用に書き直す。ケーリー・ハミルトンの定理とは、「任意の n次正方行列A

に対して、detn(A− λ1n)を展開して得られる λの多項式の形式は λを行列Aに置き換え
ても保持される」、という主張である。この定理をある任意の 3次正方行列A = (Aij)に
対して適用しよう。まず、det3(A− λ13)は

det3(A− λ13) =

∣∣∣∣∣∣∣
A1

1 − λ A1
2 A1

3

A2
1 A2

2 − λ A2
3

A3
1 A3

2 A3
3 − λ

∣∣∣∣∣∣∣
=− λ3 + (A1

1 + A2
2 + A3

3)λ
2

+ (A2
3A

3
2 + A1

2A
2
1 + A1

3A
3
1 − A1

1A
2
2 − A2

2A
3
3 − A3

3A
1
1)λ

+ (A1
1A

2
2A

3
3 + A1

2A
2
3A

3
1 + A1

3A
2
1A

3
2

− A1
1A

2
3A

3
2 − A1

2A
2
1A

3
3 − A1

3A
2
2A

3
1)

=− λ3 + tr3Aλ
2

+
1

2

[
(A1

1A
1
1 + A1

2A
2
1 + A1

3A
3
1) + (A2

1A
1
2 + A2

2A
2
2 + A3

3A
3
3)

+ (A3
1A

1
3 + A3

2A
2
3 + A3

3A
3
3)

− (A1
1A

1
1 + A2

2A
2
2 + A3

3A
3
3)− 2(A1

1A
2
2 + A2

2A
3
3 + A3

3A
1
1)
]
λ

+ det3A

=− λ3 + tr3Aλ
2 +

1

2
[AijA

j
i − (A1

1 + A2
2 + A3

3)
2]λ+ det3A

=− λ3 + tr3Aλ
2 +

1

2
[tr3(A

2)− (tr3A)
2]λ+ det3A

となる。ただし、行列式の定義
det3A = εijkA1

iA
2
jA

3
k

と、トレースの定義
tr3A = Aii
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tr3(AA) = (AA)ii = AijA
j
i

を用いた。ケーリー・ハミルトンの定理から λを行列Aで置き換えてもこの等式は成立
するので、

det3(A− A13) = 0 = −A3 + tr3(A)A
2 +

1

2
[tr3(A

2)− (tr3A)
2]A+ det3A13

を得る。これの両辺のトレースを取り、整理することで、

det3A =
1

3
tr3(A

3)− 1

2
tr3(A

2)tr3A+
1

6
(tr3A)

3

を得る。ここから、行列式型の六体フェルミ相互作用 det3Φは

det3Φ =
1

3
tr3(Φ

3)− 1

2
tr3(Φ

2)tr3Φ +
1

6
(tr3Φ)

3 (2.25)

と求まる。これを用いてラグランジアン (2.19)を展開し、揺らぎの定義 (2.24)を用いるこ
とで実際に質量が生成されることを見よう。ただし、まずは複合場Φ揺らぎ (励起)δΦの
ダイナミクスではなく、ラグランジアン (2.19)に元々入っているクォーク場 qの質量生成
のみを見たいので、揺らぎ δΦを無視する近似を行う。その際、揺らぎ δΦの一次の項は
揺らぎの定義 (2.24)を用いると必ず元のクォーク場 qの二次の項、すなわち質量項の形に
持っていけるので、質量を漏れなく評価するためにこれを行う。すなわち、A、B、Cを
行列場とすると

AB =(⟨A⟩+ δA)(⟨B⟩+ δB) = ⟨A⟩⟨B⟩+ ⟨A⟩δB + δA⟨B⟩+ δAδB

=⟨A⟩⟨B⟩+ ⟨A⟩(B − ⟨B⟩) + (A− ⟨A⟩)⟨B⟩+ δAδB

=⟨A⟩B + A⟨B⟩ − ⟨A⟩⟨B⟩+ δAδB

ABC =(⟨A⟩+ δA)(⟨B⟩+ δB)(⟨C⟩+ δC)

=⟨A⟩⟨B⟩⟨C⟩+ ⟨A⟩⟨B⟩δC + ⟨A⟩δB⟨C⟩+ δA⟨B⟩⟨C⟩
+ ⟨A⟩δBδC + δA⟨B⟩δC + δAδB⟨C⟩+ δAδBδC

=⟨A⟩⟨B⟩⟨C⟩+ ⟨A⟩⟨B⟩(C − ⟨C⟩) + ⟨A⟩(B − ⟨B⟩)⟨C⟩+ (A− ⟨A⟩)⟨B⟩⟨C⟩
+ ⟨A⟩δBδC + δA⟨B⟩δC + δAδB⟨C⟩+ δAδBδC

=⟨A⟩⟨B⟩C + ⟨A⟩B⟨C⟩+ A⟨B⟩⟨C⟩ − 2⟨A⟩⟨B⟩⟨C⟩
+ ⟨A⟩δBδC + δA⟨B⟩δC + δAδB⟨C⟩+ δAδBδC

と変形する。この公式を用いると、ラグランジアン (2.19) 中の四体フェルミ相互作用
tr3(Φ

†Φ)と六体フェルミ相互作用 det3Φの中の tr3(Φ
3)、tr3(Φ2)tr3Φ、tr3(Φ)3はそれぞれ、

tr3(Φ
†Φ) = tr3(⟨Φ⟩†Φ) + tr3(Φ

†⟨Φ⟩)− tr3(⟨Φ⟩†⟨Φ⟩) + tr3(δΦ
†δΦ)

tr3(Φ
2)tr3(Φ) =tr3(⟨Φ⟩2)tr3Φ + 2tr3(⟨Φ⟩Φ)tr3⟨Φ⟩ − 2tr3(⟨Φ⟩2)tr3⟨Φ⟩

+ 2tr3(⟨Φ⟩δΦ)tr3δΦ + tr3(δΦ
2)tr3⟨Φ⟩+ tr3(δΦ

2)tr3δΦ
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tr3(Φ
3) = 3tr3(⟨Φ⟩2Φ)− 2tr3(⟨Φ⟩3) + 3tr3(⟨Φ⟩δΦ2) + tr3(δΦ

3)

(tr3Φ)
3 = 3(tr3⟨Φ⟩)2tr3Φ− 2(tr3⟨Φ⟩)3 + 3tr3⟨Φ⟩(tr3δΦ)2 + (tr3δΦ)

3

となる。これらをラグランジアン (2.19)に代入し、

LNJL

=q̄T(i/∂ −m)q +G[tr3(⟨Φ⟩†Φ) + h.c.]−Gtr3(⟨Φ⟩†⟨Φ⟩)

+GD

[
tr3(⟨Φ⟩2Φ)−

1

2
tr3(⟨Φ⟩2)tr3Φ− tr3(⟨Φ⟩Φ)tr3⟨Φ⟩+

1

2
(tr3⟨Φ⟩)2tr3Φ + h.c.

]
− 2GD[det3⟨Φ⟩+ h.c.]

+Gtr3(δΦ
†δΦ)

+GD

[
tr3(⟨Φ⟩δΦ2)− tr3(⟨Φ⟩δΦ)tr3δΦ− 1

2
tr3(δΦ

2)tr3⟨Φ⟩+
1

2
tr3⟨Φ⟩(tr3δΦ)2 + h.c.

]
+GD

[
1

3
tr3(δΦ

3)− 1

2
tr3(δΦ

2)tr3δΦ +
1

6
(tr3δΦ)

3 + h.c.

]
=LMFA + Lres

を得る。ただし、

LMFA =q̄T(i/∂ −m)q +G[tr3(⟨Φ⟩†Φ) + h.c.]−Gtr3(⟨Φ⟩†⟨Φ⟩)

+GD

[
tr3(⟨Φ⟩2Φ)−

1

2
tr3(⟨Φ⟩2)tr3Φ− tr3(⟨Φ⟩Φ)tr3⟨Φ⟩+

1

2
(tr3⟨Φ⟩)2tr3Φ + h.c.

]
− 2GD[det3⟨Φ⟩+ h.c.]

Lres =Gtr3(δΦ
†δΦ)

+GD

[
tr3(⟨Φ⟩δΦ2)− tr3(⟨Φ⟩δΦ)tr3δΦ− 1

2
tr3(δΦ

2)tr3⟨Φ⟩+
1

2
tr3⟨Φ⟩(tr3δΦ)2 + h.c.

]
+GD

[
1

3
tr3(δΦ

3)− 1

2
tr3(δΦ

2)tr3δΦ +
1

6
(tr3δΦ)

3 + h.c.

]
である。揺らぎ δΦを含まない部分LMFAは (近似的な)カイラル対称性 (2.18)が破れた後
のクォーク場のラグランジアンに対応する。そこで、揺らぎ δΦを含む項、すなわち揺ら
ぎ δΦの二次以上の項を無視する近似を行うと、それは元の四点、および六点フェルミ相
互作用による質量生成の効果を真空期待値、あるいは平均場 ⟨Φ⟩として取り入れたよう
な近似になっている。このような近似を (自己無頓着、あるいは自己整合的な)平均場近
似 ((Self-Consistent) Mean-Field Approximation,(SC)MFA)という。LMFAは平均場近似
を行なった後のラグランジアンという意味である。自己無頓着、あるいは自己整合的と
付いている理由は後で述べる。MFAで無視した揺らぎ δΦを含む部分 Lresは、クォーク
の質量生成には寄与しなかった相互作用で、残留相互作用 (residual interaction)と呼ばれ
る。定義 (2.24)から明らかなように、揺らぎ δΦは真空上のボゾン的な励起を記述する演
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算子であると予想できる。より詳しくは、クォーク場と反クォーク場を同じ位置に同時に
生成、あるいは消滅させ、真空期待値 ⟨Φ⟩を引いてカイラル凝縮による効果を取り入れる
ことで、スピン統計的にボゾンとして振る舞う場の生成消滅を記述する。このことから、
この揺らぎ δΦはクォーク-反クォーク対から成る中間子に対応することがわかる。この中
間子の生成消滅を記述すると期待される残留相互作用Lresを無視する平均場近似では、系
のラグランジアンはLMFAであるが、生成された質量は (2.20)で定義されるクォークの複
合場Φの真空期待値 ⟨Φ⟩によって与えられている。しかし、期待値を取った後には、(次
元や係数の違いを除いて)これは単なる古典的な多成分のスカラー場と擬スカラー場の線
形和であるので、複合場 Φの真空期待値 ⟨Φ⟩を多成分のスカラー場と擬スカラー場の線
形和 φの真空期待値 ⟨φ⟩であると考え直しても良い。つまり、

⟨2q̄T(λaT/2)q⟩ = − g

G
⟨σa⟩

となるようなスカラー場 σと
⟨2q̄Tiγ5(λaT/2)q⟩ = − g

G
⟨ϕa⟩

となるような擬スカラー場 ϕaとの線型結合
φa = σa + iϕa

を考え、また、多成分場 φを

φ = φa
λa
2

と定義して、LMFAの中の真空期待値 ⟨Φ⟩を ⟨φ⟩を用いて
LMFA|⟨Φ⟩→⟨φ⟩

=q̄T(i/∂ −m)q − g[tr3(⟨φ⟩†Φ) + h.c.]− g2

G
tr3(⟨φ⟩†⟨φ⟩)

+
g2GD

G2

[
tr3(⟨φ⟩2Φ)−

1

2
tr3(⟨φ⟩2)tr3Φ− tr3(⟨φ⟩Φ)tr3⟨φ⟩+

1

2
(tr3⟨φ⟩)2tr3Φ + h.c.

]
+

2g3GD

G3
[det3⟨φ⟩+ h.c.]

としても、得られる質量は同じである。ここで、複合場との関係性からφは中間子を表す
場である。係数のGは σと ϕ、そして φの次元をスカラーの次元として適切な 1にする
ためにつけてあり、gは新たに導入した無次元の (結合)定数である。また、係数のマイナ
ス符号は、中間子場の期待値が正となるように付けている。この置き換えによって、フェ
ルミオンであるクォークのみの物理を、スカラー場または擬スカラー場である中間子と
クォークの物理へと解釈し直すことができる。すなわち、クォークの質量生成をクォー
クの複合場Φの平均場 ⟨Φ⟩によるものとして考えるのではなく、中間子場φの平均場 ⟨φ⟩
によるものであると解釈できる。この観点から、LMFA|⟨Φ⟩→⟨φ⟩は中間子場φを真空期待値
⟨φ⟩と励起 δφに分離して

φ = ⟨φ⟩+ δφ
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とした時の中間子場の励起 δφを無視した最低次の近似におけるラグランジアンであると
解釈できる。したがって、このラグランジアン LMFA|⟨Φ⟩→⟨φ⟩の ⟨φ⟩を φに置き換えるこ
とにより、中間子場の励起も含めた物理を記述するラグランジアンを復元することができ
る。これは、平均場近似において無視した残留相互作用項 Lresの効果を取り入れたこと
に相当する。この操作をして得られるラグランジアンは

LSTDMFA = LMFA|⟨Φ⟩→φ

=q̄T(i/∂ −m)q − g[tr3(φ
†Φ) + h.c.]− g2

G
tr3(φ

†φ)

+
g2GD

G2

[
tr3(φ

2Φ)− 1

2
tr3(φ

2)tr3Φ− tr3(φΦ)tr3φ+
1

2
(tr3φ)

2tr3Φ + h.c.

]
+

2g3GD

G3
[det3φ+ h.c.]

である。これは平均場を時空間に依存する量子場とした近似であり、時空間依存する平均
場近似 (Space-Time-Dependent Mean-Field Approximation, STDMFA)である。このラ
グランジアン LSTDMFAを用いることで、クォークと中間子の物理を記述できるが、中間
子場 φはこの段階では運動項を持っておらず、ダイナミカルな場ではないことに注意す
べきである。これは中間子場 φが元を辿れば複合場 (またはクォーク-反クォーク対)Φで
あってクォーク場とは独立な場ではなく、基本的な自由度ではないことを反映している。
中間子場はクォーク場のダイナミクスにより生成される。中間子に注目し、中間子の運動
を記述したい場合にはクォーク場を積分して、中間子のみの有効作用を作れば良い。その
際、ラグランジアンLSTDMFAを複合場Φを用いた形ではなく、Aを任意の多成分の行列
として q̄TAqというクォーク qと反クォーク q̄の双線型なスカラーとして表記しておくと
クォーク場での積分が簡単になるので、これを行うと

LSTDMFA =q̄T
[
i/∂ −m− 2g

(
σT + iγ5ϕT

)
+

4g2GD

2G2

{(
σT
)2 − iγ5σTϕT − iγ5ϕTσT −

(
ϕT
)2}

− g2GD

2G2

{
(σa)

2 − 2iγ5σaϕ
a − (ϕa)

2
}

− 2
√
6g2GD

2G2

{
σ0σ

T − iγ5ϕ0σ
T − ϕ0ϕ

T − iγ5σ0ϕ
T
}

+
3g2GD

2G2

{
(σ0)

2 − 2iγ5σ0ϕ
0 − (ϕ0)

2
}]

q

− g2

2G

{
(σa)

2 + (ϕa)
2
}
+

4g3GD

3G3
tr3

{(
σT
)3 − 3σT

(
ϕT
)2}

−
√

3

2

g3GD

G3

{
σ0(σa)

2 − 2ϕ0σaϕ
a − σ0(ϕa)

2
}

+

√
3

2

g3GD

G3

{
(σ0)

3 − 3σ0(ϕ0)
2
}

=q̄T [i/∂ − Π[σ, ϕ]] q + C[σ, ϕ]
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となる。ここで、

tr3(AΦ) =A
i
jΦ

j
i = Aij q̄

j(1− γ5)qi = Ai
j q̄j(1− γ5)qi

=q̄jAi
j(1− γ5)qi = q̄TAT(1− γ5)q

と

tr3(λ
T
a λ

T
b ) = λaj

iλbi
j = λa

j
iλb

i
j = tr3(λaλb) = δab

を用いた。また

Π[σ, ϕ] =m+ 2g
(
σT + iγ5ϕT

)
− 4g2GD

2G2

{(
σT
)2 − iγ5σTϕT − iγ5ϕTσT −

(
ϕT
)2}

+
g2GD

2G2

{
(σa)

2 − 2iγ5σaϕ
a − (ϕa)

2
}

+
2
√
6g2GD

2G2

{
σ0σ

T − iγ5ϕ0σ
T − ϕ0ϕ

T − iγ5σ0ϕ
T
}

− 3g2GD

2G2

{
(σ0)

2 − 2iγ5σ0ϕ
0 − (ϕ0)

2
}

C[σ, ϕ] =− g2

2G

{
(σa)

2 + (ϕa)
2
}
+

4g3GD

3G3
tr3

{(
σT
)3 − 3σT

(
ϕT
)2}

−
√

3

2

g3GD

G3

{
σ0(σa)

2 − 2ϕ0σaϕ
a − σ0(ϕa)

2
}

+

√
3

2

g3GD

G3

{
(σ0)

3 − 3σ0(ϕ0)
2
}

とした。場を積分するときには分配関数Zが必要であり、

Z =

∫
DσDϕDqDq̄ · ei

∫
d4xLSTDMFA

と定義される。クォーク場 qと反クォーク場 q̄で積分すると

Z =

∫
DσDϕ ·Det3,γ,x[(i/∂x13 − Π)δ(x− y)] · ei

∫
d4xC (2.26)

を得る。ここで、フェルミオン場の積分の公式∫
DψDψ̄ · ei

∫
d4xψ̄(x)M(x)ψ(x) =

∫
DψDψ̄ · ei

∫
d4xd4yψ̄(x)M(x)δ(x−y)ψ(y)

=Det[M(x)δ(x− y)]

を用いた。ただし、最初の文字が大文字のDetは連続値を走る足 (添字)としての座標 x

を含む全ての足に対する行列式である。具体的にどの足に対する行列式になっているか
を明示的にするために、右下に添字を付けることがある。例えば、Det3,γ,x はカイラル
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変換の 3 × 3行列の足 i、γ行列の足、すなわちスピノルの足 a、そして座標 xについて
の行列式を意味する。より具体的には、M をこれら全ての足を持つものとすると、その
成分がM i

j
a
b(x, y) = M i,a,x

j,b,y = MA
B というように元の足の組で定義される二つの足

A = (i, a, x)、B = (j, b, y)を持つような行列として扱い、行列式を定義する。ただし、こ
れは数学的に厳密な定義ではなく、直感的な定義である。ここで、積分を実行する際に∫

d4xψ̄(x)M(x)ψ(x) =

∫
d4xd4yψ̄(x)M(x)δ(x− y)ψ(y)

というように、δ(x− y)を用いて座標を足に持つ行列とベクトルの積として表現し直した
ことに注意すべきである。δ(x− y)は無限次元の単位行列 1xの成分表示としての役割を
果たし、

(1x)
x
y = δ(x− y)

である。分配関数Zを

Z =

∫
DσDϕ · exp

[
i

(
−i log Det3,γ,x[(i/∂x13 − Π)δ(x− y)] +

∫
d4xC

)]
というように、全て指数の肩に乗せるように整理すると、その肩が中間子場 σ、ϕに対す
る作用 Smesonに相当し、

Smeson =− i log Det3,γ,x[(i/∂x13 − Π)δ(x− y)] +

∫
d4xC (2.27)

であることがわかる。この作用は中間子場について最低次、すなわち treeレベルの有効
作用である。この作用を中間子場 σa、ϕaで汎関数微分して、中間子場を時空に依存しな
い古典場、すなわち真空期待値 ⟨σ⟩、⟨ϕ⟩で置き換えることで中間子場の逆プロパゲータ
や頂点関数などを求められる。しかし、代入する中間子場の真空期待値 ⟨σ⟩、⟨ϕ⟩、あるい
はカイラル凝縮 ⟨Φ⟩の値をまだ求めていないのでこれを求めてやる必要がある。真空期
待値は一般に、(有効)作用 Seffから得られる有効ポテンシャル Veffの最低点を与える値と
して求まる。しかし、有効ポテンシャル Veffを評価する前に、まずは対称性から真空期待
値 ⟨Φ⟩、あるいは ⟨σ⟩、⟨ϕ⟩の大まかな形を求め、そのあとに有効ポテンシャルを評価しよ
う。まずカレントクォーク質量mが 0のカイラル極限を考える。この場合には、カイラ
ル対称性 (2.18)が厳密に成り立つ。ベクターライクなゲージ相互作用をする理論におい
ては大域的でベクターライクな対称性は破れないことがヴァファ-ウィッテンにより示さ
れている [17]。したがって、真空は対称性が破れたあとでも SU(3)V の対称性は満たさな
ければならないので、真空期待値 ⟨Φ⟩は非対角成分を持てず、さらに各成分の値は同じで
ある。すなわち

⟨Φ⟩ =

 ⟨ū(1− γ5)u⟩ 0 0

0 ⟨d̄(1− γ5)d⟩ 0

0 0 ⟨s̄(1− γ5)s⟩

 =
1

3
⟨q̄T(1− γ5)q⟩13

というように単位行列 13の定数倍の形に限定される。さらに、同じくヴァファ-ウィッテ
ンにより、パリティ対称性を持つベクターライクなゲージ理論においてはパリティ対称性
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は自発的には破れないことが知られている [18]ので、パリティ対称性を持つQCDの元で
はパリティが奇である γ5を含む部分の真空期待値は 0になる。すなわち、

⟨Φ⟩ =

 ⟨ūu⟩ 0 0

0 ⟨d̄d⟩ 0

0 0 ⟨s̄s⟩

 =
1

3
⟨q̄Tq⟩13 (2.28)

の形に限定される。ただし、ここではNJL模型がベクターライクなゲージ理論であるQCD

の低エネルギー有効模型だということを用いて真空の形を決定したのであり、NJLのラ
グランジアン (2.19)だけからはこのようなことは言えない。もしNJL模型を用いる時に
高エネルギーではベクターライクなゲージ理論になっていると仮定しない場合は非対角
成分も 0でないとして計算をするべきであり、パリティが奇の部分も 0でないとして計算
すべきである。奇パリティの部分が 0でない場合の計算は γ5の性質を用いることを除い
て、以下で行う方法と同様に計算できる。ここまでは、カレントクォーク質量mを 0に
し、カイラル対称性 (2.18)が厳密に成り立つカイラル極限で考えていた。しかし、実際
にはカレントクォーク質量mは 0でなく、カイラル対称性 (2.18)は近似的な対称性であ
るため、真空期待値 ⟨Φ⟩も厳密には (2.28)の形にはならない。しかし、カレントクォーク
質量mは対角的であるため、ゲルマン行列のうちの対角的な生成子 λ3/2、λ8/2で生成さ
れるベクターライクな変換に対してラグランジアンLNJLは不変である。上で述べたよう
に、ベクターライクな大域的対称性はベクターライクなゲージ理論の元では自発的に破れ
ないので、近似的カイラル対称性 (2.18)が破れたあとであってもこの対称性は残る。これ
は真空期待値 ⟨Φ⟩が対角的な形で保持されることを意味し、

⟨Φ⟩ =

 ⟨ūu⟩ 0 0

0 ⟨d̄d⟩ 0

0 0 ⟨s̄s⟩

 (2.29)

の形まで制限される。これを中間子場 σa、ϕaで書き換えると

⟨σ0⟩ = −G
g
⟨q̄Tλ0Tq⟩ = −

√
2

3

G

g
(⟨ūu⟩+ ⟨d̄d⟩+ ⟨s̄s⟩)

⟨σ3⟩ = −G
g
⟨q̄Tλ3Tq⟩ = −G

g
(⟨ūu⟩ − ⟨d̄d⟩)

⟨σ8⟩ = −G
g
⟨q̄Tλ8Tq⟩ = −

√
1

3

G

g
(⟨ūu⟩+ ⟨d̄d⟩ − 2⟨s̄s⟩)

⟨σa⟩ = −
G

g
⟨q̄TλaTq⟩ = 0 for a = 1, 2, 4, 5, 6, 7

⟨ϕa⟩ = −G
g
⟨q̄Tiγ5λaTq⟩ = 0
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となり、これから

⟨ϕ⟩ = ⟨ϕa⟩λa
2

= 0

⟨φ⟩ = ⟨σ⟩ = ⟨σa⟩λa
2

= −G
g
⟨Φ⟩

を得る。真空期待値 ⟨Φ⟩の形が求まったので、これを用いて真空期待値 ⟨ūu⟩、⟨d̄d⟩、⟨s̄s⟩、
または ⟨σ0⟩、⟨σ3⟩、⟨σ8⟩を求めよう。一般に、真空期待値は有効ポテンシャルの最低点で
の値として求まるので、一旦、ここで有効ポテンシャルについて一般的に議論しよう。一
般に場の組をϕとし、その有効作用をSeff [ϕ]とする。真空期待値は時空間に依存しないの
で、時空間に依存しない古典場 ϕ̄で表されるようなポテンシャルを評価することになる。
この時空間に依存しない古典場 ϕ̄を有効作用 Seff [ϕ]に代入することで、場の微分、すな
わち運動項に当たる部分が 0になり、自動的にポテンシャル項に相当する部分のみ残る。
この残るポテンシャル項の被積分関数が有効ポテンシャル Veff である。すなわち、

Seff [ϕ = ϕ̄] = −
∫
d4xVeff [ϕ̄]

である。Veff [ϕ̄]は時空間に依存しないので四次元体積積分の外に出すことができ、した
がって

Veff [ϕ̄] = −Seff [ϕ = ϕ̄]∫
d4x

が得られる。一般の有効ポテンシャルを定義したので、(2.27)の中間子場の有効作用Smeson

から有効ポテンシャル Vmesonを導こう。時空間に依存しない古典的な中間子場を σ̄a、ϕ̄a
とする。上で行なった真空期待値に対する対称性による制限から ⟨ϕ⟩ = 0と決まっている
ので、

ϕ̄ = 0

として良い。また、同様に、

σ̄0 =

√
2

3
(σ̄1

1 + σ̄2
2 + σ̄3

3)

σ̄3 = (σ̄1
1 − σ̄2

2)

σ̄8 =

√
1

3
(σ̄1

1 + σ̄2
2 − 2σ̄3

3)

σ̄ =

 σ̄1
1 0 0

0 σ̄2
2 0

0 0 σ̄3
3
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として良い。これらをΠ[σ, ϕ]、C[σ, ϕ]に代入すると

Π̄[σ̄]1γ = Π[σ = σ̄, ϕ = ϕ̄ = 0]

=

[
m+ 2gσ̄T − 4g2GD

2G2

(
σ̄T
)2

+
g2GD

2G2
(σ̄a)

2 +
2
√
6g2GD

2G2
σ̄0σ̄

T − 3g2GD

2G2
(σ̄0)

2

]
1γ

=


 m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3

+ 2g

 σ̄1
1 0 0

0 σ̄2
2 0

0 0 σ̄3
3

− 2g2GD

G2

 σ̄2
2σ̄

3
3 0 0

0 σ̄3
3σ̄

1
1 0

0 0 σ̄1
1σ̄

2
2


1γ

=

 Π̄1[σ̄] 0 0

0 Π̄2[σ̄] 0

0 0 Π̄3[σ̄]

1γ (2.30)

C̄[σ̄] = C[σ = σ̄, ϕ = ϕ̄ = 0]

=− g2

2G
(σ̄a)

2 +
4g3GD

3G3
tr3

[(
σ̄T
)3]−√3

2

g3GD

G3
σ̄0(σ̄a)

2 +

√
3

2

g3GD

G3
(σ̄0)

3

=− g2

G

[
(σ̄1

1)
2 + (σ̄2

2)
2 + (σ̄3

3)
2
]
+

4g3GD

G3
σ̄1

1σ̄
2
2σ̄

3
3 (2.31)

を得る。ただし、

Π̄1[σ̄] = m1 + 2gσ̄1
1 −

2g2GD

G2
σ̄2

2σ̄
3
3 (2.32)

Π̄2[σ̄] = m2 + 2gσ̄2
2 −

2g2GD

G2
σ̄3

3σ̄
1
1 (2.33)

Π̄3[σ̄] = m3 + 2gσ̄3
3 −

2g2GD

G2
σ̄1

1σ̄
2
2 (2.34)

とした。ここで Π̄がフレーバーの 3× 3行列に関して対角的になっていることで、後の計
算が簡単になる。(2.27)の有効作用 Smesonにこれらを代入すると

S̄meson[σ̄] =Smeson[σ = σ̄, ϕ = ϕ̄ = 0]

=− ilogDet3,γ,x[(i/∂x13 − Π̄1γ)δ(x− y)] +

∫
d4xC̄

となるが、第一項の連続変数の足に対する行列式がよくわからないので、まず公式

logDetM = TrLogM

を用いてトレースに直すことを考える。ここで、行列式Detの場合と同様に、最初の文字
が大文字のTr、Logはそれぞれ、連続値を走る足 (添字)としての座標 xを含む全ての足
の組を足とする行列のトレース、対数として定義される。また、具体的にどの足に対する
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トレース、または対数であるかを明示的にするために、右下に添字を付けることがある。
より具体的に、成分がM i

j
a
b(x, y) =M i,a,x

j,b,y =MA
Bというように元の足の組で定義さ

れる二つの足A = (i, a, x)、B = (j, b, y)を持つような行列M の対数は
(
eLogM

)A
B
=

(
∞∑
n=0

1

n!
(LogM)n

)A

B

=MA
B

を満たすものとして定義される。これを用いると

S̄meson[σ̄] =− iTr3,γ,xLog3,γ,x[(i/∂x13 − Π̄1γ)δ(x− y)] +

∫
d4xC̄

となる。ここで、行列 (i/∂x13 − Π̄1γ)δ(x− y)もであるが、座標 xを足に持ち、物理的な
作用に含まれる行列A(x, y)は、局所場の理論においては必ず成分がAab(x)δ(x− y)とい
うように座標の足を一つしか持たない部分Aab(x)と座標の足を二つ持つ単位行列の成分
δ(x− y)の積の形になる。この形から、行列Aab(x)δ(x− y)は対角的であると言える。行
列Aab(x)は基本的に逆プロパゲーターであり微分を含むので、一般的に証明するのは難
しいが、具体的にAab(x)の形が与えられれば、部分積分によって∫

d4yAab(x)δ(x− y)Abc(y)δ(y − z)

=

∫
d4yAab(x)A

b
c(x)δ(x− y)δ(y − z)

=Aab(x)A
b
c(x)δ(x− z)

が示せて、Aab(x)δ(x− y)が対角行列であると示せる。さらに、行列の対数の定義を用い
て示せるように対角行列の対数は元の行列の各対角成分をそれぞれの対数にしたものに
なる、つまり

Log[diag(a1, · · · , an)] = diag(log[a1], · · · , log[an])

となるので、
Trx,aLogx,a[A(x)δ(x− y)] = Trx,a(loga[A(x)]δ(x− y))

=Trx(tra[logaA(x)]δ(x− y)) = Trx(log[detaA(x)]δ(x− y))

(=TrxLogx([detaA(x)]δ(x− y)) = TrxLogxdetaA(x, y))

を得る。これを用いると

S̄meson[σ̄] =− iTrx(log[det3,γ(i/∂x13 − Π̄1γ)]δ(x− y)) +

∫
d4xC̄

を得る。次に、微分があるとわかりにくいので、連続変数における恒等演算子 1x、また
はデルタ関数 δ(x− y)をフーリエ展開をして微分を消すと

S̄meson[σ̄] =− iTrx

(
log[det3,γ(i/∂x13 − Π̄1γ)]

∫
d4k

(2π)4
e−ik·(x−y)

)
+

∫
d4xC̄

=− iTrx

(∫
d4k

(2π)4
log[det3,γ(/k13 − Π̄1γ)]e

−ik·(x−y)
)
+

∫
d4xC̄
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となる。ここで、log[det3,γ(i/∂x13 − Π̄1γ)]は微分を含む時空依存性のない演算子であるた
め、e−ik·xに掛かった時には微分 ∂を運動量 kに置き換えるだけで良いことを用いた。次
に、トレースTrxは座標を足とする行列のトレースであるので、行と列の等しい対角成分
の和で定義され、

TrxA(x, y) =

∫
d4x

∫
d4yδ(x− y)A(x, y)

となる。これを用いると

S̄meson[σ̄] =− i

∫
d4x

∫
d4yδ(x− y)

(∫
d4k

(2π)4
log[det3,γ(/k13 − Π̄1γ)]e

−ik·(x−y)
)
+

∫
d4xC̄

=− i

∫
d4x

(∫
d4k

(2π)4
log[det3,γ(/k13 − Π̄1γ)]

)
+

∫
d4xC̄

=

[∫
d4k

i(2π)4
log[det3,γ(/k13 − Π̄1γ)] + C̄

] ∫
d4x

=− Vmeson

∫
d4x

すなわち、有効ポテンシャル

Vmeson[σ̄] = i

∫
d4k

(2π)4
log[det3,γ(/k13 − Π̄1γ)]− C̄

を得る。あとはフレーバーの変換の行列の足とガンマ行列の足についての行列式を計算す
れば普通の数の積分になる。まず、ガンマ行列を消去すると、

Vmeson[σ̄] =i
1

2

∫
d4k

(2π)4
log[det3,γ(/k13 − Π̄1γ)] + i

1

2

∫
d4k

(2π)4
log[det3,γ(/k13 − Π̄1γ)]− C̄

=i
1

2

∫
d4k

(2π)4
log[det3,γ(/k13 − Π̄1γ)] + i

1

2

∫
d4k

(2π)4
log[det3,γ(−/k13 − Π̄1γ)]− C̄

=i
1

2

∫
d4k

(2π)4
log[det3,γ(/k13 − Π̄1γ)det3,γ(−/k13 − Π̄1γ)]− C̄

=i
1

2

∫
d4k

(2π)4
log[det3,γ(/k13 − Π̄1γ)(−/k13 − Π̄1γ)]− C̄

=i
1

2

∫
d4k

(2π)4
log[det3,γ(−k2131γ + Π̄21γ)]− C̄

を得る。ここで、∫ ∞

−∞
dkf(k) =

∫ −∞

∞
d(−k)f(−k) =

∫ −∞

∞
−dkf(−k) =

∫ ∞

−∞
dkf(−k)

と対数の性質

log[a] + log[b] = log[ab]
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と行列式の性質

det(A)det(B) = det(AB)

とガンマ行列の定義

{γµ, γν} = 2gµν

を用いた。さらに、再びトレースと行列式の性質、そして、対角行列の対数の性質を用い
ると

Vmeson[σ̄] =i
1

2

∫
d4k

(2π)4
tr3,γlog3,γ[−k2131γ + Π̄21γ]− C̄

=i
1

2

∫
d4k

(2π)4
tr3,γlog3[−k213 + Π̄2]1γ − C̄

=2i

∫
d4k

(2π)4
tr3log3[−k213 + Π̄2]− C̄

を得る。Π̄は (2.30)のように対角行列であり、対角行列の対数の性質を用いて

Vmeson[σ̄] =2i

∫
d4k

(2π)4
tr3log3diag

(
[−k2 + Π̄2

1], [−k2 + Π̄2
2], [−k2 + Π̄2

3]
)
− C̄

=2i

∫
d4k

(2π)4
tr3diag

(
log[−k2 + Π̄2

1], log[−k2 + Π̄2
2], log[−k2 + Π̄2

3]
)
− C̄

=2i

∫
d4k

(2π)4

3∑
i=1

log[−k2 + Π̄2
i ]− C̄

を得る。あとは積分を実行すればよいが、簡単のため、ユークリッド化して計算を行う。
すなわち、

ik0E = k0

kiE = ki

ηµνE = −2δµν

を用いて、

Vmeson[σ̄] =2i

∫
dk0d3k

(2π)4

3∑
i=1

log[−k2 + Π̄2
i ]− C̄

=− 2

∫
dk0Ed

3kE
(2π)4

3∑
i=1

log[k2E + Π̄2
i ]− C̄

=− 2

∫
d4kE
(2π)4

3∑
i=1

log[k2E + Π̄2
i ]− C̄
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とする。ここで、本来ならば、k0がもともと実軸上の積分の変数としていたので、kEは
虚軸上の積分の変数になるが、今の場合は実軸上の積分に直すことができて、d4kEの積
分は全て実数の積分になっている。そこで、四次元の極座標表示を用いれば微小体積要素
d4kEは

d4kE = |kE|3d|kE| sin2 θ sinϕdθdϕdχ

とかけ、 ∫
f(|kE|)d4kE =

∫
f(|kE|)|kE|3d|kE| sin2 θ sinϕdθdϕdχ

=

∫
f(|kE|)|kE|3d|kE| × 2π2 = π2

∫
f(|kE|)k2Ed(k2E)

を得る。これを用いれば

Vmeson[σ̄] =− 2

∫
d(k2E)

16π2

3∑
i=1

k2Elog[k
2
E + Π̄2

i ]− C̄

=−
3∑
i=1

[
1

16π2
(k2E)

2log[k2E + Π̄2
i ]

]Λ2
QCD

0

+
3∑
i=1

∫ Λ2
QCD

0

d(k2E)

16π2
(k2E)

2 1

k2E + Π̄2
i

− C̄

=−
3∑
i=1

1

16π2
Λ4

QCDlog[Λ
2
QCD + Π̄2

i ] +
3∑
i=1

∫ Λ2
QCD+Π̄2

i

Π̄2
i

d(l2)

16π2

(
l2 − 2Π̄2

i +
Π̄4
i

l2

)
− C̄

=−
3∑
i=1

1

16π2
Λ4

QCDlog[Λ
2
QCD + Π̄2

i ]

+
3∑
i=1

1

16π2

(
1

2
Λ4

QCD − Π̄2
iΛ

2
QCD + Π̄4

i log

[
Λ2

QCD + Π̄2
i

Π̄2
i

])
− C̄

=−
3∑
i=1

1

16π2

(
Λ4

QCDlog

[
1 +

Π̄2
i

Λ2
QCD

]
− Π̄4

i log

[
1 +

Λ2
QCD

Π̄2
i

]
+ Π̄2

iΛ
2
QCD

)
− C̄

−
3∑
i=1

1

16π2
Λ4

QCDlog[Λ
2
QCD] +

1

32π2
Λ4

QCD

となる。ここで、ユークリッド化された運動量 kEの積分範囲は (−∞,∞)のままだと発散
するので、有限の値で打ち切り (cut-offして)、(−ΛQCD,ΛQCD)とした。これは数学的に
は単なる正則化 (regularization)であるが、物理的には、クォークを積分して見えなくす
るということが低エネルギーでのみ有効であり、ΛQCD以上のエネルギーを持つ状態を考
慮してはいけないことを表している。ここで、

I0(m) =

∫
d4k

i(2π)4
log[detγ(/k −m1γ)]
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とおくと

I0(m) =2

∫
d4k

i(2π)4
log[−k2 +m2] = 2

∫
d4kE
(2π)4

log[k2E +m2] = 2

∫
d(k2E)

16π2
k2Elog[k

2
E +M2

i ]

=
1

16π2

(
Λ4

QCDlog

[
1 +

m2

Λ2
QCD

]
−m4log

[
1 +

Λ2
QCD

m2

]
+m2Λ2

QCD

)
+

1

16π2
Λ4

QCDlog[Λ
2
QCD]−

1

32π2
Λ4

QCD

=
1

16π2

(
Λ4

QCDlog

[
1 +

m2

Λ2
QCD

]
−m4log

[
1 +

Λ2
QCD

m2

]
+m2Λ2

QCD

)
+ I0(0)

となり、

Vmeson[σ̄] =−
3∑
i=1

I0(Π̄i)− C̄ (2.35)

=−
3∑
i=1

1

16π2

(
Λ4

QCDlog

[
1 +

Π̄2
i

Λ2
QCD

]
− Π̄4

i log

[
1 +

Λ2
QCD

Π̄2
i

]
+ Π̄2

iΛ
2
QCD

)
− C̄

(2.36)

−
3∑
i=1

I0(0) (2.37)

を得る。最後の項は Π̄に依存せず、したがって σ̄に依存しないので、真空期待値 ⟨Φ⟩を
求める際には無視して良い。この有効ポテンシャル Vmesonの最小値を与える σ̄の値が真
空期待値 ⟨σ⟩である。すなわち、⟨σ⟩は

Vmeson[⟨σ⟩] ≤ Vmeson[σ̄] for ∀σ̄

を満たす。 この条件が満たされる必要条件は停留性条件で、
∂Vmeson

∂σii
= 0

である。時空に依存する平均場近似の元でのラグランジアンLSTDMFAの形と Π̄、Π̄iの定
義から Π̄i[⟨σ⟩]はフレーバーが iのクォークの質量、Π̄[⟨σ⟩]は質量行列になっている。そ
こで

Mi = Π̄i[σ̄ = ⟨σ⟩]

M = Π̄[σ̄ = ⟨σ⟩]

と書こう。また、

C0 = C̄[σ̄ = ⟨σ⟩]
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と置く。行列式の微分が余因子行列と行列の微分の積のトレースになるという公式
ddetA(x)

dx
= trÃ

dA(x)

dx

と余因子行列が行列式と逆行列の積になること

Ã = det[A]A−1

から、
dlogdetA(x)

dx
= trA−1dA(x)

dx

となるので、この公式と停留性の条件から

M1 −m1 = 2g⟨σ⟩11 −
2g2GD

G2
⟨σ⟩22⟨σ⟩33

=2g
G

g

∫
d4k

(2π)4
trγ

i

/k − Π1

− 2g2GD

G2

[
G

g

∫
d4k

(2π)4
trγ

i

/k − Π2

⟨σ⟩33 +
G

g

∫
d4k

(2π)4
trγ

i

/k − Π3

⟨σ⟩22 − ⟨σ⟩22⟨σ⟩33
]

M2 −m2 = 2g⟨σ⟩22 −
2g2GD

G2
⟨σ⟩33⟨σ⟩11

=2g
G

g

∫
d4k

(2π)4
trγ

i

/k − Π2

− 2g2GD

G2

[
G

g

∫
d4k

(2π)4
trγ

i

/k − Π3

⟨σ⟩11 +
G

g

∫
d4k

(2π)4
trγ

i

/k − Π1

⟨σ⟩33 − ⟨σ⟩33⟨σ⟩11
]

M3 −m3 = 2g⟨σ⟩33 −
2g2GD

G2
⟨σ⟩11⟨σ⟩22

=2g
G

g

∫
d4k

(2π)4
trγ

i

/k − Π3

− 2g2GD

G2

[
G

g

∫
d4k

(2π)4
trγ

i

/k − Π1

⟨σ⟩22 +
G

g

∫
d4k

(2π)4
trγ

i

/k − Π2

⟨σ⟩11 − ⟨σ⟩11⟨σ⟩22
]

を得る。これは、クォークの質量M のうち元々持っていたカレントクォーク質量m以
外の部分M −mはクォーク凝縮 ⟨q̄qT⟩ = −(g/G)⟨σ⟩の値によって決まるが、その値はま
た、クォーク凝縮の効果により質量を得たクォーク自身のループにより決まることを表し
ている。すなわち、クォークの質量は、その質量を持ったクォーク自身のループにより自
己整合的、あるいは自己無頓着 (Self-Consistent)に生成される。 このような条件を南部–

ヨナ-ラシニオの自己無頓着条件 (Self-Consistency condition)と呼ばれる。自己無頓着平
均場近似の自己無頓着とは、このような意味である。この時、時空に依存しない平均場近
似におけるクォーク場のラグランジアンLMFAは

LMFA = q̄T(i/∂ −M1γ)q + C0
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となり、実際にM がクォークの質量となっていることがわかる。この、クォーク自身
のループの効果によって生成されるクォークの質量M やMiを構成子質量 (constituent

mass)と呼ぶ。
真空やクォークの質量生成について議論したので、続いてその真空上の励起である中間

子の物理について議論する。中間子の作用は (2.27)であるが、微分は第一項にのみ含まれ
るので、中間子場の運動項はこの第一項から出てくる。すなわち、クォークのループを通
して中間子の運動項は出てくる。ここで、後のためにこの第一項に関連していくつか記法
を導入する。まず、第一項の (i/∂13 − Π)δ(x− y)を

L[σ, ϕ](x, y) = (i/∂x13 − Π[σ, ϕ](x))δ(x− y)

と置く。この演算子 (行列)の逆をS[σ, ϕ]と置く。すなわち、Sは

LS = SL = 1x131γ

であり、言い換えると

S = L－ 1

である。σ = ⟨σ⟩、ϕ = ⟨ϕ⟩ = 0の下では

L0(x, y) =L[σ = ⟨σ⟩, ϕ = 0](x, y) = (i/∂x13 −M1γ)δ(x− y)

=diag(i/∂x −M11γ, i/∂x −M21γ, i/∂x −M31γ)δ(x, y)

となり、これはクォーク場 qに対する逆プロパゲーター (行列)である。この時、 Sは定
義から qのプロパゲーター (行列)となり、その (x, y)成分は

S0(x, y) =

∫
d4k

(2π)4
1

/k13 −M1γ
e−ik·(x−y)

=

∫
d4k

(2π)4
diag

(
1

/k −M11γ
,

1

/k −M21γ
,

1

/k −M31γ

)
e−ik·(x−y)

となる。一行目の表現は二行目の表現の略記である。これらを用いて中間子の物理を議
論する。物理的な質量はプロパゲーターの分母が 0になるような四元運動量の二乗のルー
トで定義される。言い換えると、運動量表示の逆プロパゲーターが 0になるような四元運
動量のノルムである。そこで、中間子場の逆プロパゲーターを求めよう。座標表示の逆プ
ロパゲーターは座標表示での中間子場で中間子場の作用を二回汎関数微分すると求まる。
同様に、運動量表示の逆プロパゲーターは運動量表示での中間子場で中間子場の作用を二
回汎関数微分すると求まる。運動量表示での擬スカラー場の逆プロパゲーターは、

D̃−1
ϕ,ab(p, q) =

δ

δϕ̃a(p)

δ

δϕ̃b(q)
Smeson

∣∣∣∣
VEV

=
δ

δϕ̃a(p)

δ

δϕ̃b(q)

[
−ilogDetx,3,γL+

∫
d4xC

]∣∣∣∣
VEV

=− i
δ

δϕ̃a(p)

δ

δϕ̃b(q)
logDetx,3,γL

∣∣∣∣
VEV

+
δ

δϕ̃a(p)

δ

δϕ̃b(q)

∫
d4xC

∣∣∣∣
VEV
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を計算することで得られる。ただし、|VEVは汎関数微分を全て行なった後で中間子場に真
空期待値を代入することを表す。ここで、第一項を計算するのにまずは行列式の微分を考
える必要がある。一般に、ある変数 tに依存するある行列Aの余因子行列を Ãとすると、

d

dt
detA = tr

[
dA

dt
Ã

]
が成り立つ。さらに、Aの行列式 detAが 0でなく、Aが逆行列A−1を持つとき

Ã = det[A]A−1

であるので、
d

dt
logdetA =

1

detA
tr

[
dA

dt
det[A]A−1

]
= tr

[
dA

dt
A−1

]
を得る。これを用いると作用Smesonの第一項に対する一階の汎関数微分は計算できる。二
階汎関数微分については一階汎関数微分により現れた逆行列L−1 = Sの汎関数微分を計
算しなければならないので、逆行列の微分についての一般論を述べる。逆行列の定義から
行列Aに対して

A−1A = 1

であるが、単位行列 1の微分は 0であるので、

0 =
d

dt
1 =

dA−1

dt
A+ A−1dA

dt

となり、
dA−1

dt
= −A−1dA

dt
A−1

を得る。Aが連続変数の足を持ち、その成分がA(x, y)である行列の場合は、
dA−1

dt
(x, y) =

∫
du

∫
dv

[
−A−1(x, u)

dA

dt
(u, v)A−1(v, y)

]
となる。これらを用いると、擬スカラー場の運動量表示での逆プロパゲーターは

D̃−1
ϕ,ab(p, q) =− i

δ

δϕ̃a(p)
Trx,3,γ

[(
δ

δϕ̃b(q)
L

)
S

]∣∣∣∣
VEV

+
δ

δϕ̃a(p)

δ

δϕ̃b(q)

∫
d4xC

∣∣∣∣
VEV

=− i Trx,3,γ

[(
δ

δϕ̃a(p)

δ

δϕ̃b(q)
L

)
S +

(
δ

δϕ̃b(q)
L

)(
δ

δϕ̃a(q)
S

)]∣∣∣∣
VEV

+
δ

δϕ̃a(p)

δ

δϕ̃b(q)

∫
d4xC

∣∣∣∣
VEV

=− i Trx,3,γ

[(
δ

δϕ̃a(p)

δ

δϕ̃b(q)
L

)
S −

(
δ

δϕ̃b(q)
L

)
S

(
δ

δϕ̃a(q)
L

)
S

]∣∣∣∣
VEV

+
δ

δϕ̃a(p)

δ

δϕ̃b(q)

∫
d4xC

∣∣∣∣
VEV
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となる。ここで、Lのうち中間子場に依存するのは−Π(x)δ(x− y)の項なので、

D̃−1
ϕ,ab(p, q) =iTrx,3,γ

[(
δ2Π(x)

δϕ̃a(p)δϕ̃b(q)
δ(x− y)

)
S

+

(
δΠ(x)

δϕ̃b(q)
δ(x− y)

)
S

(
δΠ(x)

δϕ̃a(p)
δ(x− y)

)
S

]∣∣∣∣
VEV

+
δ

δϕ̃a(p)

δ

δϕ̃b(q)

∫
d4xC(x)

∣∣∣∣
VEV

=iTrx,3,γ

[
δ2Π(x)

δϕ̃a(p)δϕ̃b(q)
S(x, y)

+

∫
d4z

δΠ(x)

δϕ̃b(q)
S(x, z)

δΠ(z)

δϕ̃a(p)
S(z, y)

]∣∣∣∣
VEV

+
δ

δϕ̃a(p)

δ

δϕ̃b(q)

∫
d4xC(x)

∣∣∣∣
VEV

となる。あとはΠやCの汎関数微分や、種々の行列計算を行えば良い。ただし、今、運
動量表示での擬スカラー中間子場 ϕ̃a(p)で汎関数微分しているので、

δ

δϕ̃a(p)
ϕb(x) =

∫
d4k

(2π)4
δϕ̃b(k)

δϕ̃a(p)
e−ik·x =

∫
d4k

(2π)4
δbaδ(k − p)e−ik·x =

1

(2π)4
δbae

−ip·x

となることに注意すべきである。
δ

δϕ̃a(p)

δ

δϕ̃b(q)

∫
d4xC(x)

∣∣∣∣
VEV

=

[
− g2

G
δab

− 4

3

g3GD

G3

{
⟨σ⟩11 + ⟨σ⟩22 + ⟨σ⟩33

}
δa0δb0

+ 2
g3GD

G3
⟨σ⟩33(δa1δb1 + δa2δb2 + δa3δb3)

+ 2
g3GD

G3
⟨σ⟩22(δa4δb4 + δa5δb5)

+ 2
g3GD

G3
⟨σ⟩11(δa6δb6 + δa7δb7)

+
2

3

g3GD

G3

{
2⟨σ⟩11 + 2⟨σ⟩22 − ⟨σ⟩33

}
δa8δb8

+

√
2

3

g3GD

G3

{
⟨σ⟩11 − ⟨σ⟩22

}
(δa0δb3 + δa3δb0)

− 2√
3

g3GD

G3

{
⟨σ⟩11 − ⟨σ⟩22

}
(δa3δb8 + δa8δb3)

+

√
2

3

g3GD

G3

{
⟨σ⟩11 + ⟨σ⟩22 − 2⟨σ⟩33

}
(δa8δb0 + δa0δb8)

]
δ(p+ q)
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δ

δϕ̃a(p)
Π(x)

∣∣∣∣
VEV

= iγ5
[{

2g − 2
g2GD

G2
(⟨σ⟩11 + ⟨σ⟩22 + ⟨σ⟩33)

}
λTa
2

+ 2
g2GD

G2

{
diag(⟨σ⟩11, ⟨σ⟩22, ⟨σ⟩33)

λTa
2

+
λTa
2
diag(⟨σ⟩11, ⟨σ⟩22, ⟨σ⟩33)

}
−

√
6
g2GD

G2
diag(⟨σ⟩11, ⟨σ⟩22, ⟨σ⟩33)δa0

+
g2GD

G2

{
−σa +

√
6(⟨σ⟩11 + ⟨σ⟩22 + ⟨σ⟩33)δa0

}
13

]
1

(2π)4
e−ip·x

δ

δϕ̃a(p)

δ

δϕ̃b(q)
Π(x)

∣∣∣∣
VEV

=
g2GD

G2

[
2

{
λTa
2

λTb
2

+
λTb
2

λTa
2

}
−
√
6

{
λTa
2
δb0 −

λTb
2
δa0

}
+ {3δa0δb0 − δab}13

]
× 1

(2π)4
e−ip·x

1

(2π)4
e−iq·x

であり、ここから、

iTrx,3,γ

(
δ2Π(x)

δϕ̃a(p)δϕ̃a(p)
S(x, y)

)∣∣∣∣
VEV

= −δ(p+ q)
g2GD

G2[
2

3
[I1(M1) + I1(M2) + I1(M3)] δa0δb0

− I1(M3)(δa1δb1 + δa2δb2 + δa3δb3)

− I1(M2)(δa4δb4 + δa5δb5)

− I1(M1)(δa6δb6 + δa7δb7)

− 1

3
[2I1(M1) + 2I1(M2)− I1(M3)] δa8δb8

− 1

2

√
2

3
[I1(M1)− I1(M2)] (δa0δb3 + δa3δb0)

+

√
1

3
[I1(M1)− I1(M2)] (δa3δb8 + δa8δb3)

−
√
2

6
[I1(M1) + I1(M2)− 2I1(M3)] (δa8δb0 + δa0δb8)

]
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iTrx,3,γ

[ ∫
d4z

δΠ(x)

δϕ̃b(q)
S(x, z)

δΠ(z)

δϕ̃a(p)
S(z, y)

]
= −δ(p+ q)[

2

3

{(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩22 + ⟨σ⟩33)

)2

I2(p
2,M1,M1)

+

(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩33 + ⟨σ⟩11)

)2

I2(p
2,M2,M2)

+

(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩11 + ⟨σ⟩22)

)2

I2(p
2,M3,M3)

}
δa0δb0

+

(
g − g2GD

G2
⟨σ⟩33

)2 [
I2(p

2,M1,M2) + I2(p
2,M2,M1)

]
(δa1δb1 + δa2δb2)

+

{(
g − g2GD

G2
⟨σ⟩33

)2 [
I2(p

2,M1,M1) + I2(p
2,M2,M2)

]
+

(
g2GD

G2
(⟨σ⟩11 − ⟨σ⟩22)

)2

I2(p
2,M3,M3)

}
δa3δb3

+

(
g − g2GD

G2
⟨σ⟩22

)2 [
I2(p

2,M3,M1) + I2(p
2,M1,M3)

]
(δa4δb4 + δa5δb5)

+

(
g − g2GD

G2
⟨σ⟩11

)2 [
I2(p

2,M2,M3) + I2(p
2,M3,M2)

]
(δa6δb6 + δa7δb7)

+
1

3

{(
g − g2GD

G2
(2⟨σ⟩22 − ⟨σ⟩33)

)2

I2(p
2,M1,M1)

+

(
g − g2GD

G2
(2⟨σ⟩11 − ⟨σ⟩33)

)2

I2(p
2,M2,M2)

+

(
2g − g2GD

G2
(⟨σ⟩11 + ⟨σ⟩22)

)2

I2(p
2,M3,M3)

}
δa8δb8

]
for a = b
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iTrx,3,γ

[ ∫
d4z

δΠ(x)

δϕ̃b(q)
S(x, z)

δΠ(z)

δϕ̃a(p)
S(z, y)

]
= −δ(p+ q)[√

2

3

{(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩22 + ⟨σ⟩33)

)(
g − g2GD

G2
⟨σ⟩33

)
I2(p

2,M1,M1)

−
(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩33 + ⟨σ⟩11)

)(
g − g2GD

G2
⟨σ⟩33

)
I2(p

2,M2,M2)

−
(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩11 + ⟨σ⟩22)

)
g2GD

G2
(⟨σ⟩11 − ⟨σ⟩22)I2(p2,M3,M3)

}
(δa0δb3 + δa3δb0)

+

√
1

3

{(
g − g2GD

G2
(2⟨σ⟩22 − ⟨σ⟩33)

)(
g − g2GD

G2
⟨σ⟩33

)
I2(p

2,M1,M1)

−
(
g − g2GD

G2
(2⟨σ⟩11 − ⟨σ⟩33)

)(
g − g2GD

G2
⟨σ⟩33

)
I2(p

2,M2,M2)

+

(
2g − g2GD

G2
(⟨σ⟩11 + ⟨σ⟩22)

)
g2GD

G2
(⟨σ⟩11 − ⟨σ⟩22)I2(p2,M3,M3)

}
(δa3δb8 + δa8δb3)

+

√
2

3

{(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩22 + ⟨σ⟩33)

)
(
g − g2GD

G2
(2⟨σ⟩22 − ⟨σ⟩33)

)
I2(p

2,M1,M1)

+

(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩33 + ⟨σ⟩11)

)
(
g − g2GD

G2
(2⟨σ⟩11 − ⟨σ⟩33)

)
I2(p

2,M2,M2)

−
(
2g − g2GD

G2
(⟨σ⟩11 + ⟨σ⟩22)

)
(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩11 + ⟨σ⟩22)

)
I2(p

2,M3,M3)

}
(δa8δb0 + δa0δb8)

+ i

(
g +

g2GD

G2
⟨σ⟩33

)2 [
I2(p,M2,M1)− I2(p

2,M1,M2)
]
(δa1δb2 − δa2δb1)

+ i

(
g +

g2GD

G2
⟨σ⟩22

)2 [
I2(p,M3,M1)− I2(p

2,M1,M3)
]
(δa4δb5 − δa5δb4)

+ i

(
g +

g2GD

G2
⟨σ⟩11

)2 [
I2(p,M3,M2)− I2(p

2,M2,M3)
]
(δa6δb7 − δa7δb6)

]
for a ̸= b
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を得る。ただし

I1(m) =

∫
d4k

i(2π)4
trγ

1

/k −m1γ

I2(p
2,m1,m2) =

∫
d4k

i(2π)4
trγiγ

5 1

(/k − /p)−m11γ
iγ5

1

/k −m21γ

である。I2が外線 pの一次でなく二次の p2に依存することは、積分を計算するとわかる。
ここで、逆プロパゲーターは対称行列であり、D̃−1

ϕ,ab(p, q) = D̃−1
ϕ,ba(p, q)となるべきなので、

I2(p
2,m1,m2) =

∫
d4k

i(2π)4
trγiγ

5 1

(/k − /p)−m11γ
iγ5

1

/k −m21γ

= I2(p
2,m2,m1) =

∫
d4k

i(2π)4
trγiγ

5 1

(/k − /p)−m21γ
iγ5

1

/k −m11γ
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であることがわかる。これは実際に積分を実行することによっても示せる。したがって、

iTrx,3,γ

[ ∫
d4z

δΠ(x)

δϕ̃b(q)
S(x, z)

δΠ(z)

δϕ̃a(p)
S(z, y)

]
= −δ(p+ q)[

2

3

{(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩22 + ⟨σ⟩33)

)2

I2(p
2,M1,M1)

+

(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩33 + ⟨σ⟩11)

)2

I2(p
2,M2,M2)

+

(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩11 + ⟨σ⟩22)

)2

I2(p
2,M3,M3)

}
δa0δb0

+ 2

(
g − g2GD

G2
⟨σ⟩33

)2

I2(p
2,M1,M2)(δa1δb1 + δa2δb2)

+

{(
g − g2GD

G2
⟨σ⟩33

)2 [
I2(p

2,M1,M1) + I2(p
2,M2,M2)

]
+

(
g2GD

G2
(⟨σ⟩11 − ⟨σ⟩22)

)2

I2(p
2,M3,M3)

}
δa3δb3

+ 2

(
g − g2GD

G2
⟨σ⟩22

)2

I2(p
2,M3,M1)(δa4δb4 + δa5δb5)

+ 2

(
g − g2GD

G2
⟨σ⟩11

)2

I2(p
2,M2,M3)(δa6δb6 + δa7δb7)

+
1

3

{(
g − g2GD

G2
(2⟨σ⟩22 − ⟨σ⟩33)

)2

I2(p
2,M1,M1)

+

(
g − g2GD

G2
(2⟨σ⟩11 − ⟨σ⟩33)

)2

I2(p
2,M2,M2)

+

(
2g − g2GD

G2
(⟨σ⟩11 + ⟨σ⟩22)

)2

I2(p
2,M3,M3)

}
δa8δb8

]
for a = b
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iTrx,3,γ

[ ∫
d4z

δΠ(x)

δϕ̃b(q)
S(x, z)

δΠ(z)

δϕ̃a(p)
S(z, y)

]
= −δ(p+ q)[√

2

3

{(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩22 + ⟨σ⟩33)

)(
g − g2GD

G2
⟨σ⟩33

)
I2(p

2,M1,M1)

−
(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩33 + ⟨σ⟩11)

)(
g − g2GD

G2
⟨σ⟩33

)
I2(p

2,M2,M2)

−
(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩11 + ⟨σ⟩22)

)
g2GD

G2
(⟨σ⟩11 − ⟨σ⟩22)I2(p2,M3,M3)

}
(δa0δb3 + δa3δb0)

+

√
1

3

{(
g − g2GD

G2
(2⟨σ⟩22 − ⟨σ⟩33)

)(
g − g2GD

G2
⟨σ⟩33

)
I2(p

2,M1,M1)

−
(
g − g2GD

G2
(2⟨σ⟩11 − ⟨σ⟩33)

)(
g − g2GD

G2
⟨σ⟩33

)
I2(p

2,M2,M2)

+

(
2g − g2GD

G2
(⟨σ⟩11 + ⟨σ⟩22)

)
g2GD

G2
(⟨σ⟩11 − ⟨σ⟩22)I2(p2,M3,M3)

}
(δa3δb8 + δa8δb3)

+

√
2

3

{(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩22 + ⟨σ⟩33)

)
(
g − g2GD

G2
(2⟨σ⟩22 − ⟨σ⟩33)

)
I2(p

2,M1,M1)

+

(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩33 + ⟨σ⟩11)

)
(
g − g2GD

G2
(2⟨σ⟩11 − ⟨σ⟩33)

)
I2(p

2,M2,M2)

−
(
2g − g2GD

G2
(⟨σ⟩11 + ⟨σ⟩22)

)
(
g +

g2GD

G2
(⟨σ⟩11 + ⟨σ⟩22)

)
I2(p

2,M3,M3)

}
(δa8δb0 + δa0δb8)

]
for a ̸= b

となる。この逆プロパゲーターはϕ0、ϕ3、ϕ8については対角化されていない。つまり、混合
している。そこで対角化された逆プロパゲーターを D̃−1

D,ϕ,abと書こう。この時 D̃−1
D,ϕ,ab(p, q)

は中間子の足 aと運動量 pについて対角的であり、δabδ(p+ q)に比例しているので、

D̃−1
D,ϕ,a(p

2) =
D̃−1
ϕ,ab(p, q)

δaδ(p+ q)

という量を定義する。ここで、外線運動量 pに対しては p2という二乗の形で依存するこ
とに注意する。この量が 0になるような外線運動量 pのノルムが擬スカラー場の質量であ
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る。すなわち、擬スカラー場 ϕaの質量をmϕ,aとすると、この質量は

D̃−1
D,ϕ,a(p

2 = m2
ϕ,a) = 0

を満たすものとして定義される。また、波動関数繰り込みも D̃−1
D,ϕ,a(p

2)を用いて求めるこ
とができる。スカラー場の逆プロパゲーターやそこから求まる質量、波動関数繰り込みも
同様に求められる。また、頂点関数も逆プロパゲーターを求めるのと同様に、有効作用を
場で汎関数微分し、真空期待値を代入することで求められる。
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3 標準宇宙論
この章では、標準宇宙論の中で本論文に関連のあるものをまとめてある。主に [19]と

久保治輔先生の宇宙論の講義を参考にした。

3.1 宇宙原理とフリードマン-ロバートソン-ウォーカー計量
宇宙には、小さな揺らぎを除いて空間的に等方的で一様に分布している電磁波が存在す

る。この電磁波を宇宙マイクロ波背景放射 (Cosmic Microwave Background (radiation),

CMB(R))と呼ぶ。この観測の結果から、宇宙原理 (Cosmological principle)と呼ばれる原
理が仮定される。宇宙原理とは、揺らぎを無視した大きなスケールでは、宇宙が空間的に
一様で等方的に見えるような座標系が存在する、というものである。幾何学の言葉で言う
と、宇宙の時空には空間的に一様等方的な計量が存在する、というものである。ここで、
一様性 (homogeneity)とは特別な点が存在しないということであり、等方性 (isotropicity)

とは特別な方向が存在しないということである。
そのような一様等方的な計量はフリードマン-ロバートソン-ウォーカー (FRW)計量と

呼ばれており、

gµν =

 1 0

0 −a2(t)

(
δij +K

xixj

1−Kx2

)  (3.1)

で定義され、極座標表示では以下のように定義される。

gpolµν = diag

(
1,−a2(t) 1

1−Kr2
,−a2(t)r2,−a(t)2r2 sin2 θ

)
(3.2)

ここで、a(t)はスケール因子と呼ばれ、宇宙の膨張や収縮を記述する。一方、任意の点の
空間座標 xi、r、θ、ϕなどは宇宙の膨張、収縮などの時間発展では変化しない。つまり、
空間の膨張や収縮に合わせて二点間の目盛自体を広げたり縮めたりすることで、目盛で
測った二点間の距離を一定に保つような座標系となっている。このような座標系を共動
座標系という。Kは宇宙の空間的な曲率が正か負か 0かを表す量であり、K = 1では曲
率は正で球のように閉じた時空であり、K = −1では曲率は負で開いた空間、K = 0で
は平坦な時空であることを意味する。一様性と等方性のみから、この計量が導出される。
ここで時間依存性が a(t)にのみ入っていることが重要である。この事実から、大きなス
ケールでは時空のダイナミクスは膨張か収縮しかないということがわかる。この節ではこ
れ以降は極座標表示の計量は用いず、(3.1)を用いる。FRW計量の逆は、空間の一様等方
性と計量の逆になるべきという要請から

gµν =

 1 0

0 −
1

a2
(δij −Kxixj)

 (3.3)
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となる。空間の等方性から、計量の時間的な成分と空間的な成分が完全に分離できてお
り、空間的な成分のみからなる空間的な計量について考えることは意味のあることであ
る。そこで、この FRW計量の空間成分から、FRW時空の空間計量 hijを

hij := −gij = a2

(
δij +K

xixj

1−Kx2

)
(3.4)

によって定義する。この空間計量の逆 hijは FRW計量の逆 gµνの空間成分を用いて

hij = −gij = 1

a2
(δij −Kxixj) (3.5)

と表される。
一般に、第一種クリストフェル記号 Γµνρは

Γµνρ =
1

2
(∂νgρµ + ∂ρgνµ − ∂µgνρ)

と表され、第二種クリストフェル記号、またはアフィン接続 Γµνρは

Γµνρ =
1

2
gµν(∂νgρτ + ∂ρgντ − ∂τgνρ)

と表される。また、(3.4)で定義された空間計量 hijの第一種、および第二種クリストフェ
ル記号を 3Γijk、3Γijkとすると、これらは

3Γijk =
1

2
(∂jhki + ∂khji − ∂ihjk) = −Γijk

3Γijk =
1

2
hil(∂jhkl + ∂khjl − ∂lhjk) = Γijk

と表せる。FRW計量の下では

∂ihjk = Ka2
(
δijxk + xjδik
1−Kx2

+ 2K
xixjxk

(1−Kx2)2

)
となるので、まず空間計量 hijに対して

3Γijk =
K

1−Kx2
xihjk

3Γijk =
K

a2
xihjk

時空計量 gµνに対して

Γijk =
K

1−Kx2
xigjk
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Γijk = −K
a2
xigjk

Γ0ij = − ȧ
a
gij = Γ0

ij = −Γi0j = −Γij0

Γi0j =
ȧ

a
δij = Γij0

Γi00 = Γ0i0 = Γ00i = Γi00 = Γ0
i0 = Γ0

0i = Γ000 = Γ0
00 = 0

を得る。
一般に、リーマン曲率テンソルRµ

νρτ、リッチテンソルRµν、リッチスカラーRはそれ
ぞれ

Rµ
νρτ = ∂ρΓ

µ
ντ − ∂τΓ

µ
νρ + ΓµαρΓ

α
ντ − ΓµατΓ

α
νρ

Rµν = Rρ
µρν

R = gµνRµν

と表される。FRW計量の下では、まず空間計量 hijに対して
3Ri

jkl =∂k
3Γijl − ∂l

3Γijk +
3 Γimk

3Γmjl −3 Γiml
3Γmjk

=
K

a2
(δikhjl − δilhjk)

3Rij =
2K

a2
hij

3R =
6K

a2

を得る。時空計量 gµνに対しては、

Ri
jkl =

3Ri
jkl + Γi0kΓ

0
jl − Γi0lΓ

0
jk

=−
(
ȧ2

a2
+
K

a2

)
(δikgjl − δilgjk)

Ri
00j = − ä

a
δij = −Ri

0j0

R0
i0j = − ä

a
gij = −R0

ij0
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Ri
jk0 = Ri

j0k = Ri
0jk = Ri

j00 = Ri
000 = R0

ijk = R0
0ij = R0

000 = 0

Rij = −
(
ä

a
+ 2

ȧ2

a2
+ 2

K

a2

)
gij

R00 = −3
ä

a

R0i = Ri0 = 0

R = −6

(
ä

a
+
ȧ2

a2
+
K

a2

)
を得る。
これまでは空間座標からのみスケールファクター aを括り出し、計量 gµνの空間成分に

のみスケールファクター aが含まれていた。そこで、時間成分からも aを括り出し、計量
の時間成分に吸収させることで、計量 gµνをスケールファクターとテンソルの積で書ける
ような座標系を定義する。すなわち、新しい時間座標 ηを

dt = adη

となるように定義する。この ηを共形時間という。このように座標変換した後の計量を
gconfµν と書くことにすると

gconfµν =

 a2 0

0 −a2
(
δij +K

xixj

1−Kx2

) 
=a2

 1 0

0 −

(
δij +K

xixj

1−Kx2

) 
=a2g̃µν

となる。ただし、g̃µνを

g̃µν =

 1 0

0 −

(
δij +K

xixj

1−Kx2

) 
と定義した。ここで、g̃µνはスケールファクターと完全に分離されたことにより、時間依
存性が無い。この時、g̃µν自体をある系の計量であるとすると、この計量に対して固有時
dτ̃ を以下のように定義できる。

dτ̃ := g̃µνdx
µdxν

一方、元の計量 gconfµν に対する固有時 dτ は
dτ = gconfµν dxµdxν = a2g̃µνdx

µdxν = a2dτ̃

と書ける。これは共形変換の定義式である。時間発展によって aが変化するので、時間発
展は共形変換になっている。
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3.2 地平線問題 - 粒子地平線と因果律 -

前節では、「宇宙は大きいスケールでは一様等方である」という宇宙原理を満たす一般
的な計量として、FRW計量を導入した。この節では FRW時空、すなわち宇宙における
因果的領域について考える。因果関係を持ちうる領域とは粒子が到達し得る領域であり、
粒子が到達可能な領域の境界線は粒子地平線と呼ばれている。標準宇宙論における地平
線問題とは、因果律を持ち得ないはずの領域間の温度がなぜほどんど同じになっているの
か、という問題であるが、この節ではこの問題を解説することを目的とする。
まずは、因果的領域、すなわち因果関係を持ち得る領域とはどのような領域であるかを

正確に定義するために、簡単な例を考える。座標 xµAの点Aに置いてある風船を、点Aか
ら距離 rABだけ離れた座標 xµBの点Bから弾速 vの銃で打って割ることを考える。ある時
刻 tiで発砲したとすると thit − ti = r/vを満たす時刻 thitで弾丸が点Aに到達し、風船を
割る。この時、点Bでの発砲という事象と点Aでの風船の破裂という事象は因果関係を
持つ。しかし、tbefore − ti < r/vとなる時刻 tbeforeの時点では、まだ因果関係を持ってい
ない。この例から、ある二点間の因果関係の有無を議論するときにはその間の距離 rとそ
の間を伝搬する物体の速さ v、そして片方から物体が射出された初期時刻 tiと、どの時点
での因果関係を考えたいかを表す時刻 tが必要であることがわかる。
この事実を踏まえ、さらに宇宙で物体が到達可能な最高速度が光速であることを考慮

すると、「宇宙における因果的領域とはどのような領域か」という問いのより正確な問い
は、「FRW時空において、ある初期時刻 tiにあらゆる点から同時に光速 cで光子がある点
Aに向けて射出された場合、どの程度点Aに近い点から射出された光子であれば、ある
時刻 tまでに点Aに到達しているか、その距離 rを求めよ」である。以下で、これを数式
を用いて考えていく。
この節ではある点Aからの距離を考えたいので、距離と角度でパラメトライズされて

いる前節 3.1の (3.2)で定義した極座標表示でのFRW計量 gpolµν を用いる。この計量の下で
は固有時は

dτ 2 = dt2 − a2
(

dr2

1−Kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

)
(3.6)

と書ける。
FRW時空の空間的一様等方性から、ある点Aを座標系の原点に設定して良い。すなわ

ち rA = 0である。別の任意の点 (r, θ, ϕ) = (ri, θi, ϕi)から原点 rA = 0に向けて初期時刻 ti
で光子を射出する。この光子の角度は θi、ϕiから変化せず、原点からの距離 rのみ riか
ら変化する。また、光子は固有時が常に一定 (あるいは定義できない)である。これらを
考慮すると、固有時 (3.6)から

dt2

a2
=

dr2

1−Kr2

を得る。この光子が時刻 tで距離 rの点に到達したとすると∫ t

ti

dt

a
=

∫ r

ri

−dr√
1−Kr2

=

∫ ri

r

dr√
1−Kr2
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となる。スケールファクターは時間の関数なので左辺において時間積分が実行されなけ
ればならない。もし時刻 tにおいてこの光子が原点に到達したとすると、この光子の射出
された点と原点との間の距離 riがこの時刻 tにおいて点Aと因果関係を持ち得る最大の
距離である。この r = ri一定の線 (実際は面)を粒子の地平線、という意味で、粒子地平
線 (particle horizon)と呼ぶ。そこで、このように初期時刻 tiにおいて射出された光子が
時刻 tにおいて原点に到達するような距離を rH(ti, t)と書こう。ここでHはホライズンの
意味である。この距離 rH(ti, t)は上の式で到達した距離 rを原点の 0で置き換えた∫ t

ti

dt

a
=

∫ rH(ti,t)

0

dr√
1−Kr2

(3.7)

によって時刻 tと関連づけられる。
rH(ti, t)が原点と因果関係を持ち得る最大の距離であると上で述べたが、このような概

念は宇宙が生まれた瞬間が存在する場合にのみ意味がある。言い換えると、それ以上過去
へ遡れないような初期時間が存在する場合にのみ意味がある。もしそのような初期時間が
存在せず、この宇宙はどこまででも過去に遡ることができるとすると、光子の射出される
時刻もどこまでも過去に設定することができるので、全ての領域で因果関係を持っている
ことになる。具体的には、原点からある距離 rだけ離れた点からある時刻 tiに射出された
光子が別の時刻 tに原点に到達していないとしても、その光子が射出されるよりも前の時
刻 t = tbeforeでその点 rから射出された光子は時刻 tに原点に到達することができ、これ
を繰り返すことで無限に遠くの領域と因果関係を持つということが言える。
この r = rH(ti, t)一定面である粒子地平線と原点 r = 0の間の、時刻 t̃での物理的な距

離を dH(t̃; ti, t)と書く。rH(ti, t)は初期時刻 t0と観測時刻 tが決まれば決まるので dH の
変数として、rH(ti, t)の代わりに tiと tを用いた。物理的な距離は dt = dθ = dϕ = 0と
した時の世界間隔として与えられる。世界間隔 ds2は負の固有時として定義されるので、
(3.6)から

dH(t̃; ti, t) =

∫ rH(ti,t)

0

ds(t′, r, θ, ϕ)

∣∣∣∣∣
t′=t̃,dθ=dϕ=0

=a(t̃)

∫ rH(ti,t)

0

dr√
1−Kr2

= a(t̃)

∫ t

ti

dt′

a(t′)
(3.8)

となる。ここで、最後の等式で (3.7)を用いた。dH(t̃; ti, t)はどの時刻 t̃で考えるかで値が
変わるが、これは単に、同じ共動距離 rH(ti, t)に対する物理的距離であっても宇宙の膨張、
あるいは収縮の結果、物理的距離は時間により変化することを反映している。
最後に地平線問題について触れる。宇宙には大きいスケールで一様等方的な分布を持

つ CMBと呼ばれる背景電磁波が存在している。この CMBは宇宙の始まりではなく、
宇宙の晴れ上がりの時期に放出された光子である。ここで、宇宙の晴れ上がり (再結合、
recombination)とは、原子核や電子が結合して中性化したことにより光子がこれらの荷電
粒子の相互作用から解放され、自由に長距離を飛び続けられるようになることである。晴
れ上がり以前の光子は荷電粒子との相互作用によってほとんど存在できないので、現在背
景放射として観測される光子は晴れ上がり以降の光子である。ある二点がこの晴れ上がり
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の時期において因果関係を持っていれば、その二点からのCMBの温度がほとんど等しい
ことは自然である。例えば、地球の位置を原点 r = 0に設定し、ある方向のCMBを観測
したとする。CMBは光子であるので、この光子の初期位置 (晴れ上がり時の位置)は (3.7)

において、初期時刻 tiを晴れ上がりの時刻 trで置き換えた式∫ t

tr

dt

a
=

∫ rH(tr,t)

0

dr√
1−Kr2

を満たす。宇宙は空間的に一様等方であり、また今、地球を原点に取るので、反対側から
来た光子に対しても同じ式が成り立つが、さらにそれを∫ t

tr

dt

a
=

∫ rH(tr,t)

0

dr√
1−Kr2

=

∫ 0

−rH(tr,t)

dr√
1−Kr2

と変形する。この二つの式を足し合わせると

2

∫ t

tr

dt

a
=

∫ rH(tr,t)

−rH(tr,t)

dr√
1−Kr2

を得るが、右辺はこの二つの光子の初期位置間の共動距離 (と共に増加する関数)になっ
ている。そこでこの量が、宇宙誕生 t = 0から晴れ上がり trまでの粒子地平線に対する式∫ tr

0

dt

a
=

∫ rH(0,tr)

0

dr√
1−Kr2

より小さければ、すなわち、∫ rH(tr,t)

−rH(tr,t)

dr√
1−Kr2∫ rH(0,tr)

0

dr√
1−Kr2

=

2

∫ t

tr

dt

a∫ tr

0

dt

a

< 1 (3.9)

であれば、この二つの光子の初期位置が晴れ上がりの時点で因果関係を持っていたと言え
て、CMBが等方性は自然だと言える。しかし、標準宇宙論では、宇宙は過去において常
に放射、または物質優勢であったとしており、そのために上の条件が満たされているため
には現在の時刻 tは晴れ上がりの時刻 trと近い値でなければならず、これは現実と合わ
ない。したがって標準宇宙論では、晴れ上がり (CMBの生成)の時期において因果関係を
持っていなかったはずの二点のCMBの強度が同じになるという不自然さが残る。これが
地平線問題である。これは、宇宙が過去において常に放射か物質優勢であったと仮定した
ことにより導かれた結論であり、ダークエネルギー優勢のインフレーションによってこの
地平線問題を解決できる。

3.3 時空と物質のダイナミクス - 一般相対論概説 -

この節では、時空のダイナミクスと物質のダイナミクスを繋ぐアインシュタイン方程式
を FRW計量の下で考える。これにより、宇宙膨張と物質の分布の関係がわかる。
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まずはFRW計量を仮定する前に、一般的な議論を行う。アインシュタイン方程式は重
力の作用であるアインシュタイン-ヒルベルト作用 SGと物質場の作用 SM の和 Sを変分
することで得られる。SGは

SG = − 1

16πG

∫
d4x

√
−g(R + 2Λ)

で与えられ、物質場の作用は物質場全体のラグランジアンをLM として

SM =

∫
d4x

√
−gLM

と書かれる。Gは万有引力定数、あるいはニュートン定数であり、アインシュタイン方程
式のニュートン近似がポアソン方程式と一致し、ニュートン力学を再現するために必要で
ある (もちろん次元勘定の観点からも必要である)。また、Λは宇宙定数である。LM は物
質場 iの自由ラグランジアンLiと、その場 iと相互作用する全ての物質場 jとの相互作用
ラグランジアンLijの和として

LM =
∑
i

(
Li +

∑
j

Lij

)

と書ける。ただし、重複が無いように和を取る。実際にはこのように物質場間に相互作用
があるが、宇宙論の大部分ではこの相互作用は小さいとして無視し、

LM =
∑
i

Li

とすることが多い。これらの作用は一般共変性を要請して得られる最も簡単なものであ
る。電磁場などの通常のゲージ場とは異なり、どのような物質場も存在さえすれば例外無
く重力場と相互作用をする。さらにこの相互作用の決まり方は全ての物質で共通である。
この構造は等価原理を表している。のちに触れることになる、重力と物質場との非最小結
合を導入すると重力との相互作用の仕方や大きさが物質によって異なることになるので、
等価原理が破れる。
変分によってアインシュタイン方程式が得られるが、この時に必要となる変分は

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµνδgµν (3.10)

gµνδRµν = (∇µ∇ν − gµν□)δgµν = ∇α

[
(δαµ∇ν − gµνg

αβ∇β)δg
µν
]

(3.11)

である。これらを用いると重力の作用 SGの変分は

δSG =− 1

16πG

∫
d4x

[
δ
√
−g(R + 2Λ) +

√
−gδgµνRµν +

√
−ggµνδRµν

]
=− 1

16πG

∫
d4x

√
−g
(
Rµν −

1

2
Rgµν − Λgµν

)
δgµν
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となる。ただし最後の項は (3.11)から全微分の項に直せるので、無限遠で変分 gµν = 0だ
とすると消える。物質場の作用 SM の変分は

δSM =

∫
d4x

[
δ
√
−gLM +

√
−gδLM

]
=
1

2

∫
d4x

√
−gTMµνδg

µν

で、これは物質場のエネルギー運動量テンソル TMµνの定義式である。
これら変分の結果から、アインシュタイン方程式

Rµν −
1

2
Rgµν − Λgµν = 8πGTMµν

を得る。ここで、左辺の二項の和はビアンキ恒等式を用いると共変的発散によって恒等的
に消える量であることが示せる。この二項はしばしばまとめて

Gµν := Rµν −
1

2
Rgµν (3.12)

と定義され、アインシュタインテンソルと呼ばれる。既に述べたように

∇νG
µν = 0 (3.13)

である。この量を用いるとアインシュタイン方程式は

Gµν − Λgµν = 8πGTMµν (3.14)

と書き直せる。ここで左辺第二項は宇宙項と呼ばれているが、左辺に置くか右辺に置くか
でこの項の解釈が異なる。左辺においた場合は幾何学的な量、あるいは重力理論における
量であると解釈でき、右辺におき、

Gµν = 8πGTMµν + Λgµν (3.15)

とした場合には物質場の一種として解釈できる。左辺に置いた (3.14)では「物質が無い真
空」とは TMµν = 0であり、宇宙項は存在するので真空解はフラットなミンコフスキー時
空にはならない。一方で、右辺に置いた (3.15)では「物質が無い真空」と言ったときには
宇宙項も含めてゼロであるという意味になるので、真空解はフラットなミンコフスキー時
空となる。ここでは宇宙項を右辺に置き物質場の一部であると考える (3.15)の立場で議
論を行う。この立場では Λをダークエネルギーと呼び、物質場と同様にエネルギー運動
量テンソルを

TΛµν =
1

8πG
Λgµν (3.16)

と定義すると便利である。また、この時、TMµνと TΛµνを合わせた全物質のエネルギー運
動量テンソル Tµνを

Tµν = TMµν + TΛµν
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と定義するとアインシュタイン方程式はよりシンプルに

Gµν = 8πGTµν (3.17)

と書ける。
アインシュタイン方程式 (3.17)の両辺を共変微分することで (3.13)から

∇µT
µν = 0 (3.18)

を得る。これは共変的なエネルギー運動量保存則を表している。

3.4 宇宙における物質の大域的運動
ここからは FRW計量を仮定して議論を行う。この節では FRW時空において、大きな

スケールで物質がどのように振る舞うかを見る。
まず、3.1節で求めたリッチスカラーRµνの結果から

Rµν ∝ gµν

となることがわかるので、さらにアインシュタイン方程式 (3.17)とアインシュタインテン
ソルの定義 (3.12)から

Tµν ∝ gµν

がわかる。計量の逆 gµνをかけて足を一つ上げることで T µνは

T µν ∝ δµν

と対角的になっていることがわかる。また、空間成分はすべて等しい

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3

ことがわかる。このようなエネルギー運動量テンソルを持つもので最も簡単なものは完全
流体である。完全流体の一般的なエネルギー運動量テンソルは

T µν(x) = [ρ(x) + p(x)]Uµ(x)U ν(x)− p(x)gµν(x)

で与えれる。ここで、ρ(x)、p(x)、Uµ(x)はそれぞれ流体のエネルギー密度場、圧力場、
四元速度場である。空間、または計量 gµν の等方性から速度場は空間的に成分を持てず、
時間成分のみ持つので

Uµ(t) = δµ0 (3.19)
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となる。ここで、四元速度のノルムは (自然単位系では)必ず 1になることを用いた。ま
た、空間の一様性から、ρ(x)、p(x)は時間にのみ依存する。すなわち、ρ(t)、p(t)と書け
る。これらを用いるとエネルギー運動量テンソルは

T µν(x) =[ρ(t) + p(t)]δµ0δν0 − p(t)gµν(x)

=ρ(t)δµ0δν0 − p(t)gij(x)δµi δ
ν
j

=

(
ρ(t) 0

0 (−p(t)gij(x))

)
(3.20)

となる。足を一つ下げると

T µν(t) = diag(ρ,−p,−p,−p)(t) (3.21)

を得る。
計算を進める前に、(3.19)の意味について触れる。粒子の四元速度 Uµは

Uµ =
dxµ

dτ

で定義される。これは四元ベクトルであるので、自身との内積、すなわちノルムUµU
µは

スカラーであり、座標変換の下で不変である。座標変換によりこの粒子の静止系に移ると

Uµ =
dxµ

dτ
= (1, 0, 0, 0) = δµ0

を得る。これは (ベクトル場か、ある曲線上のベクトルかの差はあるが)(3.19)と同じ式で
ある。つまり、FRW時空においては流体は静止していることがわかる。空間の一様等方
性を仮定するだけで物質は静止していなければならないことが導かれたわけである。ただ
し、空間の一様等方性は大きいスケールで成り立つ近似的な対称性として仮定しているだ
けであり、物質を大きいスケールで平均化して見たときには静止しているように見えると
いうことである。よりミクロな目で見るともちろん様々な物質が様々な速度で運動をして
いる。

3.5 宇宙の熱力学 - 宇宙膨張とエネルギー密度の減衰 -

次に、FRW時空における共変的エネルギー運動量保存則について触れる。FRW計量
の下でのエネルギー運動量テンソル (3.20)を保存則 (3.18)に入れ、共変微分を実行すると
きに δµ0がベクトル量であることに注意して、

∇µT
µν =

(
ρ̇+ 3(ρ+ p)

ȧ

a

)
δν0 = 0

を得る。これを変形し、

d(ρa3) = −pd(a3) (3.22)
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を得る。ここで、共動座標 xiにおける体積を共動体積と呼び、vと置くと、物理的な体積
V (t)は

V (t) = a3(t)v

と書ける。共動座標 xiが時間に依存しないため共動体積 vは時間発展しないが、物理的
な体積 V (t)は a3(t)がかけられているため時間変化する。この定義から (3.22)は

d

(
ρV (t)

v

)
= −pd

(
V (t)

v

)
と書くことができる。ρがエネルギー密度、pが圧力であることを思い出すと、これはエ
ントロピー変化のない場合の、準静的、あるいは可逆過程における共動体積あたりのエネ
ルギー保存則、あるいは熱力学第一法則であるということができる。エントロピーの変化
が無いという結論は、物質が完全流体として振る舞うと仮定したことから来ている。
熱力学第一法則 (3.22)というものが出て来たので、宇宙は熱力学で記述できる側面を持

つことが示唆される。そこで、熱力学において基本となる状態方程式を導入する。

p = ωρ (3.23)

ωは様々な値を取りうるが、特に物質場として何が優勢かによって

ω =


1/3 放射 (相対論的物質)

0 物質 (非相対論的物質)

−1 ダークエネルギー (宇宙定数)

(3.24)

となる。ここで、放射 (相対論的物質)とは運動量が質量より非常に大きいような物質であ
り、物質 (非相対論的物質)とは質量が運動量より非常に大きいような物質である。ダー
クエネルギー優勢の場合の ω = −1は FRW時空での完全流体のエネルギー運動量テンソ
ル (3.20)にダークエネルギーの運動量テンソルの定義式 (3.16)を代入することで、直ちに

ρΛ = −pΛ =
1

8πG
Λ

と得られる。放射優勢の場合や物質優勢の場合の ωの値は、一般共変性を用いて局所慣
性系に行き、自由な点粒子の集団のエネルギー運動量テンソルを平均化したものを (3.20)

に代入し、相対論的な場合と非相対論的な場合を考えれば得られる。気体分子運動論など
の熱統計力学の知識や、のちに導出するエネルギー密度の宇宙膨張による減衰の仕方を仮
定することによっても得られる。
熱力学第一法則 (3.22)と状態方程式 (3.23)から、エネルギー密度 ρとスケールファク

ター aの間の微分方程式
dρ

ρ
= −(1 + ω)

d(a3)

a3

を得る。ωが定数であるとすると簡単に積分を実行できて、

ρ ∝ a−3(1+ω) (3.25)
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が得られる。(3.24)を代入することで、

ρ ∝


a−4 放射優勢 (ω = 1/3)

a−3 物質優勢 (ω = 0)

a0 = const. 宇宙定数優勢 (ω = −1)

を得る。物質 (非相対論的物質)のエネルギー密度への寄与のほとんどは膨張により変化
しない質量であり、膨張によるエネルギー密度の減少割合は数密度の減少割合、すなわち
体積の膨張割合に比例するはずなので、この結果は整合的である。放射 (相対論的物質)

のエネルギー密度への寄与のほとんどは膨張により変化する運動量 (∝速度)であり、数
密度の減少以外に、運動量の減少も考慮しなければならないので、これも整合的である。

3.6 フリードマン方程式と宇宙膨張
次に、アインシュタイン方程式 (3.17)から直接スケールファクター aやその微分とエネ

ルギー密度 ρ、圧力 pとの関係を得る。アインシュタイン方程式 (3.17)、アインシュタイ
ンテンソルGµν の定義 (3.12)、FRW計量の定義 (3.1)、FRW時空での完全流体のエネル
ギー運動量テンソル Tµν の式 (3.20)、そして 3.1節で求めた FRW時空でのリッチテンソ
ルRµνやリッチスカラーRの式を用いると(

ȧ

a

)2

+
K

a2
=

8πG

3
ρ (3.26)

2
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
K

a2
= −8πGp (3.27)

を得る、第一式は 00成分から、第二式は ii成分から出る。第一式を特に、フリードマン
方程式と呼ぶ。この二式の差を取ることで、

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p)

を得る。この式に状態方程式 (3.23)を用いると、
ä

a
= −4πG

3
(1 + 3ω)ρ

を得る。この式から、0 < ω < 1/3である場合には、スケールファクター aの二回微分 ä

は必ず負になる。(3.24)から、ダークエネルギー以外の通常の物質に対してはこれは必ず
満たされているので、(非)相対論的物質優勢の宇宙であれば ä < 0が言える。もしスケー
ルファクター aの一階微分 ȧが正であれば減速膨張していることになる。また、過去に
おいて常に (非)相対論的物質優勢であったとすると a(t)は時間に関する上に凸な関数と
なっており、過去のある時刻で必ずスケールファクター aが 0になることがわかる。これ
は空間が無限に小さくなる時刻で、特異点であり、この付近で古典重力理論は破綻する。
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宇宙の膨張率を表す量として、ハッブルパラメータH(t)を

H(t) :=
ȧ

a
(3.28)

で定義し、その現在 t = t0における値H(t0)をH0と置く。ハッブルパラメータHを用い
るとフリードマン方程式 (3.26)は

H2 +
K

a2
=

8πG

3
ρ (3.29)

と書ける。曲率K を含む第二項は曲率項と呼ばれ、宇宙の発展の仕方は曲率K の値に
よって変わる。K = 0の時、宇宙は平坦な空間であり、これはK = 1の閉じた空間、あ
るいはK = −1の開いた空間の間の臨界点に対応する。そこで、K = 0の場合のエネル
ギー密度を臨界密度と呼び、ρcと書いて

ρc =
3H2

8πG
(3.30)

となる。この臨界密度を用いて無次元に規格化したエネルギー密度

Ω =
ρ

ρc
(3.31)

を密度パラメータと呼ぶ。この密度パラメータを用いるとフリードマン方程式は
K

H2a2
= Ω− 1

と書ける。この時、曲率Kの値と密度パラメータΩ値は

K = 1 ↔ Ω > 1 閉じた宇宙
K = 0 ↔ Ω = 1 平坦な宇宙
K = −1 ↔ Ω < 1 開いた宇宙

と対応する。便宜的に曲率Kの密度パラメータΩK を

ΩK := − K

H2a2
= −K

ȧ2

と置くと、フリードマン方程式はよりシンプルに

Ω + ΩK = 1

となる。これは宇宙のエネルギー密度の割合を表す式であると読むことができる。ȧの現
在の値 ȧ0が正で宇宙が現在において膨張しており、かつ、過去において常に放射か物質
で満たされていて äが負であるなら、ȧは時間を遡れば大きくなるので、ȧの逆数に比例
する曲率Kの密度パラメータΩKは過去に行けば行くほど小さくなる。観測から、ΩKの
現在の値は非常に小さいことがわかっているので、放射や物質で満たされている限りは過
去において常にΩKは非常に小さく、ほとんど平坦な宇宙だと考えて良い。実際、過去の
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ほとんどの間で物質や放射優勢であったとわかっているので、過去においては現在よりも
ΩKの値は小さく、過去に行けば行くほど平坦であったということが言える。しかし、現
在でさえ非常に平坦であるのに、その現在の平坦さを実現できるほど過去においてさらに
精度よく平坦であったというのは、不自然に思える。これが標準宇宙論における平坦性問
題、あるいは微調整問題である。これは、標準宇宙論が、過去は常に放射または物質で満
たされており、ä < 0であると仮定した結果であり、宇宙のさらに初期においてダークエ
ネルギー優勢の時期があれば指数関数的膨張により、曲率項あるいは曲率の密度パラメー
タが小さいことを説明でき、解決できる。これがインフレーションである。
インフレーションがあったとすると、それ以降においては物質の密度パラメータは

Ω ≈ 1

であるので、密度パラメータ Ωの定義 (3.31)から、物質のエネルギー密度 ρは臨界密度
ρcに非常に近く、したがって臨界密度 ρcの定義 (3.30)からハッブルパラメータの二乗H2

とエネルギー密度 ρはほとんど比例関係にあることがわかる。この事実と、エネルギー密
度 ρとスケールファクター aの関係 (3.25)を用いることで

H2 =

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ ∝ a−3(1+3ω)

というハッブルパラメータHとスケールファクターの関係を与える。この式にハッブル
パラメータの定義式 (3.28)を用いることで

ȧ ∝ a−(1+3ω)/2 for ω ̸= −1

H =

(
ȧ

a

)
= const. =: Hi for ω = −1 (3.32)

の二式を得る。積分を実行することで

t =

∫
da

ȧ
∝

{
a3(1+ω)/2 for ω ̸= −1

H−1
i log a for ω = −1

あるいは、

a(t) ∝

{
t2/[3(1+ω)] for ω ̸= −1

eHit for ω = −1
(3.33)

を得る。ωに具体的な値 (3.24)を代入すると

t ∝


a2 for ω = 1/3

a3/2 for ω = 0

H−1
i log a for ω = −1

a for ω = −1/3
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あるいは

a(t) ∝


t1/2 for 放射優勢 (ω = 1/3)

t2/3 for 物質優勢 (ω = 0)

eHit for ダークエネルギー優勢 (ω = −1)

t for 曲率優勢 (ω = −1/3)

(3.34)

を得る。ただし ω = −1/3は曲率項優勢という意味で、ΩKが他の物質の密度パラメータ
Ωに比べて非常に大きい場合である。ω ̸= −1に対しては、このスケールファクター aと
時刻 tとの間の関係から、ȧは

ȧ(t) ∝ 2

3(1 + ω)
t2/[3(1+ω)] − 1

となることがわかり、さらにハッブルパラメータの定義 (3.28)に代入することで

H =
ȧ

a
=

2

3(1 + ω)

1

t

を得る。 ハッブルパラメータHと時刻 tは逆数の関係になっていることがわかる。ωに
具体的な値 (3.24)を代入することで

t =
2

3(1 + ω)

1

H
=


1
2

1
H
放射優勢

2
3

1
H
物質優勢

1
H
曲率優勢

を得る。この関係から、時間 tの代わりにハッブルパラメータの逆数H−1を用いること
ができるので、H−1はハッブル時間とも呼ばれ、宇宙の大まかな時刻を議論する時に用い
られる。なお、ダークエネルギー優勢の場合、ハッブルパラメータHは (3.32)で見たよ
うに一定であり、時間の指標として用いることはできない。また、(3.33)あるいは (3.34)

から、放射あるいは物質優勢の場合にはスケールファクター aは時間 tのべき乗で増大す
るが、ダークエネルギー優勢の場合には指数関数的に増大する。インフレーション中はこ
のようなことが起こっている。
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4 インフレーション宇宙論
前章 3で標準宇宙論の一部とその問題点について解説した。標準宇宙論における問題

点はいくつかあるが、特に重要なものは 3.2節で触れた地平線問題と 3.6節で触れた平坦
性問題である。これらは共に、宇宙は過去において常に物質、あるいは放射優勢であった
と仮定した結果として得られたものであり、より初期において宇宙定数、あるいはダー
クエネルギーとして振る舞う何者かで満たされており指数関数的な膨張 (インフレーショ
ン)を引き起こすとした場合、解決できる。このような理論をインフレーション宇宙論と
いう [20, 21]。

4.1 最小結合インフレーション
前章 3に引き続き、この節では [19]の解説に従う。
指数関数的膨張 (インフレーション)により、標準宇宙論の問題を解決できると上で述

べたが、インフレーションが起こるのは ω = −1の宇宙定数、あるいはダークエネルギー
優勢の場合であると 3.6節で述べた。しかし定数である場合、宇宙のある一時期にのみイ
ンフレーションを起こし、その後にインフレーションが終了する理論を作ることは難し
い。そこで、宇宙の一時期にのみ宇宙定数、あるいはダークエネルギーとして振る舞うも
のとして、古典的な実スカラー場を考える。この節では、重力と最小結合している場合を
考える。
重力と最小結合している実スカラー場 ϕの作用は V を ϕのポテンシャルとして

Sϕ =

∫
d4
√
−gLϕ =

∫
d4x

√
−g
[
1

2
(∇µϕ)(∇µϕ)− V (ϕ)

]
である。すなわち、作用積分の中の不変体積要素 d4x

√
−gの√

−gと内積における計量 gµν
を通してのみ結合している。足を持つ場合は共変微分のクリストフェル記号 Γµνρを通し
ても結合する。このとき、ϕのエネルギー運動量テンソルはこのスカラー場の作用を計量
gµνで変分することにより

Tµν = (∇µϕ)(∇νϕ)− Lϕgµν

となる。ただし、変分公式 (3.10)と (3.11)を用いた。ここから、FRW計量 (3.1)の下では
エネルギー運動量テンソルは (3.21)と書けるので、エネルギー密度 ρと圧力 pは

ρ = T 0
0 =

1

2
(∇0ϕ)(∇0ϕ)−

1

2
(∇iϕ)(∇iϕ) + V (ϕ) ≈ 1

2
ϕ̇2 + V (ϕ)

p = −T ii =
1

2
(∇0ϕ)(∇0ϕ)−

1

2
(∇iϕ)(∇iϕ)− V (ϕ) ≈ 1

2
ϕ̇2 − V (ϕ)

とわかる。ここで、インフレーションの最中と直後にはその指数関数的な膨張により ϕの
空間的な変化は時間的な変化に比べて十分小さくなるので、空間微分は無視した。また ϕ̇

はスカラー場 ϕの時間に関する一階微分である。このとき、状態方程式 (3.23)は

ω =
p

ρ
≈

1
2
ϕ̇2 − V (ϕ)

1
2
ϕ̇2 + V (ϕ)
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なので、ポテンシャル V の値が運動項 (1/2)ϕ̇に比べて十分大きいとき、すなわち、
1

2
ϕ̇≪ V (4.1)

のとき、

ω ≈ −1

となり、真空エネルギー優勢な宇宙が実現し、(3.34)で求めたように宇宙の指数関数的膨
張 (インフレーション)が実現される。ϕに対する一般共変的な四元運動量保存則 (3.18)、
または作用 Sϕの ϕでの変分から ϕの運動方程式

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ V ′ ≈ 0 (4.2)

を得る。V ′のプライム ′は ϕでの一階微分を表す。ここでも指数関数的な膨張により空間
微分が無視できることを用いた。また、この方程式はインフレーション中は他の場との相
互作用による効果は宇宙の膨張による効果より十分小さいとし、無視した場合にのみ得ら
れるものであり、一般には ϕと結合している場の影響を考えなければならない。再加熱、
プレヒーティングの議論では相互作用が重要になってくる。
地平線問題や平坦性問題などの標準宇宙論における問題を解決するためには、インフ

レーションは十分長い時間起こる必要がある。したがって、インフラトン場 ϕの運動方程
式 (4.2)の時間に対する二回微分の項は一階微分の項より小さくなければならない。つま
り、場の時間変化が急激に大きくなることがあってはならない。したがって、インフレー
ション中は以下の条件

|ϕ̈| ≪ |3Hϕ̇| (4.3)

が成り立っているとする。これはスローロール条件と呼ばれる。この条件の下では、運動
方程式 (4.2)は

ϕ̇ ≈ − V ′

3H
(4.4)

となる。また、フリードマン方程式 (3.29)は

H2 ≈ 8πG

3
ρ =

1

3

8π

m2
P

ρ =
1

3

1

M2
P

(
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ)

)
≈ V (ϕ)

3MP

(4.5)

となる。ただし 3.6節で述べたように、インフレーションが起こるとスケール因子 aは指
数関数的に増大し、その結果インフレーションの最中と直後ではスケールファクター aに
反比例する曲率項は時間と共に小さくなるので、無視する近似を用いた。また、

mp =
1√
G

Mp =
mp√
8π
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で、mpはプランク質量である。ϕの運動方程式 (4.4)とインフレーションの条件 (4.1)から
V ′2 ≈ 9H2ϕ̇2 ≪ 18H2V

が得られ、さらにフリードマン方程式 (4.5)と合わせると
V ′2

V
≪ 18H2 ≈ 18

V

3MP

となる。以上からスローロールパラメータ ϵを

ϵ :=
M2

P

2

(
V ′

V

)2

(4.6)

により定義すると
ϵ≪ 1 (4.7)

を得る。また、ポテンシャル V のインフラトン場での二階微分 V ′′は運動方程式 (4.4)と
フリードマン方程式 (4.5)を用いて

V ′′ ≈ d

dϕ

(
−3Hϕ̇

)
= −3ϕ̇

d

dϕ
H ≈ −3ϕ̇

d

dϕ

√
V

3MP

= −
√
3ϕ̇

2MP

V ′
√
V

したがって、スローロールパラメータ ηを

η :=M2
P

V ′′

V
≈M2

P

(
−
√
3ϕ̇

2MP

V ′
√
V

)
1

V
= −

√
3

2
MP

ϕ̇√
V

V ′

V
(4.8)

により定義すると
|η| ≪ 1 (4.9)

が得られる。スローロールインフレーションの条件 (4.3)から二式 (4.7)、(4.9)は得られ
たので、この二式をスローロール条件と呼ぶこともある。観測量のCMBのスペクトル指
数 ns、テンソル-スカラー比 r、スカラー揺らぎAsはスローロールパラメータにより書き
表すことができ、

ns = 1− 6ϵ+ 2η

r = 16ϵ (4.10)

As =
V

24π2M4
Pϵ

となる。膨張の度合いを表す e-folding数N∗はスケールファクター aの変化前後の割合の
指数として

N∗ := log

(
aend
a∗

)
≈ Hinf(tf − t∗) = Hinf

∫ tf

t∗

dt = Hinf

∫ ϕf

ϕ∗

1

ϕ̇
dϕ

で与えられ。標準宇宙論における問題の解決のためには、
50 ≲ N∗ ≲ 60

程度の e-foldings数が必要であることがわかっている。
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4.2 非最小結合インフレーション
4.1節で触れた最小結合インフレーションでは、これまで様々なポテンシャルが考えら

れてきたが、最も簡単な ϕ2や ϕ4のポテンシャルの場合にはCMBの観測量 (4.10)を合わ
せることができない [6]。しかし、重力との非最小結合を考えると、ϕ4のスカラーポテン
シャルの理論でも観測と合うインフレーション理論を構築できる [22, 23]。この節では主
に [24]を参考にした。
以下のように、重力とインフラトン場 ϕが非最小結合している状況を考える。

SJ =

∫
d4x

√
−g
[
−M

2
P

2
R− 1

2
F (ϕ)R +

1

2
gµν(∇µϕ)(∇νϕ)− V (ϕ)

]
(4.11)

第一項はアインシュタイン-ヒルベルト作用に対応し、第二項が重力とインフラトン場 ϕ

の非最小結合項であり、F (ϕ)は ϕの関数である。第三項と第四項は最小結合インフレー
ションでのインフラトン場の作用と同じ形をしている。

f(ϕ) =
M2

P

2

(
1 +

F (ϕ)

M2
P

)
(4.12)

と置くと SJ は

SJ =

∫
d4x

√
−g
[
−f(ϕ)R +

1

2
gµν(∇µϕ)(∇νϕ)− V (ϕ)

]
(4.13)

となる。インフレーションの議論をするために、共形変換を行い、非最小結合を消すこと
を考える。

4.2.1 共形変換
通常の共形変換では、座標が共形次元を持っており、

xµ → x̂µ

と変換した時に、固有時 dτ 2が

dτ 2 = gµνdx
µdxν → dτ̂ 2 = gµνdx̂

µdx̂ν = Ω2(x)gµνdx
µdxν

となるような変換である。この変換式から

gµν
∂x̂µ

∂xα
∂x̂ν

∂xβ
= Ω2(x)gαβ

となる。したがって、通常の共形変換では計量は変化しない。しかし、座標に共形次元を
持たせず、計量に共形次元を持たせることで、座標を不変にし、計量が代わりに変換され
るように定義し直すことができる。この時には、定義から

xµ → x̂µ = xµ
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ĝµν
∂x̂µ

∂xα
∂x̂ν

∂xβ
= ĝαβ = Ω2(x)gαβ

となる。ここではこの定義を用いる。ここで、変換後の量にはハットˆを付けることにす
る。変換後の計量 ĝµνの逆は

ĝµν =
1

Ω2(x)
gµν

となる。また、√
−ĝ =

√
− det(Ω2(x)gµν) =

√
Ω2×4(x)(− det(gµν)) = Ω4(x)

√
−g

である。クリストッフェル記号は

Γµνρ =
1

2
gµν(∂νgλρ + ∂ρgλν − ∂λgνρ)

→ Γ̂µνρ =
1

2
ĝµν(∂ν ĝλρ + ∂ρĝλν − ∂λĝνρ)

= Γµνρ +
1

Ω(x)
(δµν∇ρΩ + δµρ∇νΩ− gνρ∇µΩ)

同様に、リーマン曲率テンソルは

Rµ
νρτ = ∂ρΓ

µ
ντ − ∂τΓ

µ
νρ + ΓµρλΓ

λ
τν − ΓµτλΓ

λ
ρν

→ R̂µ
νρτ = ∂ρΓ̂

µ
ντ − ∂τ Γ̂

µ
νρ + Γ̂µρλΓ̂

λ
τν − Γ̂µτλΓ̂

λ
ρν

= Rµ
νρτ −

1

Ω
[δµρ∇τ∇ν − δµτ∇ρ∇ν − gνρ∇τ∇µΩ + gντ∇ρ∇µΩ]

+
1

Ω2
[2δµρ (∇νΩ)(∇τΩ)− 2δµτ (∇νΩ)(∇ρΩ)

− 2gρν(∇µΩ)(∇τΩ) + 2gντ (∇µΩ)(∇ρΩ)

− (δµρ gντ − δµτ gνρ)(∇λΩ)(∇λΩ)]

リッチテンソルは

Rµν → R̂µν = R̂λ
µλν

= Rµν −
1

Ω
[2∇ν∇µΩ + gµν∇λ∇λΩ]

+
1

Ω2
[4(∇µΩ)(∇νΩ)− gµν(∇λΩ)(∇λΩ)]

リッチスカラーは

R → R̂ = R̂µν ĝ
µν =

1

Ω2

(
R− 6

Ω
∇λ∇λΩ

)
(4.14)

と変換される。ただし、この共形変換においては、座標 xµは不変であるので、下付きの
偏微分 ∂µも不変であること、すなわち

∂µ → ∂̂µ = ∂µ
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を用いた。一方、計量 gµν が不変でないために、上付きの偏微分 ∂µは不変ではない。し
たがって、

∇̂µΩ =
1

Ω2
∇µΩ

∇̂µ∇̂µΩ =
2

Ω
(∇̂µΩ)(∇̂µΩ) +

1

Ω2
∇µ∇µΩ

または、
∇µ∇µΩ = Ω2∇̂µ∇̂µΩ− 2Ω(∇̂µΩ)(∇̂µΩ)

を得る。これをR(4.14)に代入し、
R = Ω2R̂ + 6Ω∇̂µ∇̂µΩ− 12(∇̂µΩ)(∇̂µΩ) (4.15)

となり、変換前のリッチスカラーRを変換後の量だけで書きあらわすことができる。共
形変換前の量と変換後の量を結びつけるこれらの関係式を元の作用積分 (4.13)に代入す
ることで、元の作用積分に含まれていた非最小結合を消すことができる。ただし、共形因
子Ω(x)を適切に定めてやる必要がある。まず、元の作用積分の非最小結合の項は R̂とR

の関係式を代入することで∫
d4x

√
−g(−1)f(ϕ)R

=

∫
d4x

1

Ω4

√
−ĝ(−1)f(ϕ)

[
Ω2R̂ + 6Ω∇̂µ∇̂µΩ− 12(∇̂νΩ)(∇̂νΩ)

]
=

∫
d4x
√
−ĝ(−1)

[
f(ϕ)

Ω2
R̂ + 6

f(ϕ)

Ω3
∇̂µ∇̂µΩ− 12

1

Ω4
(∇̂νΩ)(∇̂νΩ)

]
となる。今、非最小結合を消し、アインシュタイン-ヒルベルト作用を再現したいので、第
一項に注目し、

f(ϕ)

Ω2
=
M2

P

2

を課す。ここから、

Ω =

√
1 +

F (S)

M2
P

(4.16)

を得る。この要請を用いて計算を進めると、元の非最小結合項は∫
d4x

√
−g(−1)f(ϕ)R

=

∫
d4x
√

−ĝ(−1)

[
M2

P

2
R̂ +

3M2
P

Ω
∇̂µ∇̂µΩ− 6M2

P

Ω2
(∇̂νΩ)(∇̂νΩ)

]
=

∫
d4x
√
−ĝ(−1)

[
M2

P

2
R̂ + 3M2

P∇̂µ

(
1

Ω
∇̂µΩ

)
− 3M2

P

Ω2
(∇̂νΩ)(∇̂νΩ)

]
=

∫
d4x
√
−ĝ(−1)

[
M2

P

2
R̂− 3M2

P

Ω2
(∇̂νΩ)(∇̂νΩ)

]
=

∫
d4x
√
−ĝ
[
−M

2
P

2
R̂ +

3M2
P

Ω2
(∇̂νΩ)(∇̂νΩ)

]
(4.17)
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となる。ただし、共形変換後の共変微分 ∇̂µについての chain rule

∇̂µ(AB
ν) = (∇̂µA)B

µ + A∇̂µB
ν

とガウスの発散定理∫
d4x
√
−ĝ∇̂µA

µ =

∫
d4x

√
−g∇µ(Ω

4Aµ) =

∫
dSµΩ

4Aµ = 0

を用いた。
次に、共形変換によってインフラトン場 ϕの自由な作用積分に対応する項は∫

d4x
√
−g
[
1

2
gµν(∇µϕ)(∇νϕ)− V (ϕ)

]
=

∫
d4x
√

−ĝ 1

Ω4

[
1

2
Ω2ĝµν(∇̂µϕ)(∇̂νϕ)− V (ϕ)

]
=

∫
d4x
√
−ĝ
[

1

2Ω2
ĝµν(∇̂µϕ)(∇̂νϕ)− V̂ (ϕ)

]
(4.18)

と変換される。ただし、

V̂ (ϕ) =
V (ϕ)

Ω4
(4.19)

と置いた。作用積分の各項がどのように変換されるかを見たので、全体の変換を見ると、
(4.13)、(4.17)、(4.18)から

SJ =

∫
d4x

√
−g
[
−f(ϕ)R +

1

2
gµν(∇µϕ)(∇νϕ)− V (ϕ)

]
=

∫
d4x
√
−ĝ(−1)

[
−M

2
P

2
R̂ +

3M2
P

Ω2
(∇̂νΩ)(∇̂νΩ) +

1

2Ω2
ĝµν(∇̂µϕ)(∇̂νϕ)− V̂ (ϕ)

]
=

∫
d4x
√
−ĝ(−1)

[
−M

2
P

2
R̂ +

3M2
P

Ω2
ĝµν(∇̂µΩ)(∇̂νΩ) +

1

2Ω2
ĝµν(∇̂µϕ)(∇̂νϕ)− V̂ (ϕ)

]
= SE (4.20)

となる。変換前の量で書かれた作用積分をジョルダンフレームでの作用、変換後の量で書
かれた作用積分をアインシュタインフレームでの作用と呼ぶ。見ての通り、両方の作用積
分は完全に等価である。

4.2.2 アインシュタインフレームでのポテンシャル
さて、今、Ωは (4.16)のようにインフラトン場 ϕを含むように決められているので、

(4.20)の第二項はインフラトン場の微分を含み、したがって、インフラトン場の運動項は
カノニカルではなく、

SE =

∫
d4x
√

−ĝ(−1)

[
−M

2
P

2
R̂ +

3M2
P

Ω2
ĝµν(∇̂µϕ)

∂Ω

∂ϕ
(∇̂νϕ)

∂Ω

∂ϕ
+

1

2Ω2
ĝµν(∇̂µϕ)(∇̂νϕ)− V̂ (ϕ)

]
=

∫
d4x
√
−ĝ(−1)

[
−M

2
P

2
R̂ +

1

2Ω2

{
1 + 6M2

P

(
∂Ω

∂ϕ

)2
}
ĝµν(∇̂µϕ)(∇̂νϕ)− V̂ (ϕ)

]
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のようになる。カノニカルな運動項を得るために、場の再定義を行う。つまり、

1

2Ω2

{
1 + 6M2

P

(
∂Ω

∂ϕ

)2
}
ĝµν(∇̂µϕ)(∇̂νϕ) =

1

2
ĝµν(∇̂µχ)(∇̂νχ)

を満たすような場 χを定義する。χは ϕに依存するので、χの共変微分 ∇̂µχは

∇̂µχ = ∂µχ = (∂µϕ)
dχ

dϕ
= (∇̂µϕ)

dχ

dϕ

となる。したがって、右辺は

1

2
ĝµν(∇̂µχ)(∇̂νχ) =

1

2

(
dχ

dϕ

)2

ĝµν(∇̂µϕ)(∇̂νϕ)

となるので、

dχ

dϕ
=

1

Ω2

√
1 + 6M2

P

(
∂Ω

∂ϕ

)2

(4.21)

を得る。これを SEに代入し、

SE =

∫
d4x
√

−ĝ(−1)

[
−M

2
P

2
R̂ +

1

2
ĝµν(∇̂µχ)(∇̂νχ)− V̂ (ϕ)

]
(4.22)

を得る。ジョルダンフレームでの重力とインフラトン場の非最小結合が

F (ϕ) = ξϕ2 (4.23)

である時、共形因子Ωは (4.24)から

Ω =

√
1 +

ξϕ2

M2
P

(4.24)

となるので、
∂Ω

∂ϕ
=

1

Ω

ξϕ

M2
P

が言える。ここから、

dχ

dϕ
=

√
1

Ω2
+

1

Ω4

6ξ2ϕ2

M2
P

=

√(
1 +

ξϕ2

M2
P

)−1

+ 6ξ

(
1 +

ξϕ2

M2
P

)−2
ξϕ2

M2
P

(4.25)

を得る。現在のようなインフラトン場の値が小さい (ϕ≪MP/
√
ξ)時には、

dχ

dϕ
≈
√
1 + 6ξ · 1 · 0 = 1
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となり、

χ ≈ ϕ

と言える。これは、低エネルギーでは共形変換が恒等変換となっていることを示す。これ
は (4.24)を用いて

Ω ≈ 1

となることからも直接わかることでもある。この事実から、どちらのフレームの時間発展
を考えても、最終的には同じ振る舞いをすることがわかる。一方、インフレーションの最
中などのインフラトン場の値が非常に大きい時 (ϕ≫MP/

√
ξ)には (4.25)は

dχ

dϕ
≈

√(
ξϕ2

M2
P

)−1

+ 6ξ

(
ξϕ2

M2
P

)−2
ξϕ2

M2
P

=

√
M2

P

ξϕ2

√
1 + 6ξ =MP

√
6 +

1

ξ

1

ϕ

となるので、積分することで

χ ≈MP

√
6 +

1

ξ
log ϕ+ const.

または、

ϕ ≈ C exp

(
χ

MP

√
6 + 1/ξ

)
(4.26)

を得る。ただしCは積分定数で、低エネルギーで χと Sが一致するように決まっている。
ただし、低エネルギーでは振る舞いが違うので、簡単に求めることはできない。また、C
は次元を持つ。ジョルダンフレームでのインフラトン場のポテンシャル V が

V =
λϕ
4
ϕ4

の時、アインシュタインフレームでのポテンシャル V̂ は (4.19)、(4.26)から

V̂ =
λϕ
4

ϕ4

Ω4
=
λϕ
4

(
1 +

ξϕ2

M2
P

)−2

ϕ4 =
λϕM

4
P

4ξ2

(
1 +

M2
P

ξ

1

ϕ2

)−2

≈ λϕM
4
P

4ξ2

[
1 +

M2
P

ξ

1

C2
exp

(
− 2χ

MP

√
6 + 1/ξ

)]−2

→
χ→∞

λϕM
4
P

4ξ2

となり、インフラトン場の値が大きい時にはアインシュタインフレームでのポテンシャル
V̂ は平坦になることがわかる。より具体的に、ポテンシャル V̂ の再定義されたインフラ
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トン場 χでの一階微分 V̂ ′と二階微分 V̂ ′′は

V̂ ′ =
dV̂

dχ

≈ (−2)
λϕM

4
P

4ξ2

[
1 +

M2
P

ξ

1

C2
exp

(
− 2χ

MP

√
6 + 1/ξ

)]−3

× M2
P

ξ

1

C2

(
− 2

MP

√
6 + 1/ξ

)
exp

(
− 2χ

MP

√
6 + 1/ξ

)

V̂ ′′ =
d2V̂

dχ2

≈ 6
λϕM

4
P

4ξ2

[
1 +

M2
P

ξ

1

C2
exp

(
− 2χ

MP

√
6 + 1/ξ

)]−4

×

[
M2

P

ξ

1

C2

(
− 2

MP

√
6 + 1/ξ

)
exp

(
− 2χ

MP

√
6 + 1/ξ

)]2

+ (−2)
λϕM

4
P

4ξ2

[
1 +

M2
P

ξ

1

C2
exp

(
− 2χ

MP

√
6 + 1/ξ

)]−3

× M2
P

ξ

1

C2

(
− 2

MP

√
6 + 1/ξ

)2

exp

(
− 2χ

MP

√
6 + 1/ξ

)

となり、指数関数的に小さくなることが見て取れる。ポテンシャルとの比は

V̂ ′

V̂
≈ −2

[
1 +

M2
P

ξ

1

C2
exp

(
− 2χ

MP

√
6 + 1/ξ

)]−1

× M2
P

ξ

(
− 2

MP

√
6 + 1/ξ

)
1

C2
exp

(
− 2χ

MP

√
6 + 1/ξ

)

≈ 4MP

ξ
√

6 + 1/ξ

1

C2
exp

(
− 2χ

MP

√
6 + 1/ξ

)

=
4MP

ξ
√

6 + 1/ξ

[
C exp

(
χ

MP

√
6 + 1/ξ

)]−2

≈ 4MP

ξ
√

6 + 1/ξ

1

ϕ2
(4.27)
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V̂ ′′

V̂
≈ 6

[
1 +

M2
P

ξ

1

C2
exp

(
− 2χ

MP

√
6 + 1/ξ

)]−2

×

[
M2

P

ξ

(
− 2

MP

√
6 + 1/ξ

)
1

C2
exp

(
− 2χ

MP

√
6 + 1/ξ

)]2

+ (−2)

[
1 +

M2
P

ξ

1

C2
exp

(
− 2χ

MP

√
6 + 1/ξ

)]−1

× M2
P

ξ

(
− 2

MP

√
6 + 1/ξ

)2
1

C2
exp

(
− 2χ

MP

√
6 + 1/ξ

)

≈ − 8

6ξ + 1

[
1

C2
exp

(
χ

MP

√
6 + 1/ξ

)]−2

≈ − 8

6ξ + 1

1

ϕ2
(4.28)

となる。スローロールパラメータを評価する時にこれらを用いる。

4.2.3 アインシュタインフレームでのインフレーション
アインシュタインフレームでは再定義されたインフラトン場 χと重力との非最小結合

はなく、最小結合のインフレーションの理論がそのまま使える。この時、スローロールパ
ラメータ ϵと ηはアインシュタインフレームでのポテンシャル V̂ を用いて (4.6)、(4.8)と
同様にそれぞれ、

ϵ ≡ M2
P

2

(
V̂ ′

V̂

)2

=
M2

P

2

(
1

V̂

)2
(
dV̂

dχ

)2

η ≡M2
P

V̂ ′′

V̂
=M2

P

1

V̂

d2V̂

dχ2

と定義される。ただし今、再定義された場χがインフラトン場として振る舞うので、ポテ
ンシャルの微分は χでの微分になる。スローロールインフレーションはポテンシャルの
値が大きく、また平坦な領域で起こる、つまりインフラトン場の値が大きい領域で起こる
ので、(4.27)と (4.28)を用いるとインフレーション中のスローロールパラメータは

ϵ ≈ M2
P

2

(
4MP

ξ
√

6 + 1/ξ

1

ϕ2

)2

=
8M4

P

6ξ2 + ξ

1

ϕ4
≈ 4M4

P

3ξ2ϕ4
(4.29)

η ≈M2
P

(
− 8

6ξ + 1

1

ϕ2

)
= − 8M2

P

6ξ + 1

1

ϕ2
≈ −4M2

P

3ξϕ2
(4.30)

となる。ただし、後にわかるように、ξは非常に大きい (ξ ≫ 1)ことを用いた。この結果
から、今の ϕ4ポテンシャルの非最小結合インフレーションでのスローロールパラメータ
には

ϵ ≈ 3

4
η2
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という関係が成り立つ。インフレーションが終わるのはスローロール条件 (4.7)、(4.9)が
満たされなくなる (ϵ, η ≈ 1)時なので、その時のインフラトン場 ϕの値 ϕendは (4.29)また
は (4.30)から

ϕ2
end ≈ 2

√
2

3

M2
P

ξ

となる。e-folding数N∗は

N∗ =

∫ χend

χ∗

Hinf

χ̇
dχ ≈ −

∫ χend

χ∗

3H2
inf

V̂ ′
dχ ≈ −

∫ χend

χ∗

3

V̂ ′

V̂

3M2
P

dχ

=
1√
2MP

∫ χ∗

χend

M2
P

2

(
V̂ ′

V̂

)2
−1/2

dχ =
1√
2MP

∫ χ∗

χend

1√
ϵ
dχ

≈ 1√
2MP

∫ ϕ∗

ϕend

√
3ξ2ϕ4

4M4
P

dχ

dϕ
dϕ

≈ 1√
2MP

∫ ϕ∗

ϕend

√
3ξ2ϕ4

4M4
P

MP

√
6 +

1

ξ

1

ϕ
dϕ ≈ 3

2M2
P/ξ

∫ ϕ∗

ϕend

ϕdϕ

=
3

4

ϕ2
∗ − ϕ2

end

M2
P/ξ

≈ 3

4

ϕ2
∗

M2
P/ξ

≈ 3

4

√
4

3

1

ϵ∗
=

√
3

4

1

ϵ∗

となり、N∗と ϵ∗が一対一に対応する。ここから、

ϵ∗ ≈
3

4
N−2

∗

η∗ ≈ −N−1

が言える。以前述べたように、観測量のスペクトル指数 ns∗、テンソル-スカラー比 r∗、ス
カラー揺らぎAs∗はスローロールパラメータ ϵ∗と η∗を用いてかけるので、

ns∗ = 1− 6ϵ∗ + 2η∗ ≈ 1− 9

2
N−2

∗ − 2N−1
∗

r∗ = 16ϵ∗ ≈ 12N−2
∗

As∗ =
V̂

24π2M4
Pϵ∗

≈ 1

24π2M4
P

λSM
4
P

4ξ2
4N2

∗
3

=
λSN

2
∗

72π2ξ2

インフレーション理論では

50 ≲ N∗ ≲ 70 (4.31)
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程度の e-folding数があれば標準宇宙論の問題を解決できる。N∗ = 60では

ns∗ ∼ 0.965 (4.32)

r∗ ∼ 0.03 (4.33)

となり、PLANCKの観測結果とよく合う。また、スカラー揺らぎAs∗の観測結果は

As∗ ≈ 2.5× 10−9 (4.34)

で、これを用いることで λSと ξの関係

ξ ≈ 1√
5

√
λϕ × 105 (4.35)

を得る。さらに、これを用いることでインフレーション終了時のインフラトン場の値 ϕend

は λϕを用いて

ϕend ≈ λ
−1/4
ϕ × 1016 (4.36)

を得る。

4.3 再加熱とその問題点
インフレーション直後はその急激な空間の膨張によってあらゆる粒子が互いに引き離さ

れ、宇宙の粒子数密度や温度は極端に低くなっている。しかし、インフレーションの後に
は標準宇宙論に接続されていなければならないので、何らかの機構によって高温高密度の
火の玉宇宙が実現されなくてはならない。インフレーションはインフラトンの場の値が非
常に大きいことによって引き起こされており、したがってインフレーション直後のインフ
ラトンのエネルギー密度は非常に高くなっている。このエネルギーによって一気に粒子生
成が起こることで高温高密度の火の玉宇宙が実現されたと考える。これが宇宙の再加熱で
ある。
再加熱温度を評価するのによく用いられる方法は、インフラトンの運動方程式 (4.2)に

他の場への崩壊の影響を表す項 Γϕϕ̇を加えた

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ Γϕϕ̇+ V ′ ≈ 0 (4.37)

を用いる方法である [19, 25]。ここで、Γϕはインフラトン場の他の場への崩壊幅である。
この方程式を用いることで再加熱温度を比較的簡単に出すことはできるが、いくつかの点
で、この方程式の正当性、妥当性に疑問が残る。
まず、このインフラトンの崩壊を記述する項は元々場の量子論的に導出されたものでは

なく、現象論的に手で入れられたものである。いくつかの条件の下、この項を場の量子論
から導出した仕事が存在するが [25–28]、その条件は場の値が大きく振動するような状況
では満たされない。そこで、インフレーション直後で場の値が大きく、かつ、激しく振動
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する状況下での系の振る舞いが場の理論的に解析され、非摂動的な効果により粒子生成が
起こることが発見された [9,25,29–31]。これらの研究によると、摂動的に評価した再加熱
温度を劇的に変えてしまうほどの粒子生成が起こるためには、結合定数などのパラメータ
に関して微調整が必要であり、典型的には摂動的な評価で見積れることがわかる。ただ
し、プレヒーティングの時期にインフラトンの激しい振動により非摂動的に生成される励
起は非常にエネルギーが高くなる場合があり、インフレーション模型として適応限界がプ
ランクスケールより大幅に低い模型を用いている場合には、励起のエネルギーがその理論
の適用限界を超えてしまい、ユニタリティが破れる可能性がある。これをユニタリティの
問題といい、前節で議論した非最小結合を含むインフレーション模型でも発生する場合が
ある。[32–34]。
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5 古典的スケール不変な素粒子拡張模型に基づく
宇宙のインフレーション

1章で言及したように、素粒子論における重要なスケールとして電弱スケール ΛEW ∼
O(102)GeVとプランクスケールmP ∼ O(1019)GeVがあり、これら二つのスケールにな
ぜこれ程までの大きな開きがあるのかという問いは階層性問題と呼ばれている。階層性問
題を解決するには、電弱スケールがどのように生成されるかという起源を説明できれば良
い。ここでは、プランクスケールの存在は素なラグランジアンのレベルで仮定している3。
スケールの起源を説明するには、一旦、素なラグランジアンのレベルでスケールを全て禁
止し、ダイナミクスによってスケールを生成すれば良い。SMにおいては、ゲージ対称性
によってフェルミオン場とゲージ場の質量項が禁止されているが、ヒッグス場の質量項は
禁止されておらず、ヒッグス質量パラメータが SMラグランジアン中の唯一のスケールで
あり、これがまさに電弱スケールになる。古典的スケール不変性を課すことで、ヒッグス
場の質量項を禁止し、電弱スケールも素なラグランジアンレベルで禁止できる。ただし、
プランクスケールの存在は認めるという立場を取るため、この古典的スケール不変性はプ
ランクスケール以下で近似的に成り立つ対称性として要求するわけである。
スケールをダイナミクスによって生成する方法は大きく分けて、摂動的にスケールを生

成する方法と、非摂動的にスケールを生成する方法がある。前者はColeman-Weinberg機
構と呼ばれており、この機構を用いてEWSBを起こす模型の研究は例えば、[36,37]など
で行われている。一方、後者の例はQCDにおけるDχSBである。この機構を用いて電弱
スケールを生成する模型の研究も行われている [5, 38–40]。これらのDχSBを用いた先行
研究では、基本的にTeVスケールの物理を議論しているが、(プランクスケール以下での)

古典的スケール不変性を要求する以上、プランクスケール以下のスケールを新たにラグラ
ンジアンに導入すること無しで、高エネルギー物理を全て説明できなくてはならない。プ
ランクスケール以下の物理で最もエネルギーの高い現象の一つが宇宙のインフレーショ
ンであり、本章では先行研究 [5]で提案された古典的スケール不変模型をさらに拡張する
ことで、インフレーションをTeVスケールの物理と同時に説明することを目指す。
この先行研究の模型では、QCD-likeな隠れた (hidden QCD, HQCD)セクターを導入

し、そこでのDχSBによって生成されるHQCDスケールΛHQCDを、新たに導入した SM

シングレット実スカラー場 Sによってヒッグス場に伝達することで、EWスケールを説
明している。この時、DχSBに伴う pNGボソンとして hiddenパイオンが生成されるが、
これがダークマターとして振る舞う。この模型では高エネルギーではスカラー場が二種類
のみ存在し、それはヒッグス場Hと Sである。インフレーションが起きるためには、ス
カラー場のポテンシャルの形状が非常に重要であり、従って、スカラー場間の結合定数が
非常に重要となる。トップクォークの湯川結合定数には大きな不定性があるが、この湯川
結合定数が大きい場合には 1ループレベルでヒッグス場Hの 4点結合定数 λHはあるエネ
ルギースケールで 0を横切り、より高エネルギーで負となることがわかる。この模型では
ヒッグス場Hと Sとの結合定数−λHSも負であり、ポテンシャルの谷での値が負になっ

3プランクスケールmPを質量や結合定数と捉えるのではなく、光速 cやプランク定数 hと同様に、基礎
定数と捉えるべきという考え方もある [35]。
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てしまう。スローロールインフレーションはポテンシャルの谷をゆっくりと転がることで
起こるが、その時のポテンシャルの値が負ではインフレーションは起こせない。
そこで、本章では SMシングレットな実スカラー場 ηをさらに追加してヒッグス場H

との大きな結合定数 λHηを持たせることで、インフレーションのスケール以下で λHSの
符合を変えて S軸上に谷を作り、インフレーションを実現する。副産物として、ここで
新たに導入したスカラー場 ηによって、ヒッグス場の自己結合定数 λHも常に正とするこ
とができる。負となる場合には、真空の不安定性を引き起こす可能性があり、解析が複雑
になるため、本章ではプランクスケールまで常に正になることを要求する。ηとヒッグス
場との相互作用 λHηは大きくなければならないが、この制約により、インフラトンとし
て振る舞えるのは Sのみとなる。もしヒッグス場や ηがインフラトンとして振る舞った
場合、λHηが大きいために、プレヒーティング期に生成される励起のエネルギーが模型の
適用限界を超え、ユニタリティの問題が発生するためである。再加熱はインフレーション
後には必須であるが、古典的スケール不変性の要請によってインフレーション直後には S

は質量を持たないため、効率的には起こらず、HQCDセクターでDχSBが起こって Sが
質量を得た後に起こる。
本章の構成は、以下の通りである。5.1節では本章で扱う模型が持つ対称性や場の説明を

行う。5.2節では、インフレーションのスケールでのスカラーポテンシャルの形状とCMB

観測からの制限について触れる。5.3節では、一度インフレーションから離れ、スカラー
ポテンシャルに関連して、真空の安定性について議論する。5.4節では、単一インフラト
ン場の場合の一般的なユニタリティ問題についてのレビューを行い、さらにユニタリティ
からのスカラー場間の結合定数への制限を導出する。5.5節では、再加熱過程について議
論し、荒い近似ではあるが再加熱温度の見積もりを行う。5.6節では、電弱スケール生成
のレビューを行い、ダークマターの物理も議論する。特に、新たに導入された実スカラー
場 ηが現在の観測結果に抵触しないかどうかを議論する。

5.1 古典的スケール不変な素粒子拡張模型
この節では、SMに導入する場や対称性を紹介する。基本的な構造は先行研究 [5]の模

型と同様で、まず SMに古典的スケール不変性を課すことで、ヒッグス場の質量項を禁
止し、QCDに似た構造を持つHidden QCD(HQCD)セクターを導入してスケールを生成
させ、その隠れたセクターと SMをつなぐ実スカラー場を導入することで生成されたス
ケールを電弱スケールに移す。先行研究と比べて新しい点は、Z2-奇のシングレット実ス
カラー場 ηを導入する点である。具体的には、表 1ような場を導入する。GSMは SMの
ゲージ対称性を表し、SU(3)Hは隠れたセクターのゲージ対称性を表す。qiはHQCDセク
ターの hiddenクォークで、ベクターライクフェルミオンであり、QCDにおけるクォーク
に対応する。添え字の iはフェルミオンのフレーバーを表し、フレーバー数は 3である。
SがZ2-偶なシングレット実スカラー場、ηがZ2-奇なシングレット実スカラー場である。
Z2対称性はヒッグス粒子の混合の小ささにとって重要である。ここで、本章での解析は
全て、[5, 40]や 2.3節と同様にグルーオン場やカラー自由度が陽に現れない南部–ヨナ-ラ
シニオ (NJL)の方法で取り扱うので、hiddenグルーオン場は省略した。hiddenセクター
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qi S η

GSM 1 1 1

SU(3)H 3 1 1

Z2 even even odd

表 1: 新たに導入される場と対称性。GSMは SMのゲージ対称性を表し、SU(3)Hは隠れ
たセクターのゲージ対称性を表す。隠れたセクターのクォーク場 qiとシングレットスカ
ラー場 Sは先行研究の模型で既に導入されているものであるが、Z2-奇のシングレットス
カラー場 ηは導入されていなかった。この新しいスカラー場 ηがインフレーションにおい
て重要な役割を果たす。

のラグランジアンは

LH = q̄i(i/∂ − yS)qi

と表され、スカラーポテンシャルは

V = λH(H
†H)2 − 1

2
λHSS

2H†H +
1

4
λSS

4 +
1

2
λHηη

2H†H +
1

4
λSηS

2η2 +
1

4
ληη

4 (5.1)

である。簡単のために hiddenクォーク qiと Sの湯川結合定数 yは全てのフレーバーに対
して同一とした。この場合、DχSB後に残るフレーバー対称性は SU(3)Vとなる。DχSB

やそれにより引き起こされるEWSB、ダークマターとして振る舞う hiddenパイオンの物
理などの詳細は 5.6節で議論する。

5.2 インフレーション
3章や 4章で述べたように、宇宙の初期に標準宇宙論では物質と放射のみが存在すると

仮定したため、

• 地平線問題

• 平坦性

• 大規模構造の起源

という初期値問題が発生するが、これらの問題は宇宙初期に宇宙項として振る舞うものが
存在していれば解決される。最も簡単な例の一つはスローロールインフレーションであ
るが、4.1で解説した単純なカオティックインフレーションは PLANCK観測から既に排
除されている [6]。しかし、4.2で解説したように、インフラトンと重力との非最小結合を
持つインフレーション模型は観測と矛盾しないCMBゆらぎを再現できる [22,23]。特に、
SMのヒッグス場がインフラトン場として振る舞うヒッグスインフレーションでは、この
非最小結合によって観測と矛盾しないCMBゆらぎを再現している [8,41,42]。本章ではS

が重力との非最小結合 ξSを持ち、インフラトンとして振る舞うというシナリオを考える。
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スローロールインフレーションでは宇宙の量子力学的状態での場の期待値たる古典場の
値がフィールドスペース上をゆっくりと転がることにより起こり、そして古典的に考える
限り、谷ではなく尾根の上を転がることもできる。しかし、実際には量子ゆらぎが存在し
ているため、ナイーブに考えると尾根を転がり続けることはできず、谷に落ち込むため、
谷を転がるのがより自然である。この節では、本章で提案する模型のポテンシャルについ
て議論する前に、まずその元となった先行研究の模型のポテンシャル形状について議論
し、新たな拡張無しにはインフレーションを説明することが難しいことを見る。その後、
拡張の一つの方向性としてZ2-奇な実スカラー場 ηの導入を考えることで S軸上の谷の存
在が可能となり、S軸上でのインフレーションが可能となることを見る。単一インフラト
ン場が重力との非最小結合を持つ模型での、CMB観測結果からの制限としてのインフラ
トン自己結合定数と非最小結合定数との関係は既に 4.2節で詳しく議論を行なったので、
ここではその結果から引用し、提示するのみとする。
先行研究の模型では、ηは存在せず、ヒッグス場Hと実スカラー場Sのみが存在し、そ

のポテンシャルは (5.1)において η = 0と置くことで求められ、

Ṽ (h, S) = V (H = h/
√
2, S, η = 0) =

1

4
λHh

4 − 1

4
λHSh

2S2 +
1

4
λSS

4

となる。ただし、hはヒッグス場の動径方向成分である。EWSBが正しく起こるために
は、ヒッグス場Hと Sの間の結合定数 λHSは電弱スケールで正でなければならない。さ
らに、この結合定数は繰り込み群のフローから、プランクスケールまで常に正であること
が計算できる。つまり、先行研究の模型では常に

λHS > 0

である。
ポテンシャル上の谷の候補がどこか見るために、hと Sを

h = ϕ sin θ,

S = ϕ cos θ

というように再定義し、この新たな自由度 ϕと θを用いると、ポテンシャルは

Ṽ (ϕ, θ) =
1

4
λHϕ

4 sin4 θ − 1

4
λHSϕ

4 sin2 θ cos2 θ +
1

4
λSϕ

4 cos4 θ

と書ける。谷は少なくともポテンシャルの θ方向微分が 0となる場所であるので、
∂Ṽ

∂θ
=

[(
λH +

1

2
λHS

)
sin2 θ −

(
λS +

1

2
λHS

)
cos2 θ

]
ϕ4 sin θ cos θ = 0

を満たす。この方程式の解は

sin θ = 0,

cos θ = 0,

sin2 θ =
1

2

λHS + 2λS
λH + λHS + λS
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の 3パターン存在する。1つ目と 2つ目の解はそれぞれ h軸と S軸に対応する。従って、
h軸と S軸は尾根か谷のどちらかになる。尾根であるか谷であるかを見るために、hと S

を自由度として扱う元のポテンシャルにおいて、h方向、S方向それぞれの 2階微分を求
めると

∂2Ṽ

∂h2
(h = 0, S) = −1

2
λHSS

2,

∂2Ṽ

∂S2
(h, S = 0) = −1

2
λHSh

2

となるが、元の模型では λHS は常に正であるために、これら 2階微分は負となる。これ
は、h軸と S軸は谷ではなく、尾根であることを表している。従って、h軸上でも S軸上
でも、インフレーションは起き得ない。このような場合、谷を表し、インフレーション軌
道となり得るのは、3つ目の解である。λS > 0かつ λHS > 0であるので、角度 θが実数で
あるためには、

λH + λHS + λS > 0

である必要がある。さらに、インフレーションがこの谷に沿って起こるためには、ポテン
シャルのこの谷上での値が正である必要があり、

Ṽ |valley =
1

4
ϕ4 4λHλS − λ2HS

4(λH + λHS + λS)
> 0

を得る。従って最終的に、先行研究の模型でインフレーションが起こる条件として

4λHλS − λ2HS > 0

が得られる。もしヒッグス場の自己結合定数 λH がインフレーションのスケールで負で
あった場合、この条件は破られ、インフレーションは起こり得ないことがわかる。SMや
先行研究の模型ではヒッグス場の自己結合定数 λHはトップクォークの湯川結合定数 ytの
値に大きく依存しており、またその値は実験的に不定性がある。従って、今後の観測結果
によっては先行研究の模型のままでもインフレーションが起こせる可能性はある。しか
しながら、繰り込み群方程式のよる解析によって求まる ytの値 (5.3)では、λH があるス
ケールで負になることは避けられず、インフレーションの説明はできない。この場合、ス
ローロールインフレーションが起きるためには、

• ヒッグス場Hの自己結合定数 λH を正、かつ、λ2HS/4λSより大きくし、h-S混合場
をインフラトン場として振る舞わせる

• ヒッグス場H と Sとの間の結合定数 λHS をインフレーションのスケールで負にす
ることで、h軸と S軸を谷にし、hまたは Sをインフラトン場とする

• 新たにインフラトン場としてスカラー場を導入する
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という方向性があるが、本章では 2つ目の方向性を考え、S-インフレーションのケースを
考えるわけである。
本章で提案する模型では、hと S間の結合定数 λHSは

(4π)2µ
dλHS
dµ

=− 2λHS

(
2λHS − 3λS +

9

4
g22 +

3

4
g21 − 3y2t − 6λH − 18y2

)
− λHηλSη

(5.2)

という繰り込み群方程式に従う。yt、g1、g2はそれぞれ、トップクォークの湯川結合定数、
U(1)Y ゲージ結合定数、SU(2)Lゲージ結合定数である。これら結合定数と SU(3)Cゲージ
結合定数の数値として、トップクォーク質量スケール µ = 173GeVで

yt = 0.937,

g1 = 0.359,

g2 = 0.648,

g3 = 1.17

(5.3)

という数値を用いる [43]。さらに、hiddenカラー SU(3)Hゲージ結合定数をエネルギース
ケール µ = 1TeVで

g4 = 4π (5.4)

と取る。先行研究の模型では、6λHSy
2
t という項が支配的かつ、正であるために、λHSは

単調増加し、常に正となる。一方、本章の模型では、新たに−λHηλSηという項が現れる
が、もしこの項が負であり、その絶対値が 6λHSy

2
t より大きければ、λHSは減少して負と

なり得る。すぐ下や 5.4節で見るように、Sと η間の結合定数 λSηはユニタリティからの
制限によって、大きな値は取れない。よって、ヒッグス場Hと η間の結合定数 λHηを大
きく取る。λHη ∼ O(100∼−1)の時、λHSは図 1のように λHSはインフレーションのスケー
ルで負となることができる。従って、このスケール以上では S軸上に谷ができ、Sがイ
ンフラトンとして振る舞える。どのスケールで符号が変わるかは主に λHSの初期値 (電弱
スケールでの値)で決まり、(10−4, 7× 10−4)の範囲では、そのスケールはO(105∼13)GeV

となる。電弱スケールでの λHS の値が大きければ大きいほど、符号の変わるスケールは
高くなる。5.5節にて再加熱温度を計算する際にある近似を行なっているが、この近似に
とって λHSの符合が変わるスケールは重要な量となる。
なお、λHηも常に正になるため、ヒッグス場や ηの軸上にも谷はできるが、これらの場

でインフレーションが起こったとすると、5.4でも見るようにH-η間の相互作用が大きす
ぎ、プレヒーティング中にユニタリティが破れるため、ヒッグス場と ηはインフラトンに
はなれない。4
上で述べたように、重力と最小結合しているインフラトン場によるカオティックインフ

レーション模型は既にCMBの観測によって排除されている [6]。CMBの観測結果を正し
45.6で見るように、HQCDセクターで DχSBが起こった後には σメソンが現れるが、本章で提案する

模型ではこの破れのスケールはインフレーションのスケールに比べて非常に低い (TeVスケール)ため、イ
ンフラトン候補とはならない。このような σメソンがインフラトンとして振る舞うシナリオ、あるいは模
型は [44, 45]で議論されている。
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In[6322]:= LogLinearPlot λH[μ], μ, m0 10n0, m2 10n2+dn213 ,

AxesLabel → {μ, λH}, LabelStyle → 15(*,PlotRange→All*)

Out[6322]=
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In[6323]:= LogLinearPlot λHS[μ], μ, m0 10n0, m2 10n2+dn213 ,

AxesLabel → {μ, λHS}, LabelStyle → 15(*,PlotRange→All*)

Out[6323]=
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In[6324]:= LogLinearPlot λS[μ], μ, m0 10n0, m2 10n2+dn213 ,

AxesLabel → {μ, λS}, LabelStyle → 15(*,PlotRange→All*)

Out[6324]=
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図 1: λHSのくりこみ群フロー。λHηからの寄与によりO(1011)GeVで符号が変わる。こ
のスケールはインフレーションの起こるO(1016)GeVより低いため、ポテンシャルはS軸
上に谷を持ち、谷はインフラトン経路になる。

く再現するには非最小結合を取り入れればよく [8,22,23,41,42]、N∗ = 60では、(4.32)と
(4.33)で記載したように、スペクトル指数 ns∗とテンソル-スカラー比 r∗は

ns∗ ≃ 0.965,

r∗ ≃ 0.03

となり、観測とよく合う。非最小結合定数への制限は (4.34)で記載したスカラー揺らぎ
As∗の観測結果

As∗ ≈ 2.5× 10−9

から来ており、(4.35)で既に導出してある。しかし、5.5節での一般的な議論のために、表
記を変えたものを再度提示する。まず、インフラトン場に関する量には添字 Iを付けるこ
とにする。つまり、リッチスカラーとの非最小結合定数を ξI とし、自己 4点結合定数を
λI とする。ξI と λI の関係への制限は

ξI ≃ 4.7× 104
√
λI (at inflationary scale) (5.5)

となる。

5.3 真空の安定性
この節では、インフレーションから少し離れ、本章の模型での真空の安定性について議

論する。
SMではヒッグス場の 4点結合定数λHに対するくりこみ群方程式は 1ループのレベルで

(4π)2µ
dλH
dµ

= λH(−9g22 − 3g21 + 12y2t ) + 24λ2H +
3

4
g42 +

3

8
(g21 + g22)

2 − 6y4t (5.6)
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In[25]:= yt[μ_] = Evaluate[ytμ[μ] /. sol]

Out[25]= InterpolatingFunction Domain: 90., 1.22×1019

Output: scalar
[μ]

In[26]:= g1[μ_] = Evaluate[g1μ[μ] /. sol]

Out[26]= InterpolatingFunction Domain: 90., 1.22×1019

Output: scalar
[μ]

In[27]:= g2[μ_] = Evaluate[g2μ[μ] /. sol]

Out[27]= InterpolatingFunction Domain: 90., 1.22×1019

Output: scalar
[μ]

In[28]:= g3[μ_] = Evaluate[g3μ[μ] /. sol]

Out[28]= InterpolatingFunction Domain: 90., 1.22×1019

Output: scalar
[μ]

In[29]:= Plot {λH[μ], yt[μ], g1[μ], g2[μ], g3[μ],}, μ, 102, m 105 (*,PlotRange→All*)

Out[29]=
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In[30]:= LogLinearPlot λH[μ], μ, 102, m 10n , AxesLabel → {μ, λH},

LabelStyle → 15(*,PlotRange→All*)(*,PlotRange→All*)

Out[30]=
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In[6322]:= LogLinearPlot λH[μ], μ, m0 10n0, m2 10n2+dn213 ,

AxesLabel → {μ, λH}, LabelStyle → 15(*,PlotRange→All*)

Out[6322]=
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In[6323]:= LogLinearPlot λHS[μ], μ, m0 10n0, m2 10n2+dn213 ,

AxesLabel → {μ, λHS}, LabelStyle → 15(*,PlotRange→All*)

Out[6323]=
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In[6324]:= LogLinearPlot λS[μ], μ, m0 10n0, m2 10n2+dn213 ,

AxesLabel → {μ, λS}, LabelStyle → 15(*,PlotRange→All*)
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図 2: λH の SM中 (左)と本章の模型中のBP3 (ベンチマークポイント 3)(右)でのくりこ
み群フロー。SMでは λHはO(109)GeVで負になるが、本章の模型では λHηにより常に正
となり得る。

とかける。ytはトップクォークとの湯川結合定数であるが、これが大きいために−6y4t と
いう負の寄与を与える項の影響が大きく、λH は図 2の左のように負になりうる。実際に
λH が負になるかどうか、負に変わる場合、スケールはどの辺りか、そして、ポテンシャ
ルの大域的な最小値はどのくらいか、は全てトップクォークの湯川結合定数の値に非常
に強く依存している。このような λH の振る舞いは、真空の不安定性を導く可能性があ
る [46–49]。現時点ではトップクォークの湯川結合定数の不定性が大きいため、λHが負に
なるかどうかも、真空が不安定となるかどうかも、はっきりとしたことは言えない。安定
な可能性も、準安定 (metastable)な可能性もある。
先行研究で用いられた模型ではヒッグス場にスカラー場 Sが λHSで結合しており、λH

に対する正の寄与を与えはするが、λHSの値が小さいために、この状況は大きくは改善さ
れていない。一方、本章で考える模型では新たにスカラー場 ηが導入されていることで、
くりこみ群方程式は

(4π)2µ
dλH
dµ

=λH(−9g22 − 3g21 + 12y2t ) + 24λ2H +
3

4
g42 +

3

8
(g21 + g22)

2 − 6y4t

+
1

2
(λ2HS + λ2Hη) (5.7)

と改善され、さらに ηとヒッグス場との結合定数λHηは λHη ∼ O(100∼−1)程度に大きいの
で、状況が大きく変わりうる。つまり、λHが図 2の右のように常に正の値を取り得る [37]。
λHη ≲ 0.38の時には、λH が負となる領域が出てくる。一方、λHη ≳ 0.55の時には、λH
はプランクスケールMP ≃ 1.22 × 1019GeV以下の領域でランダウポールを持ち、摂動計
算が信用できなくなる。上記の計算では、(5.3)のパラメータセットを用いたが、上述の
通り、トップクォークの湯川結合定数 ytの値には不定性がある。実は、より小さい ytに
対しては、λHηは上記の下限値はより下がり得て、0となることも可能である。しかしな
がら、本章では 5.2節で述べたように、インフラトン軌道として S軸上に谷が生成される
シナリオを考えているため、これによって λHηには 0.1 ≲ λHηという制限がつく。真空安
定性について詳細に議論を行うと複雑になるので、簡単のために本章では ytの値はパラ
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メータセット (5.3)の値で固定し、その値での絶対安定性 λH > 0を課す。これによって、
λHη ∈ (0.38, 0.55)という制限を得る。
スカラーポテンシャル中の−(λHS/2)(H

†H)S2という項は表 2と (5.10)で表されるベン
チマークポイントでは EWSBを説明するために EWスケールで負の符合を持つが、λHS
の値は安定性の条件

2
√
λHλS − λHS > 0

を満たすに十分小さく、また、5.2節で議論したように、エネルギースケールの増加に伴っ
て λHS は負となるので、プランクスケール以下の全てのエネルギースケールで、この安
定性の条件が破られることはない。他のスカラー結合定数の安定性条件

λH > 0, λS > 0, λη > 0,

2
√
λHλη + λHη > 0, 2

√
λSλη + λSη > 0

も全て、表 2と (5.10)で表されるベンチマークポイント付近では常に満たされている。

5.4 ユニタリティ問題
アインシュタイン重力理論とSMのカットオフスケールはプランクスケールmPである。

しかし、ヒッグスインフレーションや本章で考えるようなインフラトンが重力と非最小結
合している模型では、カットオフスケールがプランクスケールmPより大幅に下がってし
まう可能性がある。このような場合、カットオフスケール以上の運動量を持つ散乱過程に
対して、摂動的ユニタリティが破れる。プレヒーティング中に生成される励起は非常に大
きな運動量を持つ可能性があり、これら励起の典型的な運動量がカットオフスケールを越
えないかを確認する必要がある。
以下で、複数のスカラー場 ϕjが存在し、そのうちの一つ ϕIのみがインフラトンとして

振る舞い、かつ、インフラトン場 ϕI がリッチスカラーと非最小結合しているような模型
に対するカットオフスケールの表式を一般的な形で与える。ここで、添字 jは j番目のス
カラー場に関する量、Iをインフラトン場に関する量とする。また、アインシュタインフ
レームで考える。アインシュタインフレームでは、ϕI はカノニカルに規格化されておら
ず、規格化された場を χI とする。カットオフスケールΛE(χI)は

ΛE(χI) ≃


MP/ξI χI ≪MP/ξI (ϕI ≪MP/ξI)

χI MP/ξI ≪ χI ≪MP (MP/ξI ≪ ϕI ≪MP/
√
ξI)

MP MP ≪ χI (MP/
√
ξI ≪ ϕI)

と表される [33]。ここで、 MPは

MP =
mP√
8π

≃ 2.44× 1018GeV

で定義される。散乱現象のスケールにおいて、インフレーション中は宇宙の状態が真空
状態ではなく、背景場としてインフラトン場が存在している状態となっているため、カッ
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トオフスケールもインフラトン場 χI の値に (そしてしたがって、ϕiにも)依存している。
χI ≃ ϕI ≪ MP/ξI でのカットオフ ΛE ≃ MP/ξI は [32]でも言及されている真空上での散
乱の場合のカットオフと一致する。
まずは、インフレーション中のユニタリティについて触れよう。インフレーション中に

生成される励起の典型的な運動量はハッブルパラメータの値で見積もることができ、

Ĥ ≃
√
λIMP

4ξI

程度となる。また、エネルギー密度は

ρS ≃ V̂I ≃
λIM

4
P

4ξ2I

というように見積もることができる。典型的運動量はカットオフスケールΛE ≃MPより
大幅に低く、また、エネルギー密度もカットオフスケールの 4乗Λ4

E ≃M4
Pより大幅に低

いため、インフレーション中にはユニタリティの破れは起こらないと言って良い。
インフレーション後には再加熱が起こるが、その初期段階において非摂動的効果によっ

て爆発的な粒子生成が起こる可能性が指摘されており、この時期を特にプレヒーティング
という。次はプレヒーティング中のユニタリティについて議論する。プレヒーティング
中に生成される j番目の場の励起のアインシュタインフレームでの典型的な運動量は

kj,typ ∼

{
q
1/3
j mI,eff (j ̸= I)√
λIχI (j = I)

と表される [50, 51]。ここで、レゾナンスパラメータ qjは

qj ∼
M2

P

m2
I,eff

λIj
ξI

で定義され、アインシュタインフレームでの正準規格化されたインフラトン場 χI の有効
質量mI,eff は

m2
I,eff =

λIM
2
P

3ξ2I

で定義される。
ユニタリティの破れが起こらないためには、この典型的な運動量 kj,typ がカットオフ

ΛE(χI)を超えてはいけない。したがって、

kj,typ ≲ Λ(χI)

の制限を得る。インフラトン場の 4点結合定数 λI がインフレーションのスケールにおい
てほとんど定数であれば、上の典型的運動量 kj,typに対する制限は結合定数 λI、λIjに対
する制限

λIλIj ≲ 3.7× 10−5 at χI ∼MP/ξI (µ = ϕI ∼MP/ξI) ,

λI ≲ 1 at MP/ξI ≲ χI ≲MP

(
MP/ξI ≲ µ = ϕI ≲MP/

√
ξI
) (5.8)
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λHS λS λHη λSη y

BP1 = 7× 10−4 = 5× 10−3 = 0.55 ≃ 6.01× 10−3 ≃ 7.63× 10−5

BP2 = 5× 10−4 = 5× 10−3 = 0.38 ≃ 6.77× 10−3 ≃ 7.63× 10−5

BP3 = 3× 10−4 = 4× 10−3 = 0.38 ≃ 5.57× 10−3 ≃ 6.11× 10−5

BP4 = 5× 10−4 = 4× 10−3 = 0.38 ≃ 5.27× 10−3 ≃ 6.11× 10−5

表 2: ベンチマークポイント。

λSλHS λSλSη λS

BP1 ≃ 2.0× 10−6 ≃ 3.7× 10−5 ≃ 5.1× 10−3

BP2 ≃ 8.3× 10−7 ≃ 3.7× 10−5 ≃ 5.1× 10−3

BP3 ≃ 1.1× 10−6 ≃ 2.5× 10−5 ≃ 4.1× 10−3

BP4 ≃ 2.2× 10−9 ≃ 2.3× 10−5 ≃ 4.1× 10−3

表 3: ベンチマークポイントでのエネルギースケール µ ≃ 1015GeVでの結合定数やその積
の値

を与える。ここで、走る結合定数のエネルギースケール µとしてはアインシュタインフ
レームでの正準規格化されたインフラトン場 χI ではなく、ジョルダンフレームでのイン
フラトン場 ϕI を用いた。くりこみ群方程式を求める際には重力との非最小結合はくりこ
み不可能になることから無視しており、この時にはアインシュタインフレームへの変換自
体が行えないため、ジョルダンフレームで計算していると解釈しているわけである5。
この制限 (5.8)を、本章で扱う模型での Sがインフラトンとして振る舞う S-インフレー

ションの場合に焼き直すと
λSλHS ≲ 3.7× 10−5 at µ ∼MP/ξS
λSλSη ≲ 3.7× 10−5 at µ ∼MP/ξS
λS ≃ const. ≲ 1 at MP/ξI ≲ µ ≲MP/

√
ξI

(5.9)

を得る。ただし、インフラトン場の自己結合定数がインフレーションスケールでほぼ一定
であるという条件も入れ込んだ。
この制限 (5.9)を満たすベンチマークポイントは表 2の通りである。ただし、全てのベ

ンチマークポイントに対して、

λH ≃ 0.129, λη = 10−2 (5.10)

とした。これらのベンチマークポイントにおいて、ユニタリティからの制限 (5.9)は満た
されていることが表 3からわかる。λSλHSの値はユニタリティの制限 (5.9)の上限に近く
なっているが、超えてはいない。許されるパラメータスペースは表 2と (5.10)で表される

5フレームによる場の値の差はプレヒーティングのユニタリティを議論する際には、ほとんど影響はな
い。フレームの差の影響が出るのはインフレーション中のユニタリティや摂動論の信頼性を考える場合で
ある。もしアインシュタインフレームでの場の値 χI をエネルギースケールとして用いるなら、全ての結合
定数がプランクスケールmP を超えるスケールでもランダウポールが無いということを示す必要がある。
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ベンチマークポイントに非常に近く、また非常に狭い。もし λSがベンチマークポイント
での値より大幅に大きいと摂動的ユニタリティが破れる。一方で、λSがベンチマークポ
イントでの値より大幅に小さいと Sの粒子がヒッグス粒子と大きく混合してしまったり、
hiddenパイオンの残存量がダークマターの残存量の観測値ΩDMĥ ≃ 0.12より大きくなっ
てしまう。
また、もう一つ重要な点として、λHλHη、ληλHη、ληλSηに対してはユニタリティから

の制限 (5.8)を満たせないため、ヒッグス場と ηはインフラトンとしては振る舞えないと
いうことがわかる。本章の模型において、SMパラメータのセットとして (5.3)を用いて、
さらに h軸とS軸上の谷ができるようなシナリオでは、S-インフレーションが唯一可能な
インフレーションである。ここでは議論しないが、インフレーションスケールでλHSが負
に変わることを要求せずに、ηがインフラトンとして振る舞える可能性はある。また、別
の可能性として、[52,53]で議論されているような self-healing機構によってユニタリティ
からの制限を緩和できれば、hがインフラトンとして振る舞ったり、パラメータスペース
が広がるかもしれない。

5.5 再加熱
インフレーション以前に宇宙に存在していた粒子はインフレーションによって希釈され

る。従って、インフレーション後には宇宙の量子状態は粒子が飛び回る熱平衡状態という
よりもむしろ粒子が存在しない真空状態に近くなる。しかし、現在の宇宙を説明するため
にはインフレーション後には高温・高密度の時代が必要である。非最小結合の有無を問わ
ず、カオティックインフレーションではインフラトン場はインフレーション後も大きな場
の値を持ち、従って大きなエネルギー密度を持つ。このインフラトン場のエネルギーが放
射に転化されることで、インフレーションにより真空状態に近くなった宇宙を熱平衡状態
に戻すことができる。これを再加熱という。この節では再加熱後の温度 (再加熱温度)TR
を求める。
5.6節で見るように、本章の模型ではEWSBはHQCDセクターでのDχSBによって引

き起こされる。この DχSBの起こるスケール (HQCDスケール)を ΛHQCDと書こう。こ
のHQCDスケールは以下の二式

246GeV = vh = f × vQCD
h ,

ΛHQCD = f × ΛQCD

によって決定される。ここで、f は現実のQCDでの量から HQCDでの量へのスケール
アップ因子である。第一式は電弱スケールの物理から来るもので、第二式は現実のQCD

の物理から来るものである。QCDスケール ΛQCD ∼ O(1)GeVは現実の中間子の物理を
記述できるように決定される。vQCD

h は全てを現実のQCDでのパラメータで計算した場
合のヒッグス場の真空期待値である。つまり、計算の流れとしては、まず現実の中間子の
物理を最も精度よく記述できるように、パラメータを調整し、その後、そのパラメータの
下でのDχSBを解析し、ヒッグス場の真空期待値 vQCD

h を求める、そして最後にどれだけ
スケールアップするとヒッグス場の真空期待値が 246GeVになるかを求め、全てのQCD
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パラメータを一斉にスケールアップするのである。表 2でのベンチマークポイントにおい
ては、

f ∼ O(105)

となり、従ってHQCDセクターでのDχSBは
ΛHQCD ∼ O(105)GeV

で起こる。5.2節で言及したように電弱スケールで λHS ∈ (10−4, 7× 10−4)であれば、λHS
の符号はO(105∼15)GeV程度で変わる。ベンチマークポイントではO(109∼15)GeV程度に
なる。従って、DχSBが起こる時には既に−λHSは負となり、さらに、電弱スケールでの
値と近い値を取れるので、以下ではインフラトン場 Sは電弱スケールでの値と同様の真
空期待値 vSと質量mSを持つとして再加熱の議論を行う。
一旦 Sが質量を持てば、Sの崩壊が可能になり、その崩壊幅は
ΓS =ΓS→hh + ΓS→ηη + ΓS→ϕϕ

=
(λHSvS)

2

32πm2
S

√
m2
S − (2mh)2 +

(λSηvS)
2

32πm2
S

√
m2
S − (2mη)2 +

(Zϕκs)
2

32πm2
S

√
m2
S − (2mϕ)2

≃ΓS→hh =
(λHSvS)

2

32πm2
S

√
m2
S − (2mh)2 ∼ O(10−4)GeV (5.11)

とである。ここで、5.6節で言及するように、hiddenパイオン ϕと ηに対してレゾナンス
条件mϕ ≃ mη ≃ mS/2を課すので、部分幅 ΓS→ϕϕと ΓS→ηηは

√
m2
S − (2mi)2 (i = ϕ, η)

の因子で抑制される。さらに、hiddenパイオンの波動関数くりこみ定数Zϕと hiddenパイ
オンと Sの 3点結合定数 κsの積 Zϕκsは λHSvS と比べて小さくなる。このような事情か
ら、(5.11)では最後の表式で ΓS→ϕϕと ΓS→ηηの寄与は無視し、全崩壊幅 ΓSを単に ΓS→hh

のみで評価した。
DχSBが起こるまでは Sのコヒーレント振動が宇宙の中で支配的であり、従って、宇

宙の全エネルギー密度はこの Sのコヒーレント振動のエネルギー密度とほぼ等しくなる。
すなわち、

ρtotal ≃ ρS ≃ λSS
4 (5.12)

となる。この (5.12)を用いることで、DχSBが起こる時のハッブルパラメータは

H =

√
ρtotal
3M2

P

≃
√

ρS
3M2

P

≃
√
λS
3

S2

MP

≃ 10−10GeV (5.13)

と求まる。Sの崩壊幅 (5.11)とハッブルパラメータ (5.13)を比較すると
ΓS ≫ H (5.14)

を得るが、これはDχSB後には Sのコヒーレント振動から放射への崩壊が瞬時に起こる
ことを意味する。このような状況下では、Sの振動のエネルギー ρSはほぼ全て放射へと
転化されると考えて良い。従って、再加熱直後の放射のエネルギー密度 ρrは

ρr =
π2

30
g∗T

4 ≃ ρS ≃ λSS
4 (5.15)
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と求まる。(5.15)に g∗ ∼ O(102)、λS ∼ O(10−3)を代入することで、再加熱温度

TR ∼ 10−1 × S ∼ 104GeV (5.16)

を得る。5.6節で見るように、ダークマターとして振る舞う hiddenパイオンの質量mϕは
(5.16)以下である。従って、hiddenパイオンは熱平衡に達しており、通常の freeze-outの
シナリオで残存量が求まる。同様に、ηも熱平衡に達するため、残存量の計算は freeze-out

のシナリオで行えて、ダークマターの割合としては十分少なくなり得ることをチェックす
ることができる。

5.6 TeVスケールの物理
ここまでは、インフレーションに関する物理、すなわちプランクスケール付近の高エネ

ルギーの物理と再加熱を主に扱ってきたが、この節ではTeVスケールの物理を議論する。
具体的には、

• ヒッグス場の真空期待値

• ヒッグス粒子の質量

• ヒッグス場と他のスカラー場との混合

• ダークマター残存量

• スピン非依存弾性散乱断面積

からの制限について議論する。本章の模型では、ヒッグス場が真空期待値を持ち、場が
質量を持ち、ヒッグス場が他のスカラー場と混合し、hiddenパイオンが存在できるのは、
HQCDセクターでのDχSBが起こった後でのみである。従って、このDχSBを定量的に
扱う必要がある。5.1節で述べたように、HQCDセクターでのDχSBや hiddenパイオンの
物理は 2.3で解説したNJLの方法で扱う。つまり、hiddenグルーオン場や hiddenカラー
自由度を陽に扱うのではなく、低エネルギーの有効理論としてのNJL模型 (2.19)から議
論を出発する。ただし、クォーク場 qは現実のQCDにおける場ではなく、HQCDの場と
して解釈し、それに伴って複合場Φや中間子場φ、ϕ、σなどもHQCDセクターにおける
ものとする。また、質量行列mは湯川相互作用行列 ySに置き換わる。ここで、本章で
はHQCDセクターのフレーバー対称性として SU(3)V対称な場合のみを考えるため、よ
り正確には

m → yS = diag(yS, yS, yS) = yS13 (5.17)

というように置き換えるわけである。また、先行研究 [5]の記法と統一するために、4体
フェルミオン相互作用の結合定数を

G→ 2G
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と置き換え、中間子場 φの定義も定数倍変えている。
まず、NJLラグランジアン (2.19)(でG→ 2Gとしたもの)において平均場近似を行い、

hiddenクォーク場を積分して hidden中間子に対する作用 (2.27)を得る。hidden中間子の
質量や相互作用頂点などを計算するには、まず真空期待値を求める必要がある。現実の
QCDの場合の有効ポテンシャルは (2.37)で求まるが、HQCDセクターの場合は (5.17)の
置き換えが成されるので、中間子場σの値のみならず、Sの値にも依存する。また、SU(3)V
対称性のために、σは単位行列に比例する。この時、中間子場は

⟨Φ⟩T → − 1

4G
φ = − 1

4G
(σ + iϕ) = − 1

4G
(σa + iϕa)λ

a

というように定義すればよくなり、従って、

Smeson = −3i log Det[(i/∂x13 − Π)δ(x− y)] +

∫
d4xC,

Π[σ, ϕ, S] = yS13 +
(
σ13 + iγ5ϕ

)
− GD

8G2

{
σ213 + iγ5σϕ+ (ϕa)

213 − ϕ2
}
,

C[σ, ϕ] = − 1

4G

{
3

2
(σ)2 + (ϕa)

2

}
+

1

6

GD

8G3
tr
{
σ313 − 3σϕ2

}
+

3

2

GD

8G3
σ(ϕa)

2

= − 1

4G

{
3

2
(σ)2 + (ϕa)

2

}
+

1

2

GD

8G3

{
σ3 + σ(ϕa)

2
}
,

というようにまとまる。また、これらから有効ポテンシャルが

Vmeson(σ̄, S̄) = −3× 3I0(Π̄(σ̄, S̄),ΛHQCD)− C̄(σ̄),

I0(m,Λ) =

∫ Λ d4k

i(2π)4
log[detγ(/k −m1γ)]

=
1

16π2

(
Λ4log

[
1 +

m2

Λ2

]
−m4log

[
1 +

Λ2

m2

]
+m2Λ2

)
+ I0(0),

I0(0,Λ) =
1

16π2
Λ4log[Λ2]− 1

32π2
Λ4,

Π̄(σ̄, S̄) = Π11[σ = σ̄, ϕ = 0, S = S̄] = yS̄ + σ̄ − GD

8G2
σ̄2,

C̄(σ̄) = C[σ = σ̄, ϕ = 0] = − 3

8G
σ̄2 +

GD

16G3
σ̄3

と求まる。ただし、σ̄などのバー付きの量は位置依存性のない定数の古典場とし、hidden

パイオン ϕの第 0成分 ϕ0は他の hiddenパイオン場より重くなるため、省いた。さて、こ
の hidden中間子場のポテンシャルを用いると、本章で扱う模型の全有効ポテンシャルは、
素なスカラー場に関してツリーレベルでは (5.1)を加えればよく、

Veff(σ̄, S̄, H̄, η̄) = V (H̄, S̄, η̄) + Vmeson(σ̄, S̄) (5.18)

とかける。さて、(5.18)の最低点を求めれば真空期待値が求まるが、ヒッグス場の真空期
待値が

vh = |⟨H⟩| = 246GeV
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となる必要がある。これが TeVスケールの物理からの 1つ目の制限である。素な場とし
て導入されている場同士の結合定数はユニタリティや真空安定性からの制限などはある
ものの、原理的には自由な値を取れる。しかし、SU(3)Hゲージ理論の低エネルギー有効
模型としてのNJL模型で導入される結合定数G、GDとHQCDスケールΛHQCDは高エネ
ルギーでの物理により決定される量であり、原理的にそれぞれ独立に自由な値は取れな
い。ここではHQCDのフレーバー数が 3で、現実のクォーク場のうちでカイラル対称性
が成り立つフレーバー数の 3(アップ、ダウン、ストレンジの 3種類)と同一であり、カレ
ントクォーク 質量の細かな違いを除けば、低エネルギーを見る限りはDχSBの起こるス
ケールの違いしかないため、上記の 3つのパラメータ (G,GD,Λ

HQCD)はQCDでのパラ
メータ (GQCD, GQCD

D ,ΛQCD)をそのままスケールアップさせたものと同一と考える。そこ
で、まず、現実のQCDでの値 (GQCD, GQCD

D ,ΛQCD)を用いて計算して、その時の真空期
待値 (vσ, vS, vh)を求めてから、

f =
vh

vQCD
h

(5.19)

で求まるスケールアップ因子で全ての真空期待値を一斉にスケールアップすることで求
めることにする。ここで、現実のQCDでのパラメータセットとして、元の模型 [5]で用
いた値と同一の値

(2GQCD)−1/2 = 326MeV, (−GQCD)−1/5 = 437MeV, ΛQCD = 924MeV

を用いる。表 2と (5.10)で表されるベンチマークポイントでは、スケールアップ因子 fの
大きさは f ∼ O(105)となる。ここから、HQCDスケールΛHQCDは

ΛHQCD ∼ O(105)GeV

と求まる。なお、ηの真空期待値 vηはZ2対称性によりHQCDセクターとの結合がなく、
また、λHη、λHη、λSηが全てベンチマークポイントで正であることから、0となる。
真空期待値について言及したので、次は粒子の質量 (と波動関数繰り込み定数)を求め

る。物理的質量はプロパゲータのポールで定義される。つまり、逆プロパゲータを 0にす
る運動量の二乗 p2で定義される。逆プロパゲータは 2点頂点関数であるが、2.3でも述べ
たように、任意の n点関数は有効作用を場で汎関数微分することで求まる。本章の模型で
はスカラー場は混合しているため対角化が必要であり、質量は

Γij(p
2 = m2

k)ξ
k
j = 0

で定義される。ただし、固有ベクトル ξkj は h

S

σ

 =

 ξ11 ξ21 ξ31
ξ12 ξ22 ξ32
ξ13 ξ23 ξ33


 h̃

S̃

σ̃


で定義される。ηの真空期待値 vηは 0となるので、ηは他の場と混合せず、ηの質量は最
低次の近似で

m2
η =

1

2
λHηv

2
h +

1

2
λSηv

2
S
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mS̃ mη̃ mσ̃

BP1 ≃ 580GeV ≃ 290GeV ≃ 15.1TeV

BP2 ≃ 686GeV ≃ 343GeV ≃ 17.9TeV

BP3 ≃ 792GeV ≃ 396GeV ≃ 23.1TeV

BP4 ≃ 614GeV ≃ 307GeV ≃ 17.9TeV

表 4: ベンチマークポイントでのスカラー場の質量

と求まる。スカラー場の逆プロパゲータは

Γhh(p
2) = p2 − 3λHv

2
h +

1

2
λHSv

2
S,

ΓhS(p
2) = ΓSh(p

2) = λHSvhvS,

Γhσ(p
2) = Γσh(p

2) = 0,

ΓSS(p
2) = p2 − 3λSv

2
S +

1

2
λHSv

2
h − 3× 3y2I4(p

2, Π̄, Π̄),

ΓSσ(p
2) = ΓσS(p

2) = −3× 3y

(
1− GD

4G2
vσ

)
I4(p

2, Π̄, Π̄),

Γσσ(p
2) = − 3

4G
+

3GD

8G3
vσ − 3× 3

(
1− GD

4G2
vσ

)2

I4(p
2, Π̄, Π̄) + 3× 3

Gd

G2
I2(Π̄)

となるが、I2と I4は

I2(M) =

∫
d4k

i(4π)4
M

(k2 −M2)
= − 1

16π2
M

[
Λ2 −M2 log

(
1 +

λ2

M2

)]
,

I4(p
2,M1,M2) =

∫
d4k

i(2π)4
tr[(/k +M1)(/k − /p+M2)]

(k2 −M2
1 )((k − p)2 −M2

2 )

で定義される。これらの逆プロパゲータを用いると、ベンチマークポイントでのヒッグス
粒子以外のスカラー粒子の質量は表 4のようになる。ヒッグス粒子の質量は全てのベンチ
マークポイントで

mh ≃ 125GeV

とならなければならない。これがTeVスケールの物理からの 2つ目の制限である。3つ目
の制限はヒッグス場と Sとの混合が観測の制限と矛盾しないこと、つまり

ξ11 ≃ 1

となることである。hiddenパイオン ϕの質量も同様に求められる。逆プロパゲータは

Γϕϕ = − 1

2G
+
GD

8G3
vσ + 2× 3

(
1− GD

8G2
vσ

)2

I1(p
2, Π̄, Π̄) + 3

GD

G2
I2(Π̄) (5.20)
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となる。ここで、I1は

I1(p
2,M1,M2) =

∫
d4k

i(2π)4
tr[(/k +M1)γ

5(/k − /p+M2)γ
5]

(k2 −M2
1 )((k − p)2 −M2

2 )
.

で定義される。後に詳しく述べるように、ダークマターの残存量と直接観測結果に矛盾し
ないためには、ϕと ηにレゾナンス条件

mϕ ≃ mη̃ ≃ mS̃/2 (5.21)

を課す必要がある。
質量以外に逆プロパゲータから得られる量として、波動関数くりこみ定数がある。ツ

リーレベルでは波動関数くりこみ定数は常に 1になるが、NJL模型において中間子の物理
を扱う場合には、中間子場の運動項が必ずクォーク場のループから出てくることになるた
め、1からずれる。物理的な散乱断面積などを求めるためには波動関数くりこみ定数を求
める必要があるが、

Z−1
ϕ =

dΓϕϕ(p
2)

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

ϕ

により求まる。
次に、hiddenパイオン ϕの相互作用を議論する。具体的には、頂点関数を議論する。

HQCDセクターはスカラー場 Sを通してのみ標準模型セクターと相互作用できる。表 2

と (5.10)で表されるベンチマークポイント付近では hiddenクォーク場の湯川結合定数は
y ∼ O(10−4)というように小さくなるため、hiddenパイオンの残存量と直接観測における
散乱断面積の計算には ϕ-ϕ-S相互作用頂点のみを考えれば良い。この頂点関数は

ΓϕϕS(p, p
′, Π̄) = −2× 3y

(
GD

8G2
vσ

)2

I5a(p, p
′, Π̄, Π̄)− 2× 3y

GD

8G2
I5b(p, p

′, Π̄)

と求まる。ただし、I5a、I5bはそれぞれ

I5a(p, p
′,M1,M2) = −

∫
d4l

i(2π)4
tr(/l + p+M2)γ5(/l +M1)γ5(/l − /p′ +M2)

((l + p)2 −M2
2 )(l

2 −M2
1 )((l − p′)2 −M2

2 )
+ (p↔ p′),

I5b(p, p
′,M) = −

∫
d4l

i(2π)4
tr(/l + /p+ /p′ +M)(/l +M)

((l + p+ p′)2 −M2)(l2 −M2)

と定義される。残存量の計算には p = p′ = (mϕ,0)を課した場合の値、直接観測における
散乱断面積の計算には p = −p′と p2 = m2

ϕを課した場合の値が必要になるので、それぞれ
κs、κtとすると、

κi = 2× 3y

(
1− GDvσ

8G2

)2

γia + 3y
GD

4G2
γib (i = s, t)

と書ける。ただし、
γsa = I5a(p, p

′, Π̄, Π̄)|p=p′=(mϕ,0),

γsb = I5b(p, p
′, Π̄)|p=p′=(mϕ,0),

γta = I5a(p, p
′, Π̄, Π̄)|p′=−p,p2=m2

ϕ
,

γtb = I5b(p, p
′, Π̄)|p′=−p,p2=m2

ϕ
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である。
相互作用頂点の表式が得られたので、次に hiddenパイオン ϕと ηの残存量と直接観測

の散乱断面積の評価を行う。
hiddenパイオンϕの対消滅過程への主な寄与はϕ-ϕ-S結合を一つ含む s-チャンネルの過

程である。ϕϕ→ SSの過程が運動学的に許されていたとしても、その過程のツリーレベル
の寄与は ϕ-ϕ-S-S結合を含み、湯川結合定数 yが小さいので、無視できる。また、hidden

パイオンの平均的な速度は質量mϕと比べて非常に小さく、s波の寄与のみを考慮すれば
十分である。そしてこの s波の寄与はレゾナンス条件 (5.21)によって増幅する。ここで、
ηの導入により hiddenパイオン ϕは ηへの新たな対消滅過程を得られる場合があるが、こ
の過程の寄与を考慮してもレゾナンス条件 (5.21)を外すことはできない。
ηも離散対称性Z2によって安定であるので、η粒子の残存量Ωηĥ

2が観測値Ωobs
DMĥ

2 ≃ 0.12

を超えてはいけない。数値計算を行うと、Ωηĥ
2 ≤ Ωobs

DMĥ
2 ≃ 0.12を満たすパラメータス

ペースは容易に見つかる。
hiddenパイオン ϕと η両方に対して、対消滅の熱平均 ⟨vσi⟩ (i = η, ϕ)への s波の寄与は

⟨vσi⟩ =
Z2
i

32πm3
i

[
(m2

i −m2
W )1/2ai,W + (m2

i −m2
Z)

1/2ai,Z

+(m2
i −m2

t )
3/2ai,t + (m2

i −m2
h)

1/2ai,h
]
+O(v2)

で与えられる。ただし、

Zη = 1,

aϕ,W = 4

(
κs
vh

)2

|∆hs|2m4
W

(
3 + 4

m4
ϕ

m4
W

− 4
m2
ϕ

m2
W

)
,

aϕ,Z = 2

(
κs
vh

)2

|∆hs|2m4
Z

(
3 + 4

m4
ϕ

m4
Z

− 4
m2
ϕ

m2
Z

)
,

aϕ,t = 24

(
κs
vh

)2

|∆hs|2m2
t ,

aϕ,h =
1

2

(
κs
vh

)2(
2mW

g

)4 ∣∣∣∣6λH∆hs − λHS
vs
vh

∆ss

∣∣∣∣2 ,
aη,W = 4

∣∣∣∣λHη∆hh + λSη
vS
vh

∆hs

∣∣∣∣2m4
W

(
3 + 4

m4
ϕ

m4
W

− 4
m2
ϕ

m2
W

)
,

aη,Z = 2

∣∣∣∣λHη∆hh + λSη
vS
vh

∆hs

∣∣∣∣2m4
Z

(
3 + 4

m4
ϕ

m4
Z

− 4
m2
ϕ

m2
Z

)
,

aη,t = 24

∣∣∣∣λHη∆hh + λSη
vS
vh

∆hs

∣∣∣∣2m2
t ,

aη,h =
1

2

∣∣∣∣∣λhη +
(
2mW

g

)2( 2λ2Hη
m2
h − 2m2

η

+ 6λHηλH∆hh

+(6λSηλH − λHηλHS)
vs
vh

∆hs − λSηλHS

(
vs
vh

)2

∆ss

)∣∣∣∣∣
2
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で、

∆hs =
ξ22ξ

2
1

4m2
ϕ −m2

S + iγSmS

+
ξ12ξ

1
1

4m2
ϕ −m2

h

,

∆ss =
ξ22ξ

2
2

4m2
ϕ −m2

S + iγSmS

+
ξ12ξ

1
2

4m2
ϕ −m2

h

,

∆hh =
ξ21ξ

2
1

4m2
ϕ −m2

S + iγSmS

+
ξ11ξ

1
1

4m2
ϕ −m2

h

.

と定義される。ここで、γSは Sの実効的な崩壊幅で

γS =
(λHS⟨S⟩)2

16πm2
S

√
m2
S

4
−m2

h

で定義される。(5.11)の辺りで言及したように、レゾナンス条件 (5.21)によって全崩壊幅
ΓSは典型的にはヒッグス粒子への部分幅 ΓS→hhで評価して良い。残存量は公式

Ωiĥ
2 = ni

Yi,∞s0mi

ρ/ĥ2

で近似的に求まる。ただし、

ni =

{
1 (i = η)

8 (i = ϕ)
,

Y −1
i,∞ =

0.264g
1/2
∗ Mpmi⟨vσi⟩
xfi

,

xfi = log
0.0764Mp⟨vσi⟩(5/4)mi

(g∗xfi)
1/2

.

である。g∗は freeze-out時の実効的に相対論的に振る舞っている粒子の自由度の数である。
実際には 80程度になるが、残存量の計算結果にはほとんど影響しないせず、g∗ = 116.75

と固定した。
hiddenパイオンと ηは両方がダークマター候補となるので、TeVスケールの物理から

の 4つ目の制限は

Ωϕĥ
2 + Ωηĥ

2 ≲ 0.12. (5.22)

となる。ここで、(近似)等号までは要求せず、不等号とした理由は、hiddenバリオンも
ダークマターの一成分として寄与する可能性があるからである。
この制限を満たすパラメータスペースはすぐに見つかるが、その広い範囲で、直接探索

における散乱断面積 σηSIが観測値 σobs
SI ∼ O(10−47)cm2 [54]を超えてしまう。直接観測の

結果と矛盾しないためには、ηがダークマターのメインの成分ではなく、僅かな成分だと
する他にない。これを実現するためには、ηに対してもやはりレゾナンス条件 (5.21)が必
要となる。
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直接探索における ϕ、η、それぞれと核子とのスピン非依存の弾性散乱断面積は

σηSI =
λ2Hη
4π

m4
N f̂

2

m2
ηm

2
h

,

σϕSI =
Z2
ϕ

π

[
κtf̂mN

2vhmϕ

(
ξ22ξ

2
1

m2
S

+
ξ12ξ

1
1

m2
h

)]2(
mNmϕ

mN +mϕ

)2

で与えられる。ダークマターの全散乱断面積は [55]に従うと、近似的に

σSI ≃
Ωη

ΩDM

σηSI +
Ωϕ

ΩDM

σϕSI (5.23)

とかける。さらに、表 2と (5.10)のベンチマークポイント付近においては、それぞれ

σϕSI ∼ O(10−57)cm2,

σηSI ∼ O(10−45)cm2

程度になり、ϕの散乱断面積 σϕSIが非常に小さいので

σSI ≃
Ωη

ΩDM

σηSI.

となる。上で述べたように、σηSIは観測の制限を大きく超えているため、観測と矛盾しな
いためには、Ωηを減らす、つまり、ϕに比べて非常に僅かな成分である、というシチュ
エーションにせざるを得ない。これを達成するために、ηに対するレゾナンス条件 (5.21)

が必要になるわけである。
ベンチマークポイントでは、レゾナンス条件 (5.21)を満たしており、σSI ∼ O(10−48∼−47)cm2

となるが、この値は観測の制限 σobs
SI ∼ O(10−47) cm2を超えず、近い値となっている。本

章の模型では、残存量は hiddenパイオン ϕが支配的で、直接観測の散乱断面積は ηが支
配的になっているわけである。ただし、近似式 (5.23)は複数のダークマターの残存量の差
が今回のように大きい場合には正しくないかもしれない。しかしながら、具体的な数値に
ズレはあるかもしれないが、散乱断面積の大きな成分があっても、その粒子の残存量が十
分に小さければ、全散乱断面積 σSIは小さくなるというのは定性的には正しいと言える。
本章の解析ではレゾナンス条件 (5.21)を課したが、模型の更なる拡張を行えば、この

条件は緩和されうる。例えば、[40]で提案されているように、hiddenクォークに U(1)Y
のチャージを持たせることで、新たな対消滅過程ができ、mϕ ≃ mS/2の条件を課す必要
は無くなる。一方、Z2対称性を無くすか自発的に破るようにしてやれば、ηhhや ηhSと
いった相互作用項が現れるので、ηは崩壊ができるようになり、従ってmη ≃ mS/2を課
す必要はなくなる。ただしこの場合、ηとヒッグス粒子の間の混合が大きな結合定数 λHη
によって大きくなり、加速器実験の観測と合わなくなり、また、ηはダークマターとして
は振る舞えなくなる。
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6 まとめ
本論文では、hiddenQCDセクターでのDχSBによって電弱スケールの起源を説明し、

同時にそのDχSBに伴う pNGボゾンである hiddenパイオン ϕがダークマターとなる古
典的スケール不変な素粒子模型を、宇宙のインフレーションも同時に説明できるように拡
張を行った。プランクスケール以下での (近似的)対称性として古典的スケール不変性を
要請する限り、プランクスケール以下の新たなスケールを導入すること無しで、プランク
ケール以下の現象を全て説明できなければならず、その現象の一つとしてインフレーショ
ンを説明可能にした訳である。
まず、事前準備として、2章で SMの基本的な構造やEWSB、DχSBやそれを記述する

ためのNJL模型などについて説明し、3章で標準宇宙論の基礎と問題点、インフレーショ
ンの必要性などについて確認し、4章で単一インフラトン場でのカオティックインフレー
ションについて解説した。
本論文での新しい提案は 5章であり、古典的スケール不変模型をインフレーションを説

明可能なように拡張を行なった。具体的には、まず
• インフレーションが起こりうるスカラーポテンシャルの形状とインフラトン軌道

について議論し、それを基に、
• 先行研究の模型では、インフレーションを説明することが難しいこと

を議論した。そしてZ2-奇の実スカラー場 ηを導入することで、
• インフラトン軌道としての S-軸上の谷の生成
• ポテンシャルの安定化

を行った。また、インフレーション後の再加熱期について
• S-インフレーションではプレヒーティングによるユニタリティの破れが無いこと
• 再加熱温度がO(105)GeV程度で、ϕとηの質量より大きく、ダークマターが freeze-out

の考え方で定量的に計算できること
を確かめた。また、ダークマターの物理に関して、

• 残存量を観測値以下にするにはhiddenパイオンに対してレゾナンス条件mϕ ≃ mS/2

が必要なこと
• 直接探索の結果と矛盾しないためには、ηがダークマターの内の僅かな成分となる
必要があり、そのために ηに対してレゾナンス条件mη ≃ mS/2が必要なこと

• 上記のレゾナンス条件を満たすパラメータスペースが存在し、その時、直接探索の
制限に近い散乱断面積 σSIとなりうること

を確認した。
以上の結果から、本論文で提案する模型は、先行研究の模型で達成されていた電弱ス

ケールの起源の説明とダークマターとその質量起源の説明を崩すことなく、同時に宇宙の
インフレーションと再加熱を説明することが可能な模型となっていることがわかる。
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