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Ⅰ　はじめに

会計学における��������	
�������（以下���と略称する）分析に関する研究

は，���の各項目および項目間に課せられる種々の制約を緩和する，という

方向で展開されてきた１）。その１つが�������	���
��������	［１９６４］を嚆矢とす

る，いわゆる不確実性下における���分析（あるいは確率的���分析）の研究

である。彼らは���の諸変数が，それぞれ独立に正規分布に従うと仮定する

ことにより損益分岐点の期待値と標準偏差を推定し，その上で目標利益を上

回る売上高の実現確率を求める方法を提示した。

この研究以後，コンピュータによるシミュレーション化や意思決定の最適化

問題への応用などという形で，不確実性下における���分析の研究は進展して

いった（����������		���
�������
［１９７２］，�����［１９７４］，����［１９７５］，���������

�������	
�［１９７５］，���������	�
��［１９７８］，��������	
���	
������［１９７９］，����

［１９８０］，�����������	
���
����［１９８１］，�������［１９８３］，�������	
�	［１９９６］，������

－２３１－

不確実性下におけるCVP分析の
連続時間モデルへの拡張 

佐　 藤　 清　 和

目　　次

Ⅰ　はじめに

Ⅱ　営業利益に関する偏微分方程式

Ⅲ　境界条件としての損益分岐点

Ⅳ　営業キャッシュフローの確率過程

Ⅴ　ビジネスリスクの確率指標

Ⅵ　問題と課題



金沢大学経済論集　第３０巻第２号　　２０１０.２

－２３２－

［２００１］）２）。

ただし，これらの先行研究で導入されたのは，一定時点における確率変数

としての���であり，分析期間を通じた経過時間にともなう確率過程という

概念は検討されていない。したがって，以上のような���モデルとは不確実

性下における静学的分析モデルと見なすことが可能である。

一方，������［１９６６］および�����［１９８６］は，将来キャッシュフローの流列

を対象とする割引モデルに基づく多期間型の���モデルを提示した。さらに

後藤［１９９９］は，���分析に分析期間（あるいは会計期間，予算期間）という意

味での離散時間を明示的に取り入れた利益分析図表を提示した。これらの研

究は���分析を多期間に拡張するために，新たな属性として離散時間を導入

したところに独自性が認められる。すなわち，これらの分析モデルは，���

の分析期間を多期間化したという点で比較静学的モデルということが可能で

ある。すなわち，���の各要素は確定的に推移するか，あるいは将来時点で

所与の値をとるものと仮定されているのである。

本稿では，不確実性下における静学的���分析，および多期間の比較静学

的���分析に対して，���の要素が特定の確率過程に従うという仮定を導入

することによって，���分析を連続時間モデルに拡張する。その上で確率解

析の基本定理を用いて，営業収益や営業利益を確率的に予測する手法を提示

する３）。

このような確率的アプローチとは，いわゆる不確実性下における投資決定問

題，あるいはリアルオプションによる投資評価問題（��������	�
��	��［１９９４］，

����������［１９９６］）の研究成果に依拠するところが大きい。しかしながら，本

稿は個別投資の評価問題ではなく，あくまで確率過程の導入による動的����

分析の構築を目的とするものであり，これを短期利益計画や財務諸表分析に

応用することを企図するものである。

本稿の構成は以下のとおりである。次節では���の関係式に確率過程を導

入することにより，営業利益に関する偏微分方程式を導出する。その上で，

第Ⅲ節では，この偏微分方程式の境界条件として損益分岐点を導入する。第

Ⅳ節では，前節の���モデルを拡張し，キャッシュ・フローを測度とする収

支分岐点モデルを展開する。さらに第Ⅴ節では，確率過程に従う���要素間
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の関係から，ビジネスリスクを示す確率的な財務指標を提示する。第Ⅵ節は，

本稿の問題と今後の課題である。�

Ⅱ　営業利益に関する偏微分方程式

売上高�，変動費�および固定費�，並びに営業利益�を用いれば，���の

関係式は次式で与えられる。�

�

任意の会計期間��（年次，月次あるいは日次）において，売上高１単位あた

りの貢献差益（�－��）を貢献差益率�とおく。ここで�を定数と仮定すれば，

�は次式のように表される。�

�

ただし，
�
である。さらに売上高の時系列が，幾何ブラウン運動

に従うと仮定すると，次式のような売上高に関する確率微分方程式が得られる。

�

ここでμおよびσは定数であり，それぞれ�の瞬間的な期待成長率および標準

偏差を表わしている。また時系列�（�）は標準ウィーナー過程に従う不確実要

素であり，���
�

である。

　以上より，�は�および���の関数：�����（����）であるから，その微分��は

「伊藤の補題」より次式に従うことになる。�

�

ただし，
�
，

�
および

�
である。

なお，�より �であり，また�は�����［１９８２］および�����［１９８７］で提示

された������������	
�（利速）という概念に対応している。

続いて� �を用いて�を書き換えれば，次式が得られる。��
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�

�は貢献差益� と営業利益�の差額が固定費�であることを示しており，

微少時間
� �

（０＜�＜�∞）における�の変化量は次式のとおりになる。�

�

Δ��→

０として，�のΔ�およびΔ�に，それぞれ�の��および�の���を代入すれ

ば，次式が得られる。�

�

�右辺の�に�の左辺を代入し，��を削除した上で辺々整理すると，次式の

ような�に関する偏微分方程式が得られる。�

�

ここで，次式のような変数変換を行なう。�

�

ここで�を次式のように表現する。

�

その上で�の各項を計算していくと，次式のとおり�（��τ�）を解とする２階

の偏微分方程式（拡散方程式）が得られる４）。�

�



不確実性下におけるCVP分析の連続時間モデルへの拡張 　　（佐藤）

－２３５－

Ⅲ　境界条件としての損益分岐点

以下では，損益分岐点��を定義し，�の偏微分方程式に関する境界条件を

与える。�において��０とおくことで，�は次式で与えられる。�

�

これにより�は��によって，次式のように表される。�

�

ここで���の期末時点��における売上高を����で表わすと，営業利益�（������）

は，次式で表される。�

�

この式は，��が��以上であれば営業利益�（������）�０が生じ，逆に��が��

未満の場合は営業損失�（������）＜０が生じることを示している。さらに��の

変数変換によって，�の境界条件は次式のとおり変形される５）。�

�

�の境界条件の下で得られる�の一般解は，次式のとおりである。�

�

ただし，�（�）および��（�）は�に関する定数である。

ここで初期条件���（��０）＝���（�）とおいて，フーリエ積分定理ならびに積分

公式：�� を用いれば，次式を得る６）。
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�

ただし計算の途中で��（�）→�（�）と変換している。

ここで変数変換： �を行うと，�の境界条件は次式のように変形さ

れる。�

�

この境界条件に留意すれば，次式が得られる。�

�

ここで�の積分を�の解�（���τ）として�の右辺に代入すれば，次式のとお

り営業利益に関する偏微分方程式の特殊解��（����）が得られる７）。

�

ここで�（・）は標準正規分布の確率密度関数の積分：

である。

なお，�の変数変換より�は，次式のようにも書き換えられる。�

�
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ここで，�１および��２は次式のとおりである。�

Ⅳ　営業キャッシュ・フローの確率過程

前節における����モデルでは，営業過程において生じる売上債権や棚卸資

産などの影響を考慮していない。すなわち，生産物はすべて販売され，販売

代金も全額回収されることが仮定されている。しかしながら，�需要量と生産

量のギャップから生じる期末在庫や，売上代金の回収過程で生じる売上債権

は，営業活動によるキャッシュ・フローの期末有高を変動させる。これらの

点を����に加味することにより，売上収益の確率過程に従う営業キャッ

シュ・フローを記述することができる８）。

ここで期首における売上債権���－１，棚卸資産���－１，仕入債務����－１は，期中

に回収ないし売却されて収入となるか，あるいは期末までに支払われて支出

になるものと仮定する。さらに，当期末の売上債権���，棚卸資産��，仕入債

務���を売上高で割った回転期間を，それぞれ��１，�２および��３とおくことによ

り，当期の売上債権，棚卸資産および仕入債務を，それぞれ�������１�，������２

�および��������３�で表す。以上より，営業活動によるキャッシュ・フロー��

は次式で与えられる９）。

�

ここで�は減価償却費などの支出を伴わない費用項目である。�における�

の係数｛（１－��）－（�１＋�２－�３）｝は，売上高の変動に比例するキャッシュ・フ

ローの増減率を示す変動収支率であり，逆に同式の｛（���－１＋��－１－���－１）－

（��－��）｝は，売上高の増減とは相関しない固定収支である。

以上より，営業キャッシュ・フローがゼロとなる売上高を示す次式の収支
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分岐点���が得られる。�

�

�は営業キャッシュ・フローが売上高の一次式で表わされることを示して

いるから，�～�と同様の計算を行なうことで，次式の営業キャッシュ・フ

ローに関する偏微分方程式が得られる。�

�

ただし， ���， ���，および�� である。�の解

は，�の営業利益に関する偏微分方程式と同様に次式で与えられる。�

�

ここで，��１および���２は次式のとおりである。

Ⅴ　ビジネスリスクの確率指標

営業活動にともなうビジネスリスクを，売上高の変化率に対する営業利益

の変化率の比，すなわち売上高に対する営業利益の弾力性� と定義し

て，これをオペレーティング・レバレッジ度��と呼ぶ。ここで���→０とすれ

ば，Δ�→��，Δ�→��であるから�より次式を得る。

�

�が示すとおり，�が������（すなわち�）に近い位置にあるほど，�を漸近線
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として�����は増加する。すなわち，�が損益分岐の境界近傍にあるほど，�����を

測度とするビジネスリスクは急激に上昇する。このように損益分岐点を境界

値とするリスクの定量化は直感的にも優れているが，これはあくまで現時点

における静的ビジネスリスクの指標である。

そこで，本稿におけるこれまでの議論を援用して，幾何ブラウン運動に従

うと仮定された売上高に伴って変動する，営業利益に関わるビジネスリスク

を，オペレーティング・レバレッジ度の確率的変化をもって表現し，これを

動的（すなわち確率的）ビジネスリスクと定義する。このため��の�を�で微分

すれば次式を得る。

�

この確率的なビジネスリスクは，営業利益の増減に対して２次のオーダー

で変化する。すなわち，�は連続時間における需要（売上高）の不確実な変動

が，業績指標としての営業利益に及ぼす影響力として測定されるビジネスリ

スクのシグナルとして，�よりも敏感に機能することが期待できるというこ

とである。�

Ⅵ　問題と課題

本稿で提示された連続時間による確率的な����分析モデルでは，唯一売上

高の確率的変動過程だけに着目し，企業のコスト構造や価格設定あるいは在

庫数量などは変動しないと仮定されている。無論，このような仮定は現実の

短期利益計画や採算性分析を通じた経営計画の立案を無視して，経営者のリ

スク中立性というような非現実的な状況を想定したものではない。

むしろ，直接的なコントロールが困難な外部要因の中から売上高のみを確

率変数とすることによって，経営判断が介在する以前の段階における，その

意味において客観的な���情報をシミュレートすることにより，速やかな経

営計画の立案に資することを企図するものである。

一方で，先行研究で試みられたように多変数を確率変数とすれば，モデル
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およびシミュレーションの精緻化には相応の効果が期待できるだろう。しか

しながら，それら多変数に基づく経営計画の立案，あるいは分析結果の解釈

とは容易なことではない。むしろ不確実性が進展することに伴う複雑性の増

大という弊害が生じることも懸念される。このことは，����分析に不確実性

を導入することのそもそもの利点を阻害することにもなりかねない。すなわ

ち，確実性→多要素→複雑化に対して，不確実性→単要素→簡略化という考

え方も一考に価する，ということである。

さらに，そもそも����分析とは，コスト構造が変化しない短期間における

採算性の分析に効果を発揮するものであるから，本稿のような連続時間にお

ける����分析の適合性は高い。すなわち，当該モデルは，あくまで短期的（迅

速）な経営計画の立案に有効性を発揮することを期待して提示されたものである。

もとりより，本稿で連続時間に拡張された����分析には，根本的な課題が

山積していることもまた明らかである。その一部を列挙すれば，以下の通り

である。�

１．売上高が幾何ブラウン運動に従うという仮定の現実妥当性�

２．突発的経済事象の発生にともなう非連続的な確率過程の検討�

３．コスト構造の確率的変動の導入可能性�

４．会計期間と連続時間概念の親和性の検討�

Appendix 

�　偏微分方程式の変換

ここで�における��（����），�� ��（����）および� ���（����）を計算すると，それぞれ

以下のような�～�が得られる。まず��（����）は，次式のとおりである。

�
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つづいて��（����）は，次式とおりである。�

�

さらに� ���（����）は，次式のとおりである。�

�

なお�の第３式では，�

という関係を用いている。以上の�～�を�に代入して整理すれば，��で与

えられた２階の偏微分方程式（拡散方程式）が得られる。

�　境界条件の変換および拡散方程式の求解プロセス

境界条件�に������を代入すると，τ�０，������であるから，これらを��に

代入すると，�（������）���・�（��０），および �より��T�����
�を得る。

これから���時点における境界条件は，本文�のように表わされる。

ここでは�に関する一般解の求解過程を示しておく。まず同式を変数分離
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形で表現することを考える。すなわち，�（���τ）���（�）・�（τ）が成り立つと

仮定すれば，���（���τ）�����（�）・�（τ）ならびに���（���τ）���（�）・��（�τ�）が得

られる。そこでこれらを�に代入することによって次式を得る。�

�

この�は，τ�の関数と�の関数を両辺に分離できるから，それぞれの解は�お

よび�τ�とは無関係な定数－�２（０���＜�∞）とおくことができる。�

�

これより，以下の２つの微分方程式が得られる。�

�

�

�は定数係数２階線形微分方程式であるから，その一般解は次式で与えら

れる。

�

ここで�１，�２は��に関する定数であるから，�１→��（�），�２→��（�）と記述

しておく。これにより�は，次式のように書き換えられる。�

�

また�より，次式の変数分離形の微分方程式が得られる。�

�

同式の一般解は次式で与えられる。�
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�

結局，�の偏微分方程式の解の１つとして，次式を得る。�

�

ここで��（�）�３，�（�）�３はともに��に関する定数であるから，それぞれ�（�）�３

→��（�），�（�）�３→��（�）と置き換えている。また重ね合わせの原理より，��

をすべての��（０��＜�∞）について重ね合わせた次式もまた�の一般解であ

る。�

�

�　フーリエ積分定理と積分公式の適用

初期条件τ��０が満たされるならば，�より次式が得られる。�

�

係数��（�）および��（�）は，フーリエ積分展開より，次式で与えられる。�

�

ここでは記号を識別するために変数��を�で置き換え，すなわち�（�）→�（�）

としている。さらに�の係数を�に代入することにより次式を得る。

����　
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ここで�の積分の順序を交換して，�

�

その上で，�に積分公式： �を当てはめれば，本

文�が次式のとおり得られる。�

�

�　�の積分計算 

�の右辺第１項は，次式の２つの積分の差である。�

�

ここで， �より， �であるか

ら， �となる。これにより�の第１項を��１とおけば，次式を得

る。�

�

�



不確実性下におけるCVP分析の連続時間モデルへの拡張 　　（佐藤）

－２４５－

ここで，変数変換：�����－σ√�τを行えば，

�

が得られる。つづいて�の第２項を��２とおき，�����とすれば，次式を得る。

�

したがって，�１－�２は次式のとおりである。�

��
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