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１．はじめに

ヒストグラムはデータの概要を把握するために古くから利用されている。

確率密度関数の推定法としてのヒストグラム推定は統計的手法の中で最も簡

単なものの一つである。これはヒストグラムが構築・解釈が容易であり，計

算が簡単で高度なグラフィックを必要としないからである。

ヒストグラムの重要なパラメータの１つ目は，����数（分割数）或いは���幅

をどのように選択するかという問題である。����幅に関して�����の公式

（１９７９），��������	���	
������の公式（１９８１），���数に関しては�������の公式

（１９２６），�����の公式（１９７６）などの研究がある。２つ目は，ヒストグラムをど
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ヒストグラムにおける�������	�
�����の選択法
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要　旨　与えられたデータからヒストグラムを作ることは，統計の知識の有無を問

わずにデータの大まかな特徴を知る方法として様々な分野で用いられている。ヒス

トグラムを推定する上で，決めるべき２つのパラメータがある。１つは分割幅（以降，

���幅という）と，もう１つは端点（以降，�������	�
�����という）である。ノンパラメ

トリック統計理論の中で，平均二乗誤差の漸近論に基づく最適な���幅が得られてお

り，多くの論文で議論されている。他方，�������	�
�����を決める問題は未解決の

ままである。

　本研究では�������	�
�����を変化させた時のヒストグラム推定へ与える影響を数

値実験で示し，その重要性を明らかにする。そして，モーメント法に準じた方法で

�������	�
�����を決める手順を提案し，数値実験により，その有効性を明らかにする。
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こから描き始めるか，つまり端点（�������	�
�����）を決める問題である。こ

の�������	�
�����を決める問題は，重要な問題でありながらこれまであまり議

論されていない。

本研究ではヒストグラム推定に与える�������	�
�����の影響を調べ，

�������	�
�����の選択法を提案し，その数値実験によって有効性を検証する。�

２．ヒストグラムの評価基準と安定指数 

２．１．ヒストグラムの定義

ヒストグラムとは，データ（観測値）をいくつかの階級に分け，それぞれの

階級度数を数えて，グラフ化したものの総称である。グラフの柱状のものを

���といい，横軸にデータの値を取り，その高さは���の中に入るデータの個

数に比例するように決められる。ヒストグラムを密度関数とした場合，高さ

は，

となる。

最も一般的なヒストグラム作成方法である等間隔法とは，ヒストグラムの

ある固定された区間［�，�］を等間隔に区切って，それを���幅とする方法であ

る。この���幅�はヒストグラムを構築する際に重要なパラメータの一つであ

る。ここで��は�番目の���におけるデータの数，全データ数を�とすると，与

えられたビンにおける密度関数��（�）のヒストグラム推定は，

�

となる。ここで��は，�番目の���の左端点とする。

２．２．平均二乗誤差基準

密度関数�（�）の推定量��（�）の評価方法として，平均二乗誤差（�������	�
���
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������以降���と記す）がある。これは，�

�

と定義される。���は分散と２乗����の和で表されることが分かる。���は，

定点�における誤差を表したものである。これに対して，全体的な推定量の誤

差の大きさを表すものとして，積分平均二乗誤差（���������	
������������	�

�����：以降����と記す）がある。

�

但し，�

とする。また，漸近的な����（�����と記す）は�に依存することから������

（�）と表記すると，次式で表される，�

�

但し，�

図１．ヒストグラム推定 
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�����を最小とする�＊は，�

�

となる。ここで簡便な方法として，もし�（�）が平均μ，分散σ�２の正規分布に

従うと仮定した場合， �となり，�式から，

�

となる。�����（１９７９）は�式において，未知なσを標本分散σ�＾�２によって置き換

えることを提案した。�

２．３． bin幅・bin数とAnchor Positionの影響

ヒストグラムを構築する上で���幅，���数と�������	�
�����の決定は重要な

問題である。���数に関しては，�������の公式（１９２６），�����の公式（１９７６）な

ど様々な公式が提案されている。同様に���幅の決め方は，前述の�����の公式

（１９７９）をはじめ，�������������	
����
の公式（１９８１），�������法（����：１９９７），

����������	
�������法（寒河江，田中，山本：２００４）などがある。

しかしながら�������	�
�����に関しては重要な問題でありながら，未解決のま

まである。ヒストグラムの平滑化を取り扱っている��������	
�������������

（�����：１９８５�），��������	
��	���（�����：１９８５），��������	
����������（�����

他：１９９８），��������	�
�����������������（寒河江，山本：２０００）など�������

��������の影響を軽減しているが�������	�
�����の決定法は未解決のままである。

　図２－５のヒストグラムは横軸に年齢，縦軸にその年齢の人の割合とした

時のあるスポーツチームの年齢分布である。図２は年齢分布（���幅＝１）であ

る。図３は，�������	�
�����は図２と同じであるが，���幅�を�����の公式によっ

て決定し，推定したヒストグラムである。図２と図３と比較すると，図３で
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は２０��３３あたりで本来データがないところで０とならない推定値をもつ。また

ヒストグラムのモード（最頻値）の位置も異なる。図４，５は���幅を�����の公

式で決め，�������	�
�����を１７�５，１８と動かした時のヒストグラムである。図

２－５を比べてみるとモードの位置や凹凸が�������	�
�����の変化とともに

大きく変化している様子が分かる。�

図２．スポーツチームの年齢分布（h=１,Anchor Position=１７）

図３． h=１.１８９，Anchor Position=１７

図４． h=１.１８９，Anchor Position=１７.５

図５． h=１.１８９，Anchor Position=１８
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２．４． Anchor Positionのヒストグラムへの影響を測る尺度

���������	�
��
��	（１９９７）は安定指数という指標を導入している。この指数

は�������	�
�����の変化によって，推定されたヒストグラムの外観の変化量を

測る尺度である。この尺度は，推定されたヒストグラムの凹凸などの類似性

を示す指標である。平均二乗誤差は真の分布と推定されたヒストグラムとの

誤差を評価しているが，推定したヒストグラムの外観上の変化を捉える指標

ではないことに注意する。

　ヒストグラム推定に対して，一階導関数���を隣接する���ごとの変化量と

見做し， ��は，�

と定義する。このとき，�（��）の推定は，

となる。��������	�
����（１９８７）はこの�（��）の推定を，�式に基づいて���幅�

を決めるためのバイアスクロスバリデーション法に用いた。���������	�
�

�����（１９９７）は単純に�������	�
�����が移動したときに，ヒストグラムの外観

の変化を反映する値として利用した。

��を���の端（��������）が｛�１－�，�∈［０���］｝のときの�（��）の推定値とする。

��������は簡単のために，��＝��１－����，����１��…���と定義した。さらに��の可変

性（ヒストグラムの不安定性）をもっているかどうか判断するために，����係

数（����������	
����	�１９７９）を利用した。�０＝０とし，�＝１，…，�に対して，

と定義する。ここで�（�）は�番目の順序統計量である。そして座標（�������）���＝�

０��…，�が描く曲線をローレンツ曲線と言う。

����係数の定義から，�
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ここで，データから描かれる図６斜線部の面積を考える。この面積は対角線

とローレンツ曲線に挟まれている部分の面積で，台形の集合と考えることが

出来る。したがって，����係数は，

となる。��������はこの第二項（図６黒く塗りつぶした面積×２）を安定指数�

とした。

�

安定指数�は領域［０�１］に属し，�������	�
�����の変化によって推定されたヒス

トグラムの凹凸などの変化が小さければ小さいほど１に近い値を示す。

��������はこの�の値が０�８５以上ならば，�������	�
�����に依らず，推定した

ヒストグラムが安定した外観を示しているとした。

この�は���幅�の関数であり，�の値に対するヒストグラムの外観の変化を

表す指標として，ヒストグラムを推定する上で���幅�の重要性を検証するこ

図６．安定指数Gの定義 
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とができる。また，�������	�
�����を変化させた時のヒストグラムの安定度

の指標としても考えることができる。��������はこの�を用いて���幅，�������

��������の重要性を述べているが，�������	�
�����の決定法に関しては触れて

いない。�

２．５． Anchor Positionの決定法

平均値保存則とは，推定関数の期待値と母平均が等しいことである。つま

り真の分布を�，推定関数を��とすると以下の式を満たす条件である；

ヒストグラムの�������	�
�����を�，そして���幅�による分割数（���数）を�とす

ると，平均値保存則は

と定義する。ここで，真の分布��は未知なので標本平均� を用いる。

よって，

この条件を満たすように�を求めることが，�������	�
�����の決定法である。

データ数�，区間数�，各区間に入っているデータ数��，���幅�，�������	�
�����

を�とする。ヒストグラムは各���の区間では一様分布と見ることができるの

で，平均は，�

と表すことが出来る。ここで� より，�������	�
�����；�について整

理すると，
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�

各区間のデータ数��と区間数�は，�������	�
�����が変化するとそれぞれの���

の位置が変わるので，同じではない。よって平均値保存則を満たす�������

��������を求めるには，以下の手順を行う。�

１．データの最小点より小さいある点�を初期値��として他のパラメータ��，

�を求める。�

２．�式に代入し，求めた�を新たな�������	�
��������として��，�を求め

る。�

３．停止条件：�―�（�）－�（�－１）�―�＜ε（εは０に近似される非常に小さな値）を満

たすまで１－３を繰り返す。

以上のように平均値保存則を満たす�������	�
�����を決定する。

数値実験によると，選択可能な�������	�
�����の中に平均値保存則を満たす

ものは，ただ一つではなく複数存在することがある。したがって，以下の実

験では，三つの異なる初期値を用いた平均値保存則による�������	�
�����を比

較している。�

３．Anchor Position決定法の数値実験

３．１．データ数によるAnchor Positionへの影響

標準正規分布からのデータに関してデータ数を変化させた時（�＝１０，�３０，�

５０，１００，３００，５００），�������	�
�����を動かすことによる積分２乗誤差���の変化

を示した図である。図７は５０回の推定結果についての���を表示したものであ

る。

各図を比較すると，データ数が少ないほど�������	�
�����の位置に対する

���の値の影響度が大きい。このことから，データの少ない場合には，�������

��������の決定はより重要な問題となる。



金沢大学経済論集　第３０巻第２号　　２０１０.２

－２７６－

�

図７．左上図〈� = １０〉右上図〈� = ３０〉左中図〈� = ５０〉右中図〈� = １００〉左下図〈� = ３００〉

右下図〈� = ５００〉におけるAnchor Positionを動かした時の���（５０回）
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図８は図７の���値の５０回の平均値である。データの数が増えれば���の平

均値も小さくなる。データ数が少なければ平均的に���の値が大きく，�������

��������の影響度が大きいことを表している。これはデータ数が増えれば，���

幅の推定値が小さくなり�������	�
�����を移動させても���の値は安定するた

めである。�

３．２．実験方法 

�������	�
�����の数値実験について，���������	�
��
��	（１９９７）の例を用い

て，以下の三つの分布と推定区間について実験を行った��

�標準正規分布　推定区間��－４�４���

�三峰型分布推定区間��－４�４���

�歪みのある分布　推定区間��－４�４�．

　�

�������	�
�����としては，三つの異なる初期値（���（����）－��２）�（���（����）

－�）�（���（����）－３��４）での平均値保存則による決定法と対比のために２

つの�������	�
�����：���（��）と �（但し，�は標本分散）のと数値比較

を行う。���（��）はデータの最小値を�������	�
�����にとることであり，一様

分布における区間の最尤推定でもある。又， �は一様分布のモーメン

図８． ISE平均
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ト推定に基づく�������	�
�����である。以下の手順で実験を行う。

１．各分布に従う乱数を発生させる。�

２．発生させたデータに対し，�����の公式により���幅を決定する。

３．��������の安定指数�を計算する。�

４．各方法によって決められた�������	�
�����におけるヒストグラム推定

を行い，誤差���を計算する。�

５．１～４を１０００回繰り返し，最も小さい���に対応する�������	�
�����の

選択法を数え上げる。

６．求められた各決定法の���値の１０００回の平均と分散を求め，各方法を比

較する。

３．２．１．標準正規分布

標準正規分布では，�＝５０��１００��５００で数値実験を行った。���幅�は�����の

公式によって決めている。

標準正規分布のヒストグラム推定における�������	�
�����の安定指数を比

べたのが表１である。サンプル数����５０��１００��５００で比べると，データ数が増

えるに従い，安定指数�値が０�８５を超える回数が増えている。これは，データ

数の増加と最適���幅が狭くなることで，�������	�
�����の影響が小さくなる

からである。このことから小規模データにおいて�������	�
�����の選択がより

重要となる。�

�＝５００�＝１００�＝５０安定指数

９９４９５５８７５�＞０�８５

　６�４５１２５��０�８５

表１．データ数による安定指数の変化（実験１０００回）
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表２はデータ数５０における平均値保存則（３つの初期値，���（����）－����２��

���（����）－３���４�����（����）－�）に基づく三種類の�������	�
�����と���（����）

と �を�������	�
�����とする二つの場合について，それぞれのヒスト

グラム推定値を求め，真の分布との差として���を求め，���最小となる

�������	�
�����の回数を１０００回繰り返して，求めた表である。

表３は，�������	�
�����選択法としての三つの初期値での平均値保存則と

���（����）， �を�������	�
�����とした時のヒストグラム推定を行い，

���を計算し，１０００回の平均を示している。括弧内の数値はその分散である。�

�

図９．�（０, １） 

����（����）平均値保存則

�９２３６１５４７���（����）－��２
１０２３１８５８０���（����）－３��４
１７４３１１５１５���（����）－��

表２．データ数５０における���が最小となるAnchor Positionの回数（実験１０００回）

����（����）平均値保存則

０�０３６７
（２�７１６�×�１０－４）

０�０３１４
（２�１８２�×�１０－４）

０�０２７５（１�７２１�×�１０－４）���（����）－��２
０�０２７６（２�００７�×�１０－４）���（����）－３��４
０�０２８４（１�９０４�×�１０－４）���（����）－��

表３．データ数５０におけるAnchor Positionによるヒストグラム推定の���
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表４，５はデータ数１００における１０００回の実験における���が最小となる

�������	�
�����の回数をカウントしたものとそのときの���の平均と分散である。

表６，７はデータ数５００のときの同様な実験の結果である。�

�＝５０の時，平均値保存則による�������	�
�����決定法は���（����）と��
を�������	�
�����とした時と比べて良い推定値が得られた。平均値保存則の初

期値に関しては（���（����）－３��４）が表２，４より最も良い推定値となった。

����（����）平均値保存則

�４７４１９５３４���（����）－��２
�５０３９１５５９���（����）－３��４
１０７３８３５１０���（����）－�

表４．データ数１００における���が最小にとなるAnchor Positionの回数（実験１０００回）

����（����）平均値保存則

０�０２５１
（１�０４４�×�１０－４）

０�０１８５
（６�０６６�×�１０－５）

０�０１７６（５�１７０�×�１０－５）���（����－��２
０�０１７６（６�２１１�×�１０－５）���（����）－３��４
０�０１７９（６�０９７�×�１０－５）���（����）－�

表５．データ数１００におけるAnchor Positionによるヒストグラム推定の���

����（����）平均値保存則

�５５０２４９３���（����）－��２
１３４９６４９１���（����）－３��４
�５５０２４８３���（����）－�

表６．データ数５００における���が最小にとなるAnchor Positionの回数（実験１０００回）

����（����）平均値保存則

０�００９６１
（７�３００�×�１０－６）

０�００６３９
（４�６２１�×�１０－６）

０�００６３５
（４�３５０�×�１０－６）

���（����）－��２

０�００６３８
（４�５８８�×�１０－６）

���（����）－３��４

０�００６３８
（４�２８２�×�１０－６）

���（����）－�

表７．データ数５００におけるAnchor Positionによるヒストグラム推定の���
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安定指数�は，データが少ないため，���幅の推定値が大きくなり，��０�８５に

なる不安定な外観を示す場合が比較的多く見られた。

��１００の時，ほぼ��５０の場合と同様の結果が得られた。平均値保存則にお

ける初期値（���（����）－３��４）のとき，良い推定値が得られた回数が最も多

く，���の平均値も最も小さかった。ただし平均値保存則と他の�������	�
�����

との間の���平均の差は小さくなっている。�に関してはデータが増えている

ので，��０�８５となるヒストグラム推定は��５０に比べて少なくなっている。

��５００の時，平均値保存則の有効性はほとんどなくなっている。���平均の

値もほとんど同じである。これは，データが増えれば，���幅の推定値�が小

さくなり���に及ぼす影響度が少なくなるためである。�は��０�８５となるこ

とがほとんどなく，�������	�
�����を移動させてもヒストグラムの外観が大き

く変化することはなくなっている。

標準正規分布において，データが少ない場合に平均値保存則が有効性があ

ることは実証できた。また先に示したとおりデータが大きければ�������

��������の影響度は小さくなる。このことから，以降の２つの例では，��１００

の場合について実験を行う。�

３．２．２．三峰型確率分布

三峰型密度関数��

について数値実験を行う。この関数は���������	�
��
��	（１９９７）の中で使われ

ているものである。

三峰型分布において，初期値を（���（����）－３��４）としたものが最も良い

効果が得られた。平均値保存則がどの初期値から�������	�
�����を決めても良

い結果が得られた。���の平均値も平均値保存則による結果は他の�������

��������と比べてかなり小さな値となった。特に初期値（���（����）－３��４）と

したときは最も良い推定が得られた。�
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３．２．３．歪みのある確率分布１

密度関数�（�）��

で与えられる。

歪みのある確率分布は�������	�
�����近くの裾で急に立ち上がる関数の例

図１０．三峰型確率分布

����（����）平均値保存則

１１３６９６２０���（����）－��２
�７１７１８２２���（����）－３��４
１９２５０７３１���（����）－�

表８．データ数１００における���が最小にとなるAnchor Positionの回数（実験１０００回）

����（����）平均値保存則

０�１０４８
（４�７３１�×�１０－３）

０�０７３４
（３�４８２�×�１０－４）

０�０６６７
（８�７３２�×�１０－４）

���（����）－��２

０�０５１７
（２�４２１�×�１０－４）

���（����）－３��４

０�０５４０
（２�３６９�×�１０－４）

���（����）－�

表９．データ数１００におけるAnchor Positionによるヒストグラム推定の���
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である。他の二つの�������	�
�����と比べて平均値保存則による�������

��������の決定法の精度は著しく低下した。これはこの関数が－３付近にデー

タが集中しており，データの最小値を選ぶような他の二つの方法に比べ，平

均値保存則が－３付近の最小値よりも小さな値を�������	�
�����とするため

であると考えられる。このような理由から，平均値保存則による決定法の���

の平均値も他の二つの方法と比べ大きな値となっている。それに対し，

図１１．歪みのある確率分布

����（����）平均値保存則

５０２４８７１１���（����）－��２
４８７４８０３３���（����）－３��４
４９６４８４２０���（����）－�

表１０．データ数１００における���が最小にとなるAnchor Positionの回数（実験１０００回）

����（����）平均値保存則

０�１７２４
（４�８４１�×�１０－３）

０�１９５４
（２�０５１�×�１０－３）

０�３３２０
（４�９３５�×�１０－３）

���（����）－��２

０�３２２７
（８�７６４�×�１０－３）

���（����）－３��４

０�２６９３
（３�３１９�×�１０－３）

���（����）－�

表１１．データ数１００におけるAnchor Positionによるヒストグラム推定の���
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�������	�
�����を最小値として���（����）や，�� �を選んだ方が良い結果

が得られた。このような急激な立ち上がりやデータの集中が�������	�
�����付

近にある場合の平均値保存則での対処法を次に考える。�

３．２．４．歪みのある確率分布２

歪みのある密度関数�（�）��

で与えられる例である。この歪みのある確率分布は３．２．３の分布と左右対

称な関数である。この関数のヒストグラム推定を行うことは歪みのある分布

に対して�������	�
�����を左端ではなく右端から行うことと同等である。

図１２．歪みのある確率分布 

����（����）平均値保存則

�１８３７２６０１���（����）－��２
�６３３９３５４４���（����）－３��４
１０５２９７５９８���（����）－�

表１２．データ数１００における���が最小にとなるAnchor Positionの回数（実験１０００回）
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急激な立ち上がりを示す付近で�������	�
�����の選択を避け，この場合，

最大値を�������	�
�����として用いると，平均値保存則による��������	�
�����

決定法の推定値が最も良かった。平均値保存則による���の平均値も前述の例

と比べて，大きく改善され，他の�������	�
�����と比べて平均値保存則の���

が最も小さな値となった。

このことから歪みのある関数（大きく左に偏っている）の場合には，�������

��������をデータの最小値を基準とするのではなく，データの最大値付近を基

準に，平均値保存則で�������	�
�����を決定することで���の値を小さくする

ようなヒストグラム推定を行うことが出来る。

４．結　　論

ヒストグラム推定において，�������	�
�����を決める問題は��������（１９９５）

によって注意が喚起され，この�������	�
�����の影響によって推定値の外観が

大きく変化することが指摘された。又，彼はその変化の度合いを測る安定指

数を導入した。

本稿では��������では，未解決のまま残された�������	�
�����の選択法とし

て，ヒストグラムの推定量が平均値（標本平均）を保存するように�������

��������を決める方法を提案し，いくつかの分布について数値実験で有効性を

示した。

この方法は，データの集中した所に�������	�
�����を選択する場合，又，

今回取り上げなかったが打ち切りデータのような場合，種々の���幅推定の方

����（����）平均値保存則

０�２０４０
（７�２９７�×�１０－３）

０�１８０９
（２�７７２�×�１０－３）

０�１５９４
（１�２４７�×�１０－３）

���（����）－��２

０�１５９８
（１�３５７�×�１０－３）

���（����）－３��４

０�１５７５
（１�１５０�×�１０－３）

���（����）－�

表１３．データ数１００におけるAnchor Positionによるヒストグラム推定の���
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法と�������	�
�����選択法共に必ずしも良い結果は与えないことを注意する

必要があろう。　
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