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あらまし 不均質な無衝突（無損失）磁化プラズマ中では，屈折率が無限大となるレゾナンスが生じる．従来，
異方性不均質媒質中の電磁波伝搬解析にはマトリックス乗算による均質多層分割法が用いられてきたが，無衝突
プラズマの場合，レゾナンス点において波動方程式が特異性を示すため解が不安定となる問題点があった．この
問題を解決するために，レゾナンスを含む不均質媒質を薄い層状媒質に分割し，各層での電磁界の解析解を積分
形式で求め，その解を境界条件を用いて接続する積分近似法を適用した．本論文では，異方性不均質媒質におけ
る積分近似法の有効性について検討を行った．また，この計算手法をレゾナンスにおける電磁波エネルギー吸収
のメカニズム解明や宇宙空間で発生する電磁波について，Z モードから L–O モードへのモード変換に関する問
題に適用し，新たな知見を得た．
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1. ま え が き

不均質磁化プラズマ中における電磁波伝搬は，分

散関係より導かれる屈折率によって特徴づけられる．

媒質の損失をゼロに近づけていくと，UHR (Upper

Hybrid Resonance) 周波数 fUHR(=
√

fp + fH) に

おいて屈折率が無限大となるレゾナンス（共鳴）が生

じる．ここで，fp と fH はそれぞれ電子のプラズマ

周波数とサイクロトロン周波数である．レゾナンス点

では波動方程式は特異性を示し，解析解を求めること

は特殊な場合を除いて困難である．Buddenはレゾナ

ンスを含む媒質中の電磁波の性質について議論してお

り，電磁波はレゾナンス点では反射せず，エネルギー

が吸収されることを波動方程式の解として Airy 関数

を用いて解析的に解いている [1]．Mjølhusは異方性で

一方向にのみ不均質な水平層状媒質を考え，電子密度

の変化が緩やかで磁場と密度
こう
勾配のなす角と電磁波の
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入射角が小さい条件のもと Buddenと同様に波動方程

式を解き，レゾナンス点における電磁波エネルギーの

吸収効率を解析的に求めている [2], [3]．

一方，異方性不均質媒質中の電磁波伝搬の計算には，

不均質媒質を均質な薄い層状に区切り各層での電磁界

を求め，それらの解を境界条件を用いて接続し全体の

解を求める均質多層分割法が用いられてきた．従来の

方法では，電磁波伝搬の特徴を表す遷移行列をBooker

根を利用したマトリックス乗算により計算を行ってい

る [4]．しかし，無損失媒質においてレゾナンスを有す

る場合，レゾナンス点近傍では Booker根が無限大に

増加し不連続となるため，一層の刻み幅を薄くしても

解は収束しない問題点があった．無衝突非磁化プラズ

マ中の特異点を含む媒質に対して，安定した解を求め

るために Picardの逐次近似法を利用した積分近似法

が提案されているが [5]，本研究ではこの手法を無衝突

磁化プラズマで生じるレゾナンスを含む領域において

正確な解を求めるために適用した．

本論文では，レゾナンスを含む異方性不均質媒質に

おける積分近似法の計算手法を示し，この方法の有効

性について検討する．レゾナンスを避ける方法として
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媒質に損失を入れる方法があるが，本論文では完全な

レゾナンス（無損失媒質）の問題を取り扱う．また，

積分近似法を応用した例としてレゾナンスにおける電

磁波エネルギーの吸収，プラズマ周波数でみられる Z

モードから L–O モードへのモード変換に関する問題

を取り上げる．

2. 不均質水平層状媒質における波動方程式
の解法

水平層状の異方性不均質プラズマ媒質中の電磁界を

計算するにあたり，以下の仮定を設定する．

（ 1） 直角座標を用いる．

（ 2） 媒質は z 方向のみ不均質な水平層状とする．

（ 3） すべての変数は時間に関して変数分離が可能

で ejωt の因子をもつ．

（ 4） 電磁波の入射面は x–z 面であり，z 軸となす

角を θ とする．

（ 5） プラズマ媒質中における電磁波は，イオンの

影響を無視したコールドプラズマの分散関係を満たす．

この条件のもと，Snellの法則を考慮して Maxwell

の方程式から以下の波動方程式が得られる [1]．

de

dz
= −jk0T̃ (z)e (1)

ここで，e = [Ex,−Ey, Z0Hx, Z0Hy]T（T は転置を

表す）であり，Z0，k0 はそれぞれ自由空間における波

動インピーダンスと波数である．また，Ex，Ey，Hx，

Hy はそれぞれ電界，磁界の x，y 成分であり，T̃ (z)

は媒質定数（X = (fp/f)2，Y = fH/f．ここで，f，

fp，fH はそれぞれ電磁波の周波数，電子のプラズマ

周波数とサイクロトロン周波数である．）を含む 4×4

の正方行列で z の関数である．以降，本論文ではマト

リックスを記号 ∼ で表す．式 (1) の微分方程式を解

く方法には，不均質媒質を均質な薄い層に分割しマト

リックス乗算により求める均質多層分割法と積分解に

よる積分近似法がある．次に，これらの解法について

述べる．

2. 1 マトリックス乗算による均質多層分割法

均質多層分割法は，不均質媒質を多くの薄い層に区

切り，各々の層中では媒質が均質であるとして各層で

の波動方程式を解くことにより電磁界を求め，それら

の解を接続することによって全体の電磁界を決定する

ものである．式 (1)において，不均質媒質を均質な薄

い層で m 分割すると，各層中で媒質が一定となるの

で行列 T̃ (z) も一定となる．第 i 層と第 i + 1 層の区

間 zi ≤ z ≤ zi+1 において式 (1)は，

de

dz
= −jk0T̃ie (2)

と表され，定係数連立一次微分方程式となる．この解

は容易に得られ，z = zi における解を e(zi) とすると

e(z) = e−jk0T̃i(z−zi)e(zi) (zi ≤ z ≤ zi+1) (3)

と表される．z = zi+1 で式 (3)は

e(zi+1) = K̃ie(zi) (4)

である．ここで，

K̃i = e−jk0T̃ih , h = zi+1 − zi (5)

である．h は層の厚さを表し，K̃i は i 層の上端と下

端の電磁界を結びつける遷移行列である．式 (4)を第

1 層から第 m 層まで繰り返し計算すると，以下に示

す層の最上端と最下端の電磁界を結びつける関係式が

得られる．

e(zm) =

1∏
i=m−1

K̃ie(z1) (6)

ここで，e(z1)，e(zm) はそれぞれ最下端及び最上端

の電磁界ベクトルである．

式 (6)を数値計算可能な形に変形するために，式 (5)

の指数関数行列をべき級数に展開する．

K̃=e−jk0T̃h

=

∞∑
k=0

(−jk0T̃ h)k

k!

=

∞∑
k=0

(−jk0h)kT̃ k

k!
(7)

行列 T̃ の固有値は高度方向（z 方向）の屈折率を表し

ており，Booker根と呼ばれている．相異なる Booker

根が存在する場合，その固有値に属する固有ベクトル

が存在し，これらの固有ベクトルを列成分とする固有

ベクトル行列 S̃ を作成することができる．この固有

ベクトル行列を用いることにより，T̃ は対角化するこ

とができる．

S̃−1T̃ S̃ = Q̃ (8)

ここで，Q̃ は Booker根 qi(i = 1 ∼ 4) を用いて
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Q̃ =




q1 0 0 0

0 q2 0 0

0 0 q3 0

0 0 0 q4


 (9)

と表される．上式より行列 T̃ は S̃，Q̃ を用いて

T̃ = S̃Q̃S̃−1 と表される．また，T̃ k は

T̃ k = S̃Q̃S̃−1S̃Q̃S̃−1· · · S̃Q̃S̃−1 =SQ̃kS−1 (10)

であるから，これを式 (7)に代入すると，

K̃ = S̃

∞∑
k=0

(−jk0h)kQ̃k

k!
S̃−1 = S̃∆̃S̃−1 (11)

と表され数値計算が可能となる．ここで，∆̃は e−jk0qih

を要素とする 4×4の対角行列である．式 (11)を用い

た解法をマトリックス乗算による均質多層分割法とよ

ぶ [4]．この計算は det S̃ �= 0 のとき可能となるが，逆

行列をもたないときは S̃−1 が存在せず各層での遷移

行列 K̃ が計算できない．行列 S̃ が逆行列をもたない

ときは Booker根が多重根をもつ場合であり，これを

モードカップリングとよび，カップリングを起こす点

をカップリングポイントとよぶ．モードカップリング

が起きる条件については，Pittewayや Smith によっ

て議論された [6], [7]．また，モードカップリングには

カップリングポイントが単独で存在するものと，二つ

のカップリングポイントが接近し結合して一つのカッ

プリングポイントになるものがある．後者のものは

コアレッセンスと呼ばれ，性質の異なる二種類のコア

レッセンスが存在する．コアレッセンスに関する物理

現象は，Buddenによって研究されている [8]．カップ

リングポイント近傍における電磁界の解法は Budden

や Sabzevariによって提案されており，それは，重根

に対して新しく独立な固有ベクトルを導入することに

よって可能としている [1], [9], [10]．

一方，無衝突プラズマ中において Booker根が無限

大となる現象がみられるが，これはレゾナンス（共

鳴）と呼ばれている．マトリックス乗算による均質多

層分割法による解法では，レゾナンス点近傍において

Booker根が急激に増加し不連続点が発生するため数

値不安定を引き起こし，刻み幅 (h) を小さくしても電

磁界は収束しない．また，Booker 根の無限大の効果

も考慮されていない．次にこの問題を解決するために，

レゾナンス点を含む不均質磁化プラズマ中における電

磁界解析手法について述べる．

2. 2 積分近似法

マトリックス乗算による均質多層分割法では，レゾ

ナンス近傍において Booker根の実部が急激に増加し

発散することや，不連続により数値不安定を引き起こ

し，正確な電磁界が計算できない問題点があった．こ

の問題点を解決するために，Booker根を用いない積

分近似法により遷移行列 K̃ を求める．

各層の電磁界を結びつける式 (6)において，レゾナ

ンスを含む層のみを抜き出し更に n 分割して表すと

e(zR+δ ) = e−jk0T̃n−1he−jk0T̃n−2h· · ·
· e−jk0T̃1he(zR−δ) (12)

となる．ここで，z = zR+δ，zR−δ はレゾナンス層の

上端と下端の高度である．次に，この式の指数関数行

列を Taylor展開すると

e(zR+δ )

=

(
Ĩ − jk0T̃n−1h +

(−jk0T̃n−1h)2

2!
+ · · ·

)

·
(
Ĩ − jk0T̃n−2h +

(−jk0T̃n−2h)2

2!
+ · · ·

)
...

·
(
Ĩ − jk0T̃1h +

(−jk0T̃1h)2

2!
+ · · ·

)
e(zR−δ)

=

(
Ĩ − jk0h

n−1∑
i=1

T̃i + (−jk0h)2
n−1∑
i=2

T̃i

i−1∑
j=1

T̃j

+(−jk0h)3
n−1∑
i=3

T̃i

i−1∑
j=2

T̃j

j−1∑
k=3

T̃k + · · ·

+
(−jk0h)2

2!

n−1∑
i=1

T̃ 2
i +

(−jk0h)3

2!

n−1∑
i=2

T̃i

i−1∑
j=1

T̃ 2
j

+
(−jk0h)3

2!

n−2∑
i=1

T̃i

n−1∑
j=i+1

T̃ 2
j + · · ·

)

· e(zR−δ ) (13)

と表される．ここで，Ĩ は 4×4の単位行列である．こ

の式で h → 0 の極限をとると，h のべき数と
∑
の

数が一致する項のみ積分に置き換えることができ，そ

の他の項は零に収束する．よって式 (13)は

e(zR+δ ) =

(
Ĩ − jk0

∫ z
R+δ

z
R−δ

T̃ (z)dz
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+(jk0)
2

∫ z
R+δ

z
R−δ

T̃ (z)

∫ z

0

T̃ (u)dudz

−(jk0)
3

∫ z
R+δ

z
R−δ

T̃ (z)

∫ z

0

T̃ (u)

∫ u

0

T̃ (v)dvdudz

+ · · ·)e(zR−δ ) (14)

となる．この式は，式 (2)に微分方程式の数値解法の

一つである Picardの逐次近似法を直接適用して得ら

れる式と一致する．

式 (14) において，| ∫ T̃ dz| が積分区間内で有限で
あれば収束するから，積分区間を十分に小さくとると

第 3項以降は無視できる．したがって，レゾナンス層

の遷移行列 K̃R は

K̃R 	 Ĩ − jk0

∫ z
R+δ

z
R−δ

T̃i(z)dz (15)

と表され，遷移行列の各要素は行列 T̃ の各要素を積

分することにより得ることができる．この式は，電子

密度が任意に分布していても解析的に積分できる利点

がある．一般にレゾナンスでは特異点をもつため発散

するが，損失媒質を考えると T̃ は複素数となりこの

積分は有限となる．よって，無損失媒質中の T̃ を損失

媒質中の極限 (Z → 0) として考え遷移行列を求める．

ここで，Z(= νeff/ω) は衝突周波数 νeff と電磁波の

角周波数の比で与えられる．

今，電子密度分布を高度方向 z に直線的に変化する

ものとする．

X = az + b (16)

ここで，a，b は任意定数である．式 (16)で表される

媒質において，式 (15)の積分により求められた遷移行

列の各要素を付録に示す．この解析手法を積分近似法

と呼ぶ．レゾナンスによる効果は式 (A·22) の虚数部

にみられる．実際の計算では，安定した解を求めるた

めにレゾナンス層を多層に分割して遷移行列 KR を求

める必要がある．各層の解を接続する方法は，式 (6)

と同様である．多層に分割したレゾナンス層に適用し

た積分近似法では，マトリックス乗算による均質多層

分割法に比べて一層の刻み幅を十分に小さくする必要

がある．次に，積分近似法を用いる場合の最適な刻み

幅について検討を行う．

2. 3 積分近似法とマトリックス乗算による均質多

層分割法の比較

レゾナンスを含む磁化プラズマで衝突がある場合，

レゾナンス点近傍では Booker根が有限の値をとるた

め，均質多層分割法によって得られる電磁界は収束し，

正しい計算結果を得ることができる [4]．また，衝突項

Z の値を徐々に減らし，均質多層分割法で得られた計

算値を用いて外挿することにより，衝突がゼロの場合

の反射係数，透過係数を推定することができる [11]．

レゾナンス点を含んだ無衝突磁化プラズマにおける積

分近似法の有効性を評価するために，均質多層分割法

と積分近似法により求められる反射，透過係数を上記

の外挿法を利用して推定した値と比較する．また，積

分近似法による効率的な計算を行うために最適な刻み

幅を求める．

これらの計算に使用する電子密度分布は式 (17) で

示される単調増加のモデルである．

N(z) = N0

(
1 +

z − z0

L

)
(17)

ここで，N0，L はそれぞれ高度 z = z0 での電子密

度と密度勾配を表す特性長である．計算に用いるパラ

メータを表 1 に示す．入射角 θ は z 軸とのなす角で

あり，磁場の伏角 Dip は y–z 面内にとり y 軸とのな

す角である．また，入射波は L–O モードであり，媒

質は不均質な無衝突磁化プラズマである．

図 1 に X に対する Booker根の分布を示す．この

図において，横軸はプラズマ周波数と電磁波の周波

数の比の 2 乗 X であり，縦軸は Booker 根の値であ

表 1 計算パラメータ
Table 1 Calculation parameters.

入射波の周波数 f 8 kHz

電子サイクロトロン周波数 fH 1.5 kHz

入射角 θ 0◦

磁場の伏角 Dip 80◦

電子密度勾配を表す特性長 L 1000 km

図 1 Booker 根の分布
Fig. 1 Distribution of Booker roots.
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る．実線はそれぞれのモードの Booker根の実数部を，

破線は虚数部を表している．L–O モードのカットオ

フは X = 1 の点である．計算区間はレゾナンス点

が X = (1 − Y 2)/(1 − Y 2 sin2 Dip) = 0.9989 であ

り，また f = fL=0(X = 1.2)，fR=0(X = 0.8) での

反射を避けるために 0.9 ≤ X ≤ 1.1 とする．したがっ

て，レゾナンスによる影響のみを調べることができる．

最下端 X = 0.9 からポインティングフラックスの z

成分 P i
z が 1 となる L–Oモードを入射し，反射した

L–Oモードのポインティングフラックスの z 成分 P r
z

との比を反射係数 R とする．一方，最上端 X = 1.1

で透過した Zモードのポインティングフラックスの z

成分 P t
z と P i

z の比を透過係数 T とする．それぞれの

計算手法により求められる反射，透過係数の収束状態

を刻み幅を変化させることにより調べる．収束した反

射，透過係数が正確な値であるかを知る必要がある．

そこでまず，損失媒質（衝突あり）中において均質多

層分割法により反射，透過係数を計算し，衝突項 Z を

徐々に減少させ外挿法を用いて Z → 0 のときの値を

推定する．図 2 は，均質多層分割法により得られた反

射，透過係数の衝突項 Z による変化を示す．この図

の横軸は衝突項 Z，縦軸は反射，透過係数である．こ

の計算では Z を 10−2 から 10−4 まで変化させてい

る（表示は Z = 10−3 ∼ 10−4 である）．外挿法によ

り得られた Z = 0 での反射係数と透過係数はそれぞ

れ 0.16353と 0.60726である．

次に，無衝突磁化プラズマにおける反射，透過係数

を刻み幅を変化させ，均質多層分割法と積分近似法に

より求め，先ほど得られた漸近解と比較し解の収束状

図 2 均質多層分割法により得られた衝突項 Z に対する
反射，透過係数

Fig. 2 Reflection and transmission coefficients calcu-

lated by the multi-layered method as a func-

tion of the collision term Z.

態を調べる．図 3 (a)，(b)にそれぞれ均質多層分割法，

積分近似法により得られた反射，透過係数の刻み幅に

よる変化を示す．これらの図の横軸は自由空間におけ

る入射波の波長で規格化した刻み幅 dz/λ，縦軸は反

射，透過係数である．また，反射，透過係数の漸近解

を点線で示す．図 3 (a) より，均質多層分割法では刻

み幅を小さくしても反射，透過係数が振動し漸近解と

一致せず，正確な解を得ることができない．これは，

レゾナンス近傍で急激に Booker根が増大しているた

め数値不安定を引き起こすためであると考えられる．

一方，図 3 (b)より，積分近似法により求められた反

射係数は刻み幅によらずほぼ一定で漸近解に一致する．

透過係数については，刻み幅を小さくするに従って減

少し，漸近解に収束することが確認できる．積分近似

法では Booker根を使用しておらず，レゾナンスの無

限大の大きさを考慮しているため解が収束すると考え

られる．透過係数の誤差は，dz/λ = 10−3 で 3.25%，

(a)

(b)

図 3 刻み幅 (dz/λ) を変化させたときの (a) 均質多層分
割法と (b) 積分近似法により求められた反射，透過
係数

Fig. 3 Reflection and transmission coefficients calcu-

lated by (a) the multi-layered method and (b)

the integral approximation method as a func-

tion of dz/λ.
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dz/λ = 10−4 で 0.31% である．周波数や入射角等の

パラメータを変化させて調べた結果，実用的な計算時

間になることも考慮して最適な刻み幅は dz/λ = 10−4

となった．

3. 積分近似法の応用

レゾナンス点を含む無衝突磁化プラズマ中の電磁波

伝搬解析法として積分近似法が有効であることが確か

められた．積分近似法を用いた応用としてレゾナンス

における電磁波のエネルギー吸収や Zモードから L–O

モードへのモード変換が挙げられる．次に，これらの

問題について議論する．

3. 1 レゾナンスにおけるエネルギー吸収

レゾナンスにおける電磁波エネルギーの吸収につい

ては，Mjølhusによって検討されている [2], [3]．媒質

が異方性で一方向のみにゆるやかに変化する場合，磁

場と電子密度勾配のなす角と入射角 θ が小さい場合に

限って，WKB近似を用いて解析的に吸収係数を求め

ている．また，吸収係数の定義はエネルギー保存性から

吸収係数 A = 1 −反射係数 R−透過係数 T

(18)

である [1]．ここで，反射，透過係数の定義は 2.3と同

様である．本節では，レゾナンスにおける電磁波エネ

ルギー吸収に関して，Mjølhusの解析解と積分近似法

の比較を行う．この計算を行うための電子密度モデル

は単調増加のものを使用し，計算パラメータは表 1 に

示される 2.3で使用したものと同じである．計算領域

は，レゾナンス点によるエネルギー吸収をMjølhusの

解析解と比較するため 0.97 ≤ X ≤ 1.03 とする．ま

た，吸収係数は電子密度勾配を表す特性長 L を変化さ

せて求め，新しいパラメータ p = (ω/cL)1/3Y 1/2 を導

入する [2]．積分近似法と比較する吸収係数の解析解は

R1,0=e−δ−1
(
1 − e−δ1

)
(19)

δ1=
π

2

ω

c
L
(

Y

Y + 1

)1/2

·
[(

Ny −
(

Y

Y + 1

)1/2

sinα

)2

+ N2
x

]

δ−1=
π

2

ω

c
L
(

Y

Y + 1

)1/2

·
[(

Ny +
(

Y

Y + 1

)1/2

sinα

)2

+ N2
x

]

図 4 Mjølhus の解析解と積分近似法により求められたレ
ゾナンスでの吸収係数の比較

Fig. 4 Comparison between the absorption coeffi-

cient calculated by the integral approxima-

tion method and the analytic solution given

by Mjølhus.

Nx=sin θ sinφ , Ny = sin θ cosφ

である [2], [3]．ここで，θ，φ，α はそれぞれ入射波の

z 軸とのなす角，x–y 平面における方位角，磁場の z

軸とのなす角 (α = 90◦ −Dip) である．

図 4 に計算結果を示す．この図の横軸は電子密度勾

配を表す変数 p，縦軸は吸収係数である．また，✷ 印

は積分近似法で計算した結果であり，実線は式 (19)の

解析解を示している．この結果より，吸収係数はある

特性長 L でピークを持ち，L を大きく若しくは小さ

くすると吸収係数はゼロとなりレゾナンス点によるエ

ネルギー吸収がなくなることがわかる．また，積分近

似法により計算された吸収係数がMjølhusの解析解と

よく一致しており，レゾナンス点を含む場合の積分近

似法により得られた計算値が妥当であることが再確認

できた．一方，解析解である式 (19)は入射角や磁場方

向に制限があるが，積分近似法では任意の入射角，磁

場方向に対応している．このことから，レゾナンス点

における電磁波エネルギー吸収に関する解析を行う際

に，任意の入射角に対応した積分近似法が非常に有効

な手段であると考えられる．

3. 2 ZモードからL–Oモードへの線形モード変換

2.1で述べたモードカップリングのうち，X = 1 で

Zモードと L–Oモードのカップリングが存在する．こ

のカップリングはコアレッセンスであり radio window

とよばれている [8]．最初，Ellis によってイオノゾン

デでみられる Z トレースを説明するために利用され

た [12]．また，このモード変換は地球磁気圏や木星な
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どの惑星磁気圏で観測される Continuum Radiation

(CR) [13], [14]や Lobe Trapped Continuum Radia-

tion (LTCR) [15], [16] の生成に関係していると考え

られている．これらの波動の発生メカニズムは，急
しゅん
峻な電子密度勾配をもつ領域において UHR (Upper

Hybrid Resonance)周波数近傍で強められた静電波で

ある ECH (Electron Cyclotron Harmonic)波動が Z

モードの電磁波に変換され，更に X = 1(f = fp) に

おいて radio windowを介した線形モード変換により

L–O モードとして生成される [17]．この Z モードか

ら L–O モードへの変換効率を積分近似法を用いて計

算を行う．これらの波動の発生領域である地球磁気圏

内は無衝突磁化プラズマであるため，レゾナンスの影

響を考慮した積分近似法による解析が有効である．ま

た，この計算ではレゾナンスの影響を考慮しているた

め，L–O モードに変換されなかった Z モードのレゾ

ナンスにおける吸収率（係数）も求めることができる．

最初に Mjølhusの解析解が満足する条件において，

積分近似法により得られた変換，吸収係数と解析解を

比較する．Mjølhusにより導出された変換，吸収係数

の解析解は

R−1,−1 = e−δ−1 （変換係数） (20)

R−1,0 = 1 − e−δ−1 （吸収係数） (21)

である．ここで，δ−1 は式 (19)に示されている．

次に，積分近似法で用いる計算モデルを図 5 に示

す．電子密度分布は式 (22)に示す単調減少とし，最下

層から Zモードを入射し最上層で L–Oモードの上昇

波を計算する．

N(z) = N0

(
1 − z − z0

L

)
(22)

最上層で透過する L–O モードの方位角を φ，z 軸と

なす角を θ とする．Zモードから L–Oモードへの変

換係数 C は，最下層での Zモードのポインティング

フラックスの z 成分を PZ
z ，最上層での L–Oモード

のポインティングフラックスの z 成分を PL
z としてそ

の比 (C = PL
z /PZ

z ) で定義する．また，レゾナンス

を含む計算領域での電磁波エネルギーの吸収率は 3.1

の定義 (A = 1 − R − C) を用いる．計算パラメータ

を表 2 に示す．

これらのパラメータを用いて変換係数と吸収係数を

求める．図 6 に計算結果を示す．縦軸は変換，吸収係

数であり，横軸は最上端における L–Oモードの z 軸

図 5 レゾナンスを含むモード変換の計算モデル
Fig. 5 Calculation model of mode conversion includ-

ing the resonance point.

表 2 積分近似法と解析解により得られる変換係数の比較
に用いる計算パラメータ

Table 2 Calculation parameters for the compari-

son between the mode conversion coefficient

calculated by the integral approximation

method and that by the analytic solution.

入射波の周波数 f 6 kHz

電子サイクロトロン周波数 fH 4 kHz

L–O モードの方位角 φ 0◦

磁場の伏角 Dip 80◦

電子密度勾配を表す特性長 L 1000 km

とのなす角 θ である．また，実線と破線はそれぞれ変

換係数と吸収係数の解析解であり，◦ と ∗ はそれぞれ
積分近似法で計算した変換係数と吸収係数である．こ

の結果より，積分近似法で計算した変換，吸収係数が

Mjølhusの解析解とよく一致しており，積分近似法に

より正確に変換，吸収係数が求められることを確認す

ることができた．したがって，積分近似法を用いるこ

とにより任意の媒質や放射角 θ において変換，吸収係

数を求めることが可能である．以後，変換，吸収係数

は積分近似法を用いて計算する．

次に，電子密度勾配を表す特性長 L を変化させて変

換係数がどのように変化するかを調べる．この計算で

は地球磁気圏尾部における LTCRの発生を想定してい
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図 6 積分近似法と解析解により計算された変換，吸収係
数の θ 特性

Fig. 6 Conversion and absorption coefficients calcu-

lated by the integral approximation method

and the analytic solution.

表 3 モード変換の計算パラメータ
Table 3 Calculation parameters for mode conver-

sion.

入射波の周波数 f 1 kHz

電子サイクロトロン周波数 fH 200Hz

L–O モードの方位角 φ 0◦

磁場の伏角 Dip 20◦

電子密度勾配を表す特性長 L 200, 500, 1000 km

るため，表 3に示す計算パラメータを用いる [18]．図 7

に計算結果を示す．横軸は L–Oモードの z 軸とのな

す角 θ，縦軸は変換，吸収係数である．また，実線は

変換係数 C，点線は吸収係数 A を表している．radio

windowの半値幅を変換係数の最大値の半分 Cmax/2

となる角度幅と定義する．この結果から，radio win-

dowの中心軸は 22◦ であり半値幅は電子密度勾配を表

す特性長 L によって変化し，L = 1000 km，500 km，

200 kmに対してそれぞれ 13.2◦，16.4◦，24.4◦ である

ことが確認された．また，吸収係数は変換係数と逆の

特性を示している．Zモードから radio windowを介

して変換された L–O モードの電磁波は，電子密度勾

配が緩やかになるに従って変換係数が高くなり，鋭い

ビーム状で放射されることが明らかになった．

次に，L–Oモードの方位角 φ と z 軸とのなす角 θ

を変化させて変換係数の二次元分布を計算した．計算

パラメータは表 3 と同じで L = 1000 km の結果を

図 8 に示す．横軸は L–Oモードの方位角 φ，縦軸は

z 軸とのなす角 θ，変換係数を白黒の濃淡で示してい

図 7 θ に対する Z モードから L–O モードへの変換係数
とレゾナンスにおける吸収係数

Fig. 7 Conversion coefficients from Z mode to L–O

mode and absorption coefficients in the reso-

nance point as a function of θ.

図 8 Z モードから L–O モードへの変換係数の 2 次元分
布（θ − −φ 特性）

Fig. 8 2D distribution of conversion coefficients from

Z mode to L–O mode.

る．また，半値幅を白の点線で示す．電子密度勾配ベ

クトル（z 軸）と磁場ベクトルが作る面（y–z 平面）

からなす角 (φ) 方向の半値幅は 19.8◦ となる．この結

果より，Zモードから変換した L–Oモード波は φ 方

向に長軸をもつだ円状に放射していることが明らかに

なった．

4. む す び

無損失な不均質磁化プラズマ中のレゾナンスを含む

場合の電磁界計算法として，不均質多層分割媒質を積

分による解析解の接続で求める積分近似法を提案した．

この計算手法では，遷移行列を積分形で表すことによ

り特異性を取り除きレゾナンスの取扱いを可能とした．

積分近似法の有効性を確かめるために，マトリックス

法による損失媒質における解を衝突項 Z → 0 の極限
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として得られる漸近解と比較した．その結果，無損失

媒質でレゾナンスを含む場合でも，刻み幅を小さくす

ることによって積分近似法で得られる解が収束するこ

とを確認した．また，最適な刻み幅を決定することが

できた．

積分近似法を用いた応用として，レゾナンスにおけ

る電磁波エネルギーの吸収と Zモードから L–Oモー

ドへの線形モード変換が挙げられる．レゾナンスにお

けるエネルギー吸収については，制限された条件のも

とで得られるMjølhusの解析解と積分近似法の計算値

を比較した結果，非常によい一致が確認された．積分

近似法では入射角や磁場のなす角が任意に設定できる

ため，レゾナンス点における電磁波エネルギー吸収を

利用したプラズマ加熱等の解析に有効な手段であると

いえる．一方，線形モード変換の解析には，レゾナン

スの影響を含めて地球磁気圏でみられる LTCR の生

成メカニズムに適用した．今後，地球及び惑星磁気圏

で観測される波動の発生メカニズムの解明に応用され

ると考えられる．
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付 録

1. 積分近似法の導出

式 (15) で示される行列 T̃i の各要素の積分は，式

(16)で示される電子密度分布の場合，以下のように表

される．この積分は衝突項 Z を含めて積分し，その極

限 (Z → 0) から求めている．

K11
i =1 − j

k0

a

α0S

δ0

[
∆X +

1 − Y 2

δ0
∆τ

]
(A·1)

K12
i =j

k0

a

β∗
0S

δ0

[
∆X +

1 − Y 2

δ0
∆τ

]
(A·2)

K13
i =0 (A·3)

K14
i =−j

k0

a

[
∆X +

S2(1 − Y 2)

δ0
∆τ

]
(A·4)

K21
i =K24

i = 0 (A·5)
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K22
i =1 (A·6)

K23
i =−j

k0

a
∆X (A·7)

K31
i =j

k0

a

[
1

2(1 − Y 2)

(
α0β0

δ0
+ γ∗

0

)
∆X2

+
α0β0

δ2
0

∆X +
α0β0(1 − Y 2)

δ3
0

∆τ

]
(A·8)

K32
i =−j

k0

a

[
1

2(1 − Y 2)

{
β0β

∗
0

δ0
− (1 −m2Y 2)

}

·∆X2 +

(
β0β

∗
0

δ2
0

+ 1 − S2

)
∆X

+
β0β

∗
0 (1 − Y 2)

δ3
0

∆τ

]
(A·9)

K33
i =1 (A·10)

K34
i =j

k0

a

Sβ0

δ0

[
∆X +

1 − Y 2

δ0
∆τ

]
(A·11)

K41
i =−j

k0

a

[
1

2(1 − Y 2)

{
α0α

∗
0

δ0
− (1 − l2Y 2)

}

·∆X2 +

(
α0α

∗
0

δ2
0

+ 1

)
∆X

+
α0α

∗
0(1 − Y 2)

δ3
0

∆τ

]
(A·12)

K42
i =j

k0

a

[
1

2(1 − Y 2)

(
α∗

0β
∗
0

δ0
+ γ0

)
∆X2

+
α∗

0β
∗
0

δ2
0

∆X +
α∗

0β
∗
0 (1 − Y 2)

δ3
0

∆τ

]
(A·13)

K43
i =0 (A·14)

K44
i =1 − j

k0

a

Sα∗
0

δ0

[
∆X +

1 − Y 2

δ0
∆τ

]
(A·15)

ここで，α0，β0，γ0，δ0 は磁場ベクトルの方向余弦

を B0 = (l,m, n)とすると

α0=Y 2nl − jY m (A·16)

β0=Y 2mn− jY l (A·17)

γ0=Y 2lm− jY n (A·18)

δ0=1 − n2Y 2 (A·19)

であり，α∗
0，β∗

0，γ∗
0 は共役複素数である．また，∆X，

∆X2，∆τ は

∆X = a(zi+1 − zi) (A·20)

∆X2 = a(z2
i+1 − z2

i ) + 2ab(zi+1 − zi) (A·21)

∆τ = log

∣∣∣∣∣∣∣
azi+1 + b− 1 − Y 2

1 − n2Y 2

azi + b− 1 − Y 2

1 − n2Y 2

∣∣∣∣∣∣∣
−j

π

2
sgn{n2Y 4 − (3n2 − 1)Y 2 + 1}{

sgn

(
azi+1 + b− 1 − Y 2

1 − n2Y 2

)

−sgn

(
azi + b− 1 − Y 2

1 − n2Y 2

)}
(A·22)

である．ここで，sgn(x) は x の符号をとる．
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