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The main objective called as the population-based optimization techniques is to find a global minimum.

However, it is sometimes preferable to find multiple optima in the engineering design. The Adaptive

Range Particle Swarm Optimization (ARPSO) to find multiple optima is proposed in this paper. The

active search domain range of the ARPSO is only one, however, many active search domain ranges to

find multiple optima are generated in the proposed approach. At first, the many active search domain

ranges are generated by the paired particles, and the procedure of the ARPSO is applied. Then, the

paired particles find local or global minimum separetely. Many active search domain ranges are some-

times integrated through the search process. The detail procedure to integrate the active search domain

ranges is also explained in this paper. It is possible to find multiple optima with high accuracy by the

proposed approach. The validity of proposed method is examined through numerical examples.
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　進化的計算手法の一つであるP a r t i c l e  S w a r m

Optimization(PSO)は，探索点（Particle)が持つ最良の情

報（p - b e s t ) と，探索点から形成されるグループ

（Swarm)の最適値（g-best)から，過去の探索履歴を考

慮して連続変数の多峰性関数の大域的最適解もしくは

次善の局所的最適解を求める多点同時探索型の手法で
(1)

ある ．また，筆者らは，精度の高い最適解を得るた

めの方法の一つして，各設計変数の平均・標準偏差を

利用して，探索状況に応じて探索領域が適宜変更する

領域適応型PSO(ARPSO)を提案し，数値計算を通じて
(2)

その有効性を検討した ．

　多くの最適化手法の目的は，精度の高い大域的最適

解を如何にして少ない計算コストで発見するかという

点に重点が置かれており，探索過程における複数の局

所的最適解の発見に関しては，あまり重点が置かれて

いないと思われる．しかし，最適化手法を活用して最

適設計を行う場合，複数の最適解を得るということ

は，次のような利点を含むものと考えられる．

（1）設計者は多くの設計案を持つことができ，その

中から，最終案を決定することもできる．

（2）設計変数や設計パラメータの変動に対して，ロ

バストな解，すなわちロバスト最適解を求めることは

有用であると考えられ，複数の最適解の中にロバスト

最適解が含まれる可能性がある．

（3）多目的最適化問題において，対話型手法を用い

てパレート最適解を求める場合，複数の最適解におけ

る目的関数値が希求水準値の候補と成りうる．

　複数の最適解を求める方法としては，免疫アルゴリ
(3)

ズム（IA)による方法 ，遺伝的アルゴリズム（GA）
(4) (5)

の適合度を調節する方法 ，筆者らの方法 ，シェアリ
(6)

ングの導入による方法 などが挙げられよう．また
(7),(8)

PSOでは，文献等の方法 がある．シェアリングの導

入による複数の最適解探索は，一見すると非常に簡単

と思われるが，パラメータの調整に関して，一定の指

針を構築することは困難である．また筆者らの方法

は，関数の感度を利用するため，関数の感度を用いな

いPSOに感度計算を含ませることは望ましくない．一

方，PSOによる複数の最適解探索法に注目すると，文

献（7）の方法は，基本的にはトンネリング・アルゴ
(9),(10)

リズム（TA)の変形であり ，さらにパラメータの設定
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に関する指針が与えられてない．また文献（8）の方

法は，探索点がペアを組むことにより，問題に内在す

る複数の最適解を求める方法であるが，一定の探索回

数でペアの解除を行うため，ランダムサーチに近い方

法となっており，また新たなパラメータを導入してい

る点，速度の更新式が2章で示す一般的な式とは異な

るなど，単一目的の下でのPSOを遵守したものとは言

い難い．しかし，探索点がペアを組み，探索を行うと
(11)

いう考え自体は，PSOの基本的な性質 を積極的に活

用したものであるとも言え，大いに注目すべき点であ

る．

　以上をまとめると，文献(1)等で言われている一般

的なPSOを遵守しつつ，複数の最適解を求めるアルゴ

リズム開発に関して，注意事項をまとめると次のよう

になると思われる．

（1）パラメータを増加させないこと．仮にパラメー

タを増加させるのであれば，どのような効果があるの

かを示し，さらに設定指針を明確に説明できること．

（2）感度（勾配）計算を導入しないこと．

（3）PSOとGAは根本的に考え方が異なるため，PSO

の中にGAのような考え（ルーレット選択や突然変異

等）を取り入れるような方法は避けること．

（4）パラメータ設定に関しては，可能な限り単一目

的の下でのPSOのパラメータ設定を用いること．
(12)

　特に上記（4）に関しては，PSOが離散力学系 であ

ることから，その安定性解析を行うことにより，パラ

メータの設定範囲やその効果が数値実験的に説明され
(13)

ているため ，いたずらにパラメータ設定を変更すべ

きではないとの立場を取るものである．

　そこで，本論文では，文献（8）で提案された探索

点がペアを組むという考え方と，筆者らが提案した

ARPSOを併せることにより，問題に内在する複数の局

所的最適解と大域的最適解を同時に求めるアルゴリズ

ムを開発し，数値計算を通じて，その有効性を検討す

る．以降，2章において，PSOと本論文で着目したPSO

の基本的性質について述べる．3章で，本論文で提案

する方法について記述し，4章にそのアルゴリズムを

示す．5章の数値計算例では，探索領域の可視化のた

め，2変数多峰性関数問題を扱い，本論文で提案する

方法を説明し，結言を述べる．
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　PSOでは各探索点が「位置」と「速度」を持ち，集

団で探索を行い，各探索点の位置と速度を更新しなが

ら，最適解を探索する．

　　　　2. 12. 12. 12. 1　　　　位置位置位置位置とととと速度速度速度速度のののの更新更新更新更新　 k 回目の探索において，

探索点 d の位置 k
dx と速度 k

dv を用いて， 1k + 回目の位

置 1k
d
+

x と速度 1k
d
+

v は，次の式を用いて更新される．

1 1k k k
d d d
+ += +x x v (1)
1

1 1 2 2( ) ( )
k k k k k k
d d d d g dw c r c r
+ = + − + −v v p x p x (2)

式（2）において， 1r と 2r は[0,1]の乱数である．また

1c と 2c はパラメータであり，力学系の安定性解析より

1 2 4c c+ ≤ (3)

となるように， 1c と 2c は決められている．一般的には

1 2 2c c= = が用いられている． w は慣性項と呼ばれるパ

ラメータであり，次式のように線形的に減少すること
(13)

により，探索点の多様性と集中化を達成している ．

max max min max( )w w w w k k= − − × (4)

 式（4）において max 0.9w = ，
min 0.4w = が一般的には用

いられており， maxk は最大探索回数である．式（2）中

の k
dp は，探索点 d が k 回目までの探索において，今ま

でで訪れた最良の解(p-best)を表す．一方， k
gp は k 回

目の探索における群れ全体の中での最良の解(g-best)

を表す．式（1）,（2）を用いて探索点を更新するモ

デルは通常，g-bestモデルと呼ばれる．また式（2）

中の k
gp を， k 回目までの探索で目的関数値を最良にし

た探索点 gp で置き換えたモデル，すなわち k
dp の中か

ら目的関数値を最もよくする点をg-bestとするモデル

は，最良値保存型モデルと呼ばれる．PSOの基本アル

ゴリズムは文献（2）等を参照されたい．

　2.22.22.22.2　　　　PSOのののの基礎的性質基礎的性質基礎的性質基礎的性質　PSOでは最低2つの探索点

があれば，探索可能である．式(1),(2)を変形すると

次式が得られる．

1
( )

k k k k

d d d dw α+ = + + −x x v q x (5)

1 1 2 2c r c rα = + (6)

1 1 2 2

1 1 2 2

k k

d gc r c r

c r c r

+
=

+

p p
q (7)

　式（5）はPSOが感度を用いた最適化手法との類似

構造をもっていることを示しており，探索方向ベクト

ルは k

d−q x で与えられることを示している．またα は

確率的ステップ幅を表していると考えられる．また q

は k
dp と k

gp を内分する点を表しており，最良値保存モ

デルでは，必ず

( ) ( )k

g df f≤p p

という関係が成立する．ここで，図1(a)と図1(b)に示

すように，二つの探索点が凸空間と非凸空間に存在す

る場合，すなわち探索点がペアを組んだ場合を考え

る．探索点がペアを組めば，どちらか一方が必ずg -

bestとなり，その結果，図1(a)の場合は目的関数を改

善する方向に探索点は移動し，図1(b）の場合は目的

関数を改悪する方向への移動を許容することで，局所



的最適解からの脱出が可能となる．上記の点が，GA等

の多点同時探索型最適化手法では陽に説明できない点

であり，PSOの基礎的性質である．

　2.32.32.32.3　　　　領域適応型領域適応型領域適応型領域適応型PSO（（（（ARPSO))))　領域適応型PSO

は各設計変数の平均と標準偏差を用いて，有効な探索

領域を決め，精度の高い最適解を得ることを目的に開

発された方法である．以下，その概略についてまとめ

る．

　2.3.12.3.12.3.12.3.1　　　　有効有効有効有効なななな探索領域探索領域探索領域探索領域のののの決定決定決定決定　ARPSOでは，図2

に示す正規分布を基調とし，この正規分布縦軸の値 a

と i 番目の設計変数 ix の平均 iµ と標準偏差 iσ を用い

て，有効な探索領域を以下のように決める．

2 2
2 log 2 logL R

i i i i ia x aµ σ µ σ− − ≤ ≤ + − (8)

 式（8）中の L

iσ と R

iσ は左右別々に与えられる i 番目

の設計変数の標準偏差を表す．

　2.3.22.3.22.3.22.3.2　　　　最良値最良値最良値最良値のののの保存保存保存保存　ARPSOでは有効な探索領域

が直前の探索における探索点の情報を利用して決定さ

れ，有効な探索領域が探索回数毎に可変する可能性が

ある．そのため，過去の探索において目的関数を最良

にする探索点の設計変数の情報も失われてしまう．そ

こで，過去の探索において目的関数を最良にする探索

点は必ず有効な探索領域に入るように以下の操作を行

う．なお以下の記述において best

ix とは， gp の i 番目の

成分を表す．例えば， best

ix が探索領域の右側に位置す

るとき，すなわち

2
2 logR best

i i ia xµ σ+ − < (9)

のときは，

2

,

( )

2 log

best
R i i
i new

x

a

µ
σ

−
= − (10)

として，右側の標準偏差を変更して，新しい有効な探

索領域を式（8）により求める．一方， best

ix が探索領域

の左側に位置するときは， ,

L

i newσ を同様に求め，新しい

有効な探索領域を決定する．このような操作は，側面
(2)

制約条件の対処にも用いられる ．

　2 . 3 . 32 . 3 . 32 . 3 . 32 . 3 . 3 　　　　探索回数探索回数探索回数探索回数にににに応応応応じたじたじたじた探索領域探索領域探索領域探索領域のののの設定設定設定設定　式

（8）中の aを以下のように更新することにより，有効

な探索領域が探索回数に応じて狭くなる．

min max min max( )a a a a k k= + − × (11)

　そのため，精度の高い最適解を得ることが可能とな

る． maxa と
mina はパラメータであるが，その設定方法

については，文献(2)を参照されたい．
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　　　　3.13 .13 .13 .1　　　　問題設定問題設定問題設定問題設定　本論文では，側面制約条件の下で

単一の目的関数を最小化する問題を対象とする．

Find  
1 2( , , , )Tndvx x x=x ⋯ (12)

Such  as

( ) minf →x (13)

Subject  to

L U

i i ix x x≤ ≤  1, 2, ,i ndv= ⋯ (14)

　上式において， x は設計変数ベクトル， ndv は設計

変数の数を表す． ( )f x は連続変数から成る最小化すべ

き目的関数であり， L

ix と U

ix は i 番目の設計変数に直接

課せられる側面制約条件の下限値と上限値である．ま

た最適解探索に必要な探索点の総数を agent と表記す

る．

　　　　3 . 23 . 23 . 23 . 2 　　　　有効有効有効有効なななな探索領域探索領域探索領域探索領域のののの設定設定設定設定　初期探索（ 1k = ）

では，探索点の位置および速度はランダムに決定され

る．そこで式（1），（2）により探索点の位置および

速度を更新し，

1k k= + (15)

として，探索回数 k を増加する．次に 2k = において，

Fig.2 The active search domain of i-th design variable
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設計変数空間において，最近隣にある探索点同士がペ

アを組む．そして，ペアを組んだ二つの探索点の各設

計変数の平均値と標準偏差を求め，ペアを組んだ探索

点同士の有効な探索領域を式（8）を用いて決定する

（図3）．

　図3中の •は探索点を表しており，四角で囲まれた領

域が，ペアを組んだ探索点の有効な探索領域を示して

いる．ペアを組むため，探索点数は偶数でなければな

らないが，これは2.2節で述べた通り，PSOの基礎的性

質を活用するための制約である． 2k = で生成される有

効な探索領域
IA の数は 2agent 個となる．最近隣の点

とペアを組むことにより，式（8）中の標準偏差は小

さくなることが予想され，探索が進めば有効な探索領

域
IA は小さくなるものと考えられる．そのため，複数

の最適解を求めることが期待できる．

　　　　3 . 33 . 33 . 33 . 3 　　　　各探索領域内各探索領域内各探索領域内各探索領域内のののの最良値最良値最良値最良値のののの保存保存保存保存　本論文で

は，最適解の探索に対してARPSOを用いるため，探索

領 域 は 可 変 で あ る ． 有 効 な 探 索 領 域
IA

（ 1,2, 2I agent= ⋯ ）において，目的関数値を最良にす

る探索点を ,g Ip （ 1,2, 2I agent= ⋯ ）と表記すれば，各

探索領域
IA 内に存在すると考えられる最適解探索の精

度の向上を狙うために，2.3.2項に従い， ,g Ip を必ず各

探索領域
IA に入れる．

　3 . 43 . 43 . 43 . 4 　　　　有効有効有効有効なななな探索領域探索領域探索領域探索領域のののの結合結合結合結合　有効な探索領域
IA

内に含まれる ,g Ip が図4(a)に示すように，共通な領域

（図4(a)中の斜線部）に存在する場合を考える．

　図4(a)において， •は探索点，▲は各探索領域
IA 内

の ,g Ip を表している．ここでは簡単のため，
IA が二つ

（
1A および

2A ）あり，各
IA 内の ,g Ip をそれぞれ ,1gp ，

,2gp と表記する．また

,1 ,2( ) ( )g gf f<p p (15)

であったとする．

　図4に示すように， ,1gp と ,2gp が
1A と

2A の共通な領

域（図4(a)の斜線部）に存在する場合，
1A と

2A を結

合して，図4(b)に示す新たに有効な探索領域 newA を作

成する．ここで newA を作成する場合，単に
1A と

2A を総

和した領域を新たな探索領域とするのではなく，必ず

1A と
2A に存在する探索点の各設計変数の平均値と標

準偏差を計算して，式（8）により newA を決定する．

newA の目的関数値を最良にする探索点に関しては，式

（15）の関係から ,1gp が newA の最良値となる．また，

図4 の例において newA に含まれる探索点数は４とな

る．すなわち，新たに生成される探索領域 newA の探索

点数は，結合する二つの探索領域に含まれる探索点数

の和となる．また2.2節と3.2節で記述している通り，

有効な探索領域に含まれる探索点数は常に偶数とな

る．

　ここで有効な探索領域の結合について，探索初期段

階で有効な探索領域の結合が起きた場合と，探索終盤

で有効な探索領域の結合が生じた場合について，それ

ぞれ考えてみる．

　探索初期段階で有効な探索領域の結合が起きた場

合，新たに生成される有効な探索領域は，比較的大き

くなると考えられる．これは，新たに生成される有効

な探索領域の設定を式（8）を用いて決めており，新

たに生成される有効な探索領域内の探索点間の標準偏

差が比較的大きいものと考えられ，結果的には大域的

最適解の探索能力を高めるものと考えられる．一方，

探索終盤で有効な探索領域が結合する場合は，有効な

探索領域内の探索点間の標準偏差は比較的小さいもの

と考えられ，新たに生成される有効な探索領域は比較

的小さくなるものと考えられ，結果的には局所的最適

解の探索能力が向上するものと思われる．すなわち，

有効な探索領域の結合を導入することにより，大域的

最適解および局所的最適解を同時に探索する能力が向

上するものと期待できる．

4444 ．　．　．　．　アルゴリズムアルゴリズムアルゴリズムアルゴリズム

　本論文で提案する複数に最適解を求めるための

ARPSOを以下に記述する．

（STEP1 ) 探索点数 agent ，最大探索回数 maxk を決定

し，探索点の位置および速度を，側面制約条件内にラ

ンダムに決める．探索回数 1k = とする．式(1),(2)を

用いて探索点の位置および速度を更新する． 1k k= +

Fig.3 The active search domain ranges by the paired particles
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とする．

（STEP2)設計変数空間において，探索点間の距離を計

算．最近隣に位置する探索点同士がペアを組む．

（STEP3)ペアを組んだ探索点に対し，各設計変数の平

均と標準偏差を計算し，式（8）によりペア毎の有効

な探索領域
IA （ 1,2, 2I agent= ⋯ ）を決定．

（STEP4)各設計変数の標準偏差をチェックする．もし

標準偏差の最小値を下回っている場合は，標準偏差の

最小値とする．

,min ,min

L L

i i i iσ σ σ σ< ⇒ = (16)

,min ,min

R R

i i i iσ σ σ σ< ⇒ = (17)

なお，標準偏差の最小値は各設計変数の側面制約条件
(2)

を利用して決められる ．

（STEP5)有効な探索領域
IA 内におけるp-best ,

k

d Ip と

IA 内において目的関数値を最良にした ,g Ip を求める．

（STEP6)ペア毎の有効な探索領域
IA に，共通した領

域があり，さらに ,g Ip が共通した領域内に存在する場

合は領域を結合し，式（8）により新たに生成される

有効な探索領域を設定する．また有効な探索領域の数

を 1I I= − とする．

（STEP7)
IA 内の探索点の位置と速度を式(1),(2)によ

り更新．

（STEP8)慣性項 wを式（4）により更新．また式(8)中

の aを式(11)により更新．

（STEP9)最大探索回数 maxk 以下なら， 1k k= + として

STEP3へ戻る．そうでなければ，探索終了する．

　4 . 14 . 14 . 14 . 1 　　　　本論文本論文本論文本論文でででで提案提案提案提案するするするする方法方法方法方法のののの特徴特徴特徴特徴　本論文で提

案する複数の局所的最適解と大域的最適解を同時に求

めるためのARPSOでは，以下のような特徴を持つ．

（1）パラメータの増加がない：　シェアリングパラ

メータを別途設定する必要なく，単一目的関数下にお

けるPSOを遵守しており，複数の最適解を求めること

が可能である．例えば文献（6）では，GAで用いられ

るシェアリングパラメータ shareσ の推奨式として，

2

1
( )

2

ndv U L

i ii

share
ndv

x x

q
σ =

−
=
∑

(18)

が挙げられている．ここで， q は求めたい最適解の数

を表している．この方法では， q 値を事前に設定しな

ければならない．一方でPSOの探索点数について，文

献（14）によれば20～30がよいとされていることを踏

まえれば，本論文で提案する方法では，例えば探索点

数が20の場合，最大で10個の最適解を発見することが

初めから制約されてしまい，結果的には式（18）中の

q 値を用いていることと同じであると思われる．しか

し，本論文では2.2節で述べたPSOの性質を活用したも

のであり，本質的なパラメータの増加がない．

（2）PSOの基礎的性質を遵守している：　2.2節で記

述した通り，PSOは最低二つの探索点があれば，探索

可能であり，探索点同士がペアを組むことにより生成

された有効な探索領域内に存在すると考えられる局所

的もしくは大域的最適解の探索を可能としている．

（3）有効な探索領域の結合：　本論文で提案するア

ルゴリズムでは，複数の有効な探索領域が生成される

が，3.4節で述べた方法により，有効な探索領域が結

合することもある．有効な探索領域が結合しなけれ

ば，多峰性関数の最適解を複数見つけることが期待で

き，一方で凸関数に対しては，各有効な探索領域が結

合することにより，最適解を求めることができる．さ

らに探索初期段階で有効な探索領域の結合が起きた場

合，幅広い探索が可能となることもあり，大域的最適

解の探索能力の向上が可能となると考えられる．一

方，探索終盤で探索領域が結合する場合は，局所的最

適解の探索能力が向上するものと考えられる．すなわ

ち，進化的計算法で重要とされている探索点の多様性

と集中化が行われている．

5555 ．　．　．　．　数値計算例数値計算例数値計算例数値計算例

　数値計算例を通じて，本論文で提案する方法の有効

性を検討する．式（1 1 ）中のパラメータ maxa と
mina

は，それぞれ次のように設定した．

5

min 1.0 10a −= × (19)

max 0.882a = (20)

　5 . 15 . 15 . 15 . 1 　　　　2222 変数多峰性関数変数多峰性関数変数多峰性関数変数多峰性関数　有効な探索領域の変動を

可視化するため，次の簡単な多峰性関数の最適解を求
(15)

める問題を考える ．
2 2

1 2( ) 0.5exp { ( 2) ( 2) } 2f x x = − − + − + x

2 2

1 21.0exp { ( 2) ( 2) } 2x x − − + − − 
2 2

1 21.5exp { ( 2) ( 2) } 2x x − − − − + 
2 2

1 22.0exp { ( 2) ( 2) } 2 minx x − − − − − →  (21)

5 5− ≤ ≤x (22)
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Fig.5 Behavior and contour of objective function
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　この関数の大域的最適解 Gx および局所的最適解
Lx

はそれぞれ，次のようになる．

(2, 2)TG =x 　 ( ) 2.0Gf = −x (23)

(2, 2)TL = −x  ( ) 1.5Lf = −x (24)

( 2,2)TL = −x 　 ( ) 1.0Lf = −x (25)

( 2, 2)TL = − −x  ( ) 0.5Lf = −x (26)

　関数の様相と等高線を図5に示す．なお図5右の • は

大域的最適解および局所的最適解を表している．

　探索点数を20，すなわち最大で10個の最適解を求め

ることを目的とし，最大探索回数を max 100k = とした．

単一目的のPSOやARPSOでは，2000回の計算コスト

（ファンクションコール：一般には探索点数と最大探

索回数の積で与えられる）で一つの大域的最適解を求

めることが目的となるが，本論文で提示する手法で

は，同じ計算コストで複数の最適解を求めることが目

的となる．

　この問題において，複数の最適解の探索過程の一例

を図6に示す．探索初期段階では10個の有効な探索領

域が生成されるが，いくつかの有効な探索領域が重な
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Fig. 6 Search process to find multiple optima
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り，見づらいため，探索回数 5k = 以降の様子を図6(a)

～(d)に示す．図6中の四角で囲まれた領域が有効な探

索領域であり， • は各有効な探索領域内における目的

関数値を最良にする探索点を表している．

　図6 ( a ) では，有効な探索領域が6 個生成されてい

る．（つまりこの時点で，4個の有効な探索領域が結

合されていることになる．）次に図6(b)において，図

6(a)と比較すれば，図6(a)の有効な探索領域1と2が結

合し，図6(b)中の新しい有効な探索領域1が生成され

ている．同様に，図6(a)の有効な探索領域5と6が結合

し，図6(b)中の新しい有効な探索領域5が生成されて

いる．探索回数を重ねる毎に，有効な探索領域の結合

と生成が繰り返し行われ，図6(c)では，局所的最適解

付近に有効な探索領域が生成されていることがわか

る．そして図6(d)において，有効な探索領域が徐々に

探索領域が狭くなっていることがわかる．最終的には

図5中の •で示す大域的および局所的最適解に探索点が

集中した．

　次に，すべての探索点間の多様性の評価の一つの指

標として， 30k = までの各設計変数の標準偏差の履歴

を図7，図8に示す．両図中にある縦の破線は，有効な

探索領域が結合したときの探索回数を表している．両

図において，各グループにおける有効な探索領域の標

準偏差の平均は，探索が進めば徐々に小さくなってお

り，これは，各グループが精度の高い最適解を見つけ

るように動いていることを示す結果である．また，有

効な探索領域が結合した箇所では，各設計変数の標準

偏差の履歴において，凸凹が生じていることがわか

る．一方で，図6に示したように，最適解の存在箇所

がばらついているため，すべての探索点の標準偏差の

平均は，ある一定値に収束しており，探索点の多様性

が維持されていることがわかる．すなわち，多点同時

探索型最適化手法に望まれる探索点の多様性維持と集

中化が，本論文で提案した手法では同時に達成されて

いることがわかる．

　5 . 25 . 25 . 25 . 2 　　　　ベンチマークベンチマークベンチマークベンチマーク問題問題問題問題へのへのへのへの適用例適用例適用例適用例　本論文で提

案する方法を表1 に示すベンチマーク問題へ適用し

た．設計変数の数はすべて1 0 とし，最大探索回数を

max 500k = とした．

　すべての数値計算例において，探索点の数を20と30

にして，それぞれ1 0 回の試行を行い，最終的に見つ

かった最適解の数を表2 から表4 に示す．各表におい

て，「Best」,「Worst」はそれぞれ，10回の試行中で

得られた最大，最小の最適解の数を表しており，

「Average」は得られた最適解の平均数を表している．

これらの結果から，複数の最適解が得られていること

がわかる．なお，得られた最適解に関しては，PSOが

関数の感度を用いていないため，解の最適性が不明で

Table 1 Test functions

No. Name Objective function Side constraints

1 2
n
 minima

2 Griewank

3 Rastrigin

4 2

1

( ) ( 16 5 )
ndv

i i i

i

f x x x
=

= − +∑x

2

1 1

1
( ) 1 cos

400

ndvndv
i

i

i i

x
f x

i= =

 
= + −  

 
∑ ∏x

( )2

1

( ) 10cos(2 ) 10
ndv

i i

i

f x xπ
=

= − +∑x 5.12 5.12− ≤ ≤x

10 10− ≤ ≤x

10 10− ≤ ≤x

Table 2 Result of 2n minma function

Number of agent Number of Optima

Best 10

Worst 8

Average 9

Best 14

Worst 9

Average 12

20

30

Table 3 Result of griewank function

Number of agent Number of Optima

Best 8

Worst 4

Average 6

Best 10

Worst 5

Average 7

20

30

Table 4 Result of rastrigin function

Number of agent Number of Optima

Best 8

Worst 4

Average 7

Best 12

Worst 5

Average 9

20

30



ある．そこで，解の最適性を検討するため，得られた

すべての最適解に対して，その点を初期点として，汎

用最適設計ソフトウェアDOTを用いて，再度最適解の

探索を計算し，その最適性を確認している．また，表

1に示したベンチマーク問題においては，すべての試

行で大域的最適解を見つけることができた．

　5.35.35.35.3　　　　重量最小化設計重量最小化設計重量最小化設計重量最小化設計へのへのへのへの適用適用適用適用　文献(16)のI字断

面はりの重量最小化設計を考える．設計変数は図9(b)

に示す
1 1( )t x= ，

2 2( )t x= ， 3( )b x= ，
4( )h x= であり，す

べて連続変数である．最適設計問題は次のように定式

化される．

1 3 2 4( ) (2 ) minf x x x x L= + →x (27)

8

1

1 3 2 4

cos sin
( ) 10 0

2

P PL
g

x x x x Z

θ θ
= + − ≤

+
x (28)

2 2

3 1 4 4 3 2
2 3 3

3 1 4 4 3 2

(2 ) ( )3 cos
( )

2 (2 ) ( )

x x x x x xP
g

x x x x x x

θ + − −
=

+ − −
x

76.00 10 0− × ≤ (29)

3

3( ) sin 3 0.015 0g PL EIθ= − ≤x (30)

2

4 ( ) cos 4 0g P EI Lθ π= − ≤x (31)

10.10 1.00x≤ ≤ (32)

20.10 1.50x≤ ≤ (33)

310.0 100x≤ ≤ (34)

40.10 15.0x≤ ≤ (35)

　ただし 70[ ]P kN= , 150[ ]L cm= , 4θ π= , 200[ ]E GPa=

であり，またI字断面はりの断面二次モーメント I と断

面係数 Z は

3 3

3 1 4 4 3 2(2 ) ( )

12

x x x x x x
I

+ − −
= (36)

3 3

3 1 4 4 3 2

1 4

(2 ) ( )

6(2 )

x x x x x x
Z

x x

+ − −
=

+ (37)

で与えられる．大域的最適解 Gx と目的関数値は

(1.00,0.5218,50.4437,15.0) [ ]T

G cm=x (38)

3( ) 16307.20[ ]Gf cm=x (39)

である．

　この問題は，実行可能領域内に複数の最適解が存在

する多峰性設計問題である．探索点数を30，最大探索

回数を500とし，10回の試行を行った．制約条件であ

る式(28 )～(31 )は，文献(2)の方法を用い，ペナル

ティ関数として扱った．結果の一例を表5に示す．ま

た，各試行において得られた最適解の中で，最も目的

関数値のよかったものを表6に示す．

　表5より，大域的最適解と複数の次善の局所的最適

解が得られており，また表6より，すべての試行にお

いて，精度の高い最適解が複数得られていることがわ

かる．

　5. 45. 45. 45. 4　　　　今後今後今後今後のののの検討課題検討課題検討課題検討課題　本論文で示した数値計算例

に限れば，大域的最適解と複数の局所的最適解を見つ

けることができたが，例えば表1に示したベンチマー

ク問題において，設計変数の数がさらに増加した場合

は大域的最適解を見つけることができない試行もあっ

h

t1b

t2

P

θ x

y
A

A

L

Fig.9 Minimum weight design of cantilever bean

(b) Cross section(a) Cantilever beam

Table 6 The results through 10 trials and best solution

Trial
Number of

Optima
x 1(t 1) x 2(t 2) x 3(b ) x 4(h ) g 1(x ) g 2(x ) g 3(x ) g 4(x ) obj.

1 2 1.00000 0.52181 50.44377 15.00000 0.00000 0.00000 -1.06915 -14452173.29 16307.20

2 4 1.00000 0.52181 50.44377 15.00000 0.00000 -0.00012 -1.06915 -14452173.29 16307.20

3 5 1.00000 0.52181 50.44377 15.00000 0.00000 -0.00042 -1.06915 -14452173.29 16307.20

4 4 1.00000 0.52181 50.44377 15.00000 -0.00003 -0.00054 -1.06915 -14452173.32 16307.20

5 2 1.00000 0.52181 50.44377 15.00000 -0.00029 -0.00904 -1.06915 -14452173.65 16307.20

6 4 1.00000 0.52181 50.44377 15.00000 0.00000 -0.01305 -1.06915 -14452173.22 16307.20

7 5 1.00000 0.52181 50.44378 15.00000 -0.00249 -0.00042 -1.06915 -14452176.90 16307.21

8 5 1.00000 0.52181 50.44378 15.00000 -0.00267 -0.00378 -1.06915 -14452177.15 16307.21

9 3 1.00000 0.52181 50.44378 15.00000 -0.00196 -0.01687 -1.06915 -14452175.84 16307.21

10 5 1.00000 0.52191 50.44446 15.00000 -0.17985 -1.11548 -1.06916 -14452428.37 16307.63

Table 5 Objective and constraints at some optimal solutions

Number of

optima
x 1(t 1) x 2(t 2) x 3(b ) x 4(h ) g 1(x ) g 2(x ) g 3(x ) g 4(x ) obj.

1 1.00000 0.52181 50.44377 15.00000 0.00000 -0.00012 -1.06915 -14452173.29 16307.20

2 0.50514 0.53938 100.00000 15.00000 0.00000 -4.18957 -1.04308 -13605493.43 16367.95

3 1.00000 0.81605 49.73285 15.00000 -0.10797 -2134.76246 -1.06888 -14433833.94 16755.96

4 1.00000 1.50000 48.09136 15.00000 0.00000 -3860.84467 -1.06829 -14394305.61 17802.41



た．これは，探索点がペアを組んで生成する有効な探

索領域が設計変数空間において非常に離れていて有効

な探索領域が全く結合しなかったり，有効な探索領域

が設計変数空間において非常に近くにあり，探索の早

期段階で結合してしまったためである．このような状

況を避けるために，有効な探索領域の結合もしくは分

解というような仕組みを取り入れ，大域的最適解探索

能力の向上を図る必要があると考えている．

6666 ．　．　．　．　結言結言結言結言

　本論文では，PSOが2つの探索点が存在すれば最適解

の探索が可能であるとの点に着目し，筆者らが開発し

た領域適応型Particle Swarm Optimization(ARPSO)を基調

とし，複数の最適解を同時に求めるアルゴリズムを提

案した．提案したアルゴリズムでは，探索のはじめ

に，設計空間内において，最近隣にある探索点同士が

ペアを組むことにより，有効な探索領域を決定し，各

有効な探索領域に含まれる探索点が最適解を探索する

方法である．本論文で提案した方法は，従来の多点同

時探索型最適化手法において一つの最適解を求めるた

めに要する計算コスト（一般には探索点数と最大探索

回数の積）で，複数の最適解が得られるという特徴が

ある．また各ペアの探索領域が重なり，かつ目的関数

値を最良とする探索点が重なった領域内に存在する場

合は，探索領域を結合し，新たな探索領域を生成する

方法である．提案した方法は，文献（14）で報告され

ている探索点数の制約等を考慮すれば，必ずしも問題

に内在する最適解をすべて求めることはできないが，

いくつかの局所的および大域的最適解を同時に求める

ことができる．数値計算例を通じて，本論文で提案す

るアルゴリズムの有効性の一端を確認した．

　本研究を行うにあたり，山川宏先生（早稲田大

学），杉本博之先生（北海学園大学），中山弘隆先生

（甲南大学）に貴重なご助言をいただいた．ここに感

謝の意を表したい．
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