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 直 交 関 数 系 の 調 和 解 析

勘 甚 裕 一

フーリエ級数 とフーリエ変換に対 してなされてきた豊富な議論が,他 の種々の直交関数系でどのよ

うに展開されるかを調べることが直交関数系の調和解析である.こ の論説では,こ の表題の下に移植

定理及び移転定理 と呼ばれる定理を論 じたい.ま た,近 時調和解析学で得 られた大きな成果の1つ で

ある実ハーディー空間の理論が,直 交関数系の解析 にも有力な道具を提供するものであることを解説

したい.

 まず,第1節 で移植定理の考 え方を述べ,第2節 で一般的設定において移植定理 と移転定理を定式

化 し,両 者のかかわ りを述べ,考 えるべ き問題 を整理する.移 植定理 と移転定理の歴史的経緯は第3

節で述べる.第4節 は,筆 者がかかわってきたラゲール級数に関する移植定理 とその応用に当てたい.

実ハーディー空間の理論が,直 交関数系の解析に有効 に適用 されることは,第5節 において見ること

にする.

 1移 植定理(Transplantation Theorem)

 直交関数系の解析に有効な移植定理(transplantation theorem)の 考え方を説明するためにM. Riesz

の定理か ら話を始めたい.こ の定理はその後,特 異積分論などを触発 した,調 和解析学における極め

て重要な定理である.読 者 にとって周知の定理とは思われるが,以 降の話題の動機を語るのに,こ の

定理から始めるのが最適 と思われる.

 周期2π を持ち,区 間(一 π,π)で可積分な関数f(θ)の フーリエ級数展開を

とす る.関 数f(θ)の 共役 関数f(θ)と は,フ ー リエ 級 数 展 開

を持つ関数 として定義される.積 分で表現すれば

で あ り,2π 周 期 関 数 に対 す る ヒル ベ ル ト変換 そ の もの で あ る.M. Rieszが 示 したの は次 の定 理 で あ る.

定 理A(M.Riesz[43])1<P<∞ ○ とす る.次 の不 等 式 が 成 り立 つ:
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こ こ で,Cはpの み に依 存 す る定 数.

 M.Rieszの 定 理 の 持 つ 重 要 性 の1つ は,こ の 共役 関数 のLp評 価 か ら,フ ー リエ 級 数 のLp収 束

が 得 られ る こ とで あ る.な ぜ な ら,関 数f(θ)の フー リエ 級 数 の 第N部 分 和S1>f(θ)=αo/2+

Σ 盈1(αncosn9-1-bnsinn8)に 対 し,

が成 り立 ち,こ れ よ り

な の で,M. Rieszの 定 理 か ら不 等 式

(1)

を導 くこ とが 出 来 る.こ こで,Cは, N, fに 関係 しな い定 数 で あ る .こ の 不 等 式 よ り,F容 易 に フー リ

エ級 数 のLp,1<p<∞ ○ 収 束 ∫3
π1θN>f(θ)一f(θ)lp 4θ →0(N→ ∞○)が 導 か れ る.

 我 々 は,M.Rieszの 定 理 を移 植 定 理 の視 点 か ら書 き直 す こ と に よっ て,移 植 定 理 の 考 え方 ・使 い み

ち を少 し丁寧 に述 べ て み た い.作 用 素Tを2π 周 期 偶 関数

(2/

も う1つ の作 用 素Tノ を,こ ん ど は奇 関 数

に対 し,

(3)

と定 義 す る.こ の と き,

に注意すると,作 用素 丁,T,は 共役関数を使って

と表 現 さ れ る.定 数 項 に対 して
,,lamp, ln≦cfo lf(θ)lpdθ な の でM.Rieszの定理 よ り,1<
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直交関数系の調和解析 57

p<∞ ○に対 して,不 等式

(4)

(5)

を得 る こ とに な る.こ の不 等 式 の使 い方 を,HardyとLittlewoodに よ る次 の結 果 を例 に とって 述べ て

み よ う:

 1<p<∞oと す る.係 数{αn}00n=1は,条 件 αn_1≧ αn→0を 満 たす もの とす る.こ の と き,関 数

f(θ)=Σ 窪1αncosnθ がp乗 可積 牙 ∬If(θ)IPdθ<∞oで あ る必 要 十 分 条 件 は,Σ 窪1鴫nP-2<

∞ で あ る.

 自然 に,sine級 数 に対 しそ 同様 の 結 果 が 成 り立 た な い か 問 題 に な る.こ れ を,考 え て み よ う.係

数{bn}n=1に 同 じ条件bn_1≧bn→0を 仮 定 す る.関 数g(θ)= ｰｰ1bn sin n8がp乗 可 積 分 で

あ る とす る.こ の と きT/g(θ)は(3)の 形 のcosine級 数 で あ り,(5)か らp乗 可 積 分 で あ る.こ れ

らの こ とか ら,関 数 丁・g(θ)一(bl/〉 啄)を 考 え れ ば,上 の 結 果 か ら Σ 窪1碓+np1-2<∞ ○ が 従 い 乳

Σ 窪1by npn -2<∞ ○ を得 るo逆 に,Σ 窪1碩nP-2<∞ を仮 定す る.明 らか に,Σ 窪i礁+np1-2<∞ ○

なの で 上 の 結 果 か らcosine級 数f(θ)=Σ 窪1 bn+1 cos nθ はp乗 可積 分 で あ る・ この と き,(4)よ り

sine級 数Tf(θ)=Σ 窪1 bn sin nθ がp乗 可積 分 で あ る こ とが わ か る・ これ で, HardyとLittlewood

の 結 果 がsine級 数 に つ い て も同 じ形 で成 り立 つ こ とが わ か っ た.

 こ こ で利 用 した作 用 素Tは,cosine級 数 の 係 数 をsine級 数 に`植 付 け',作 用 素Tノ はsine級 数 の

係 数 をcosine級.数 に ‘植 付 け'る もの で あ っ た.こ の よ うな 作 用 素 を移 植 作 用 素(transplantation

operator)と い う.移 植 作 用 素 のLp有 界 性,今 の場 合(4)と(5),を い うの が移 植 定 理 で あ る.移 植

定 理 が あ れ ば上 で見 た よ うに,cosine級 数 に対 して得 られ て い る結 果 が,そ っ くりsine級 数 に移 る こ

とに な る.逆 に,sine級 数 に対 して得 られ て い・る結 果が, C0sine級 数 に移 る こ とに もな る.こ れ が,移

植 定 理 の考 え 方 で あ る.

 作 用 素T,Tノ を次 の よ う に拡 張 す る と,移 植 定 理 の 考 え 方 と有 効 性 が よ り鮮 明 に な る.関 数 系

{cos nθ}00n=0,{sin nθ}00n=1は,ヤ コ ビ多 項 式 か ら作 られ る 直 交 系 の特 殊 な場 合 と捉 え る こ とが 出 来

る.ヤ コ ビ多 項 式 は,α,β>一1に 対 して,

で定義される.こ こで,(1)は2項 係数である.ま た,ロ ドリーグの公式

で も与えられ,次 の直交関係 を満たす 二
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パ ラメ ー タが α=β の と きP託 α,β)@)はultraspherica1多 項 式 また はゲ ーゲ ンバ ウ ア ー多 項 式 と呼

ば れ る.例 え ば;瑳o,0)@)一 瑞@),

こ こで,Pn(x), Tn(x), Un(x)は,そ れ ぞ れ ル ジ ャ ン ドル 多項 式
,第1種 チ ェ ビシ ェ フ多 項 式,第2

種 チ ェ ビ シ ェ フ多 項 式 で あ る ・ ヤ コ ビ多 項 式 に つ い て は,Szego[53]を 参 照.我 々 は ,こ の ヤ コ ビ多

項 式 か ら作 られ る次 の 関 数R無,β)(θ)を 考 え る:

この と き,関 数 系{Ryan,β)(θ)}n =。 はL2(0,π)に お い て正 規 直 交 基 底 を なす:

この基 底 に対 し,区 間(o,π)上 の 関 数f(θ)は
,次 の よ うに展 開 され る:

(c)

パ ラ メ ー タ が α=β の と き1簡 単 の た め 記 号:Ra
n(θ)=Ryan,α)(θ), can=(aCn,α)を 使 お う.

 関 数P～9(θ)は,α=-1/2,1/2の と き,

で あ り,Rｰn(θ)= n+1/2 Pn(cosθ)sinθ で あ る.よ って ,特 に α=-1/2の と き は余 弦 展 開:

を与 え,α=1/2の と きは 正 弦展 開:
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を与える.

作 用 素 軽 Ω器),α,β,γ,δ>-1を 定義 す る.(0,π)上 の 関 数

に対 し,究8)f(θ)を 次の展開を持つものとして定める:

こ こで も,α 一 β か つ γ 一 δ の と き,簡 単 の た め記 号:Ta一 聯)を 使 う こ と に しよ う.作 用 素

T(as))は, cosine鱗 とsine級 数 との 問 の移 植 作 用 素T, Tノ を一 般 化 した もの に な っ て お り,T-

  1T1/2/2, Tノ=丁 三4ラ,で あ り,(4),(5)は これ らの 作 用 素 のLp有 界 性 を述べ て い る.我 々 は移植 作 用

素 丁儒)に つ い て そ の 五晴 界 性,つ ま り移 植 定 理 を期 待 す る:

(7)

実 際,こ の形 の不 等 式 は 初 めR.Askey[2]に よ っ て得 られ, B. Muckenhoupt[39]の 精 密 化 を経 る

こ と に な る.歴 史 的事 柄 につ い て は後 で 述 べ た い.こ れ ま で の説 明 か ら,こ の不 等 式 に よ って,前 述

のHardyとLittlewoodの 結 果 を含 め,フ ー リエ 級 数 に対 して得 られ てい る い ろ ん な結 果 が 一般 の ヤ

コ ビ級 数 に対 して もそ の ま ま成 り立 つ こと が わか る.

 この よ う に移 植 定 理 とは,豊 富 な 成 果 を持 つ 直 交 関 数 系 の,そ の成 果 を そ っ く り未 だ よ くわ か っ て

い ない 他 の直 交 関 数系 へ 移 して し まお う とい う考 えの 定 理 で あ る.移 したい 成 果 の最 も重 要 な もの は

フー リエ ・マ ル チ プ ライ ヤ ー作 用 素 の 有界 性 で あ る.マ ル チ プ ラ イ ヤ ー作 用 素 は,特 異 積 分 作 用 素 な

ど を含 む,調 和 解 析 にお け る研 究対 象 と して 重 要 な もの で あ る.マ ルチ プ ラ イ ヤ ー作 用 素 の有 界 性 に

関 す る研 究 は,フ ー リエ 級 数 に関 す るMarcinkiewiczの マ ルチ プ ライ ヤ ー定 理 に始 ま る とい っ て よい.

この 定 理 は,実 解 析 にお け る最 も深 い理 論 の1つ で あ る リ トル ウ ッ ド ・ペ ー リ ー理 論 か ら導 か れ た

定 理B(Marcinkiewicz[35])数 列 λ={nn}n=ニoが 次 を満 たす とす る.

こ の と き,

こ こで,f@)～ao/2十 Σ 窪1(an cos nx十bn sin nx)=Σ 窪o且n(の とお い た.

 この 定 理 は,λn=1(0≦n≦N),λn=0(N<n)と お くこ と に よっ て,フ ー リエ級 数 の部 分 和

に対 す る不 等 式(1),フ ー リエ級 数 のLpノ ル ム に よ る収 束,を 含 む.移 植 定 理(7)の お か げ で,こ の

定 理 か らヤ コ ビ級 数(6)に 関す る マ ルチ プ ライ ヤ ー作 用 素 の 有 界性 が 同 じ形 で 成 り立 つ こ とが わか る.

そ して,ヤ コ ビ級 数 に 関す るLpノ ル ム に よる収 束 も得 られ る.ヤ コ ビ級 数 のLp収 束 自 身 は,移 植 定
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理の発想なしでH.Pollard[40],[41],[42]に よって得 られていた.

 移植定理からマルチプライヤー作用素の有界性が得 られることの説明を兼ねて,次 節 において移植

定理を整理 し,マ ルチプライヤー作用素の有界性に関する移転定理 と呼ばれる形の定理 とその考え方

を述べたい.

 2 マルチプライヤ-作 用素の有界性と移転定理(transference The0rem)

 この節では,直 交関数系の移植定理を一般的に設定 し,マ ルチプライヤー作用素の有界性 と移植定

理の関係を見る.ま た,マ ルチプライヤー作用素の有界性に関する移転定理(transference theorem)

を述べ,そ の意味する所 とそれらが扱 う問題を整理する.

 {φn@)},{ψn(y)}を それぞれルベーグ測度dx,吻 に関する2つ の完備な正規直交系 とする.定 義

されている区間は,ど こであってもかまわない.直 交関数系{φn(の}に よる展開

と,も う1つ の直 交 関数 系{ψn(〃)}に よ る展 開

を考える.作 用素 嘘 を

と定 義 し,φ 系 か ら ψ 系 へ の 移植 作 用 素(transp1antation operator)と 呼 ぶ.逆 方 向 へ の 作用 素 ,ψ

系 か ら φ系 へ め そ れ 穿 は,Tag(oo)～ Σn(9,ψn)φn@)で 定 義 さ れ る.明 らか に;穿:囎f=f,

嘘 穿g=9が 成 り立 つ.2つ の直 交 系 と して,{R(an,β)},{R免 δ)}を 考 えた 場合 が,前 節 で あ る.

有 界 数 列 λ={λn}に 対 し,φ 系 にお け るマ ル チ フ.ライ ヤ ー作 用 素Mφ は,

で定義 され,ψ 系のそれM館 は,同 様 にM蜘 ω ～Σ nλn(g,ψn)ψnω と定義される.次 の関係が

基本的である:

(8)

(9)

移植作用素嘘 穿 のLp有 界性を述べる次の形の定理が移植定理である:

移 植 定 理(Transplantation The0rem)

こ こで,1||.||pは,考 え て い る空 間のLpノ ル へ とす る.

移 植 定 理 の意 義 の一 端 につ い て は前 節 で 述べ た 通 りで あ る.こ こで は,マ ル チ プ ラ イヤ ー作 用 素 の
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有界性が移植定理から導かれることを見よう.関 係(8)よ り,

こ こで,|・|pは 作 用 素 のLp空 間上 で の作 用 素 ノル ム を表 す.

つ ま り,ψ 系 で マ ル チ プ ラ イ ヤ ー作 用 素M館 のLp有 界 性IMaI.<∞ が 成 り立 っ てい る な ら ば φ

系 で もLp有 界 性lM則.<∞ が成 り立 つ とい う こ とで あ る.関 係(9)も あ るの で,逆 もい え る.即

ち,移 植定理からマルチプライヤー作用素に関する次の定理が導かれる.我 々はこの形の定理を移転

定理 と呼ぼう.

 移転定理(Transｆerence Theorem)

 もし,ψ 系 において,マ ルチプライヤ._._作用素のLp有 界性に関し豊富な結果の蓄積があれば,(ψ →

φ型)の 移転定理を証明することによって,そ れらがそっくりφ系に持ち込めるということである.移

植定理の最大の目的の1つ は,こ の有用な移転定理を得ることにある.た だし,移 転定理は必ず しも

移植定理を必要とはしない(移 植定理を介さずに直接別の方法で,移 転定理を証明することも行われ

ている).

 課題は,よ く研究されている直交関数系からあまり研究が進んでいない直交関数系への移転定理,ま

たそれを導 く移植定理を証明することである.

 注意 として,移 転定理では(ψ → φ型)と(φ → ψ 型)の それぞれが独立に有用である・移転定理

を移植定理から導 くには,(ψ → φ型)1つ を導 くにも,移 槙定理の(ψ → φ移植)と(φ → ψ移植)

が一組 となって成 り立たなければならない.一 方向の移植作用素の有界性が有効に機能する場合 もあ

るが(例 えば,[21]),普 通は(ψ → φ移植)と(φ → ψ移植)両 方をもって移植定理 と呼ぶ.

 移転定理を弱Lp空 間で考 えること,ま た極大型マルチプライヤーに対 して考えることも大切であ

る.定 義をもう1つ 与えたうえで,移 転定理 として定式化 される問題の典型的な場合 を述べておく.

関数 λ(x)に 対 し λ.={λ(En)}, E>oと お く.極 大型マルチプライヤー作用素M2をM2 f@)=

supE>o IM史f@)1と する.典 型的な移転定理は,次 のように整理される・

 1.普 通型:マ ルチプライヤー作用素M窯 とM館 につい・て

 (a)Strong type

 (i)(ψ → φ 型)M館:strong type(p,P)⇒M窯 二strong type(p,p)  (ii)そ の(φ → ψ 型)

 (b)Weak type:上 のstrong type(p,p)をweak type(p,p)と した もの

 2.極 大 型:極 大 型 マ ル チ プ ライ ヤ ー作 用 素M2とMン につ い て 上 の(a),(b)

こ こで,作 用 素Tがstrong type(p,p)で あ る とは,定 数Cが あ って, JP≦CllfllPが 成 り立 つ

こ と.ま た,weak type(p,p)と は,1{∬:ITf@)1>t}1≦C(llflP/t)P, t>oが 成 り立 つ こ とで あ

る.左 辺K∴.}1は,集 合{…}の 測度 で あ る.

 移 植 定 理 につ い て は,今 の とこ ろ普 通 型,strong typeの 移 転 定 理 を導 き出 す もの しか考 え られ て い

な い.

 上 で整 理 した 問題 は,そ っ くりそ の ま まdualの 世界 に定 式化 出来 る.数 列 α={α(m)}, b={b(n)}
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をa(m)～ ∫(Σ κα(κ)φκ@))φm@)dx, b(n)～ ∫(ΣZ 6の ψ1(〃))ψn(〃)dyと 展 開 し,移 植 作 用 素 を

と定 義 す る.マ ル チ プ ラ イヤ ー 作 用 素 は,

で定義される.作 用素 並館,並 ρ,脅ン も同じように定義する.関 係

も同様 に成 り立 つ.よ って,先 の 問 題 の す べ て が このdua1の 世 界 で も問 題 にな る.以 上 が,移 植 定理

(transplantation theorem)と 移 転 定 理(transference theorem)の 関係 及 び考 え られ る典 型 的 な 問題

の整 理 で あ る.

 3 移 植 定 理 と移 転 定 理 の 歴 史 的 概 観

 こ れ まで に得 られ て い る移 植 定 理 と移 転 定 理 を概観 し よ う.ま ず,移 植 定 理 か ら始 め る.最 初 の もの

とい わ れ て い る の は,D. L. Guy[22]に よ るハ ンケ ル 変換 に関す'る もので あ る.そ れ は,区 間(0,∞)

上 の 関数f@)の μ次 の ハ ンケ ル 変 換

とv次 のハンケル変換Fv(x)に 対 して,

が 成 り立 つ こ とを主 張 す る もの であ る.こ こで,ju(x)は,μ 次 の 第1種 ベ ッセル 関 数 で あ る .前 節 り

aR定 で い え ば{φn(の}nが{弗(説)V冠}tに,{ψn(g)}nが{Jv(μ)yt}tに 対 応 す る.こ こ で は,

さ らに重 み ♂ 付 きで 得 られ て い る.ハ ンケ ル 変 換 は-1/2次 の と きcosine変 換 なの で,こ の 移植 定

理 に よ り,フ ー リエ 変換 にお け るLp有 界 なマ ル チ プ ライ ヤ ー は,す べ て の ハ ンケ ル変 換 にお い て もそ

う な る こ とが わ か る.上 の,Guyの 結 果 の後 に, R. Askey and S. Wainger[6]のultraspherical級

数 に対 す る ものが 現 れ た.第1節 の移 植 作 用 素Taを 用 い て,彼 らの結 果 を述 べ る と:

(10)

で あ る.第2節 の 設 定 と第1節 の記 号 で い う と,{φn(x)}が{Ra n}00n=0に,{ψn(9)}が{RZ}00n=0に

対 応 す る.指 数 α ゆ 一1/2の 場合 が,第1節 で述 べ 左 よう に,cosine級 数 なの で,フ ー リエ 級 数 で の

Lp有 界 な マ ル チ プ ラ イヤ ー はultraspherical級 数 にお い て もそ うな る.特 に重 要 なMarcinkiewicz型
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のマルチプライヤー定理を書いてみよう([6]):数 列 λ={λn}n=0が 定理Bの 条件 を満たすならば,

上 の 移 植 定 理(10)のdual caseが 同 じR. Askey and S. Wainger[5]に よ っ て 示 さ れ た:

(11)

 この 結 果 と,G. Sunouchi[52]に よ っ て得 られ た フ ー リエ係 数 に関 す るMarcinkiewicz型 の マ ル

チ プ ライ ヤ ー定 理,そ して そ の重 み 付 きの 場 合S.Igari[23]か ら,次 のultraspherical係 数 に関 す る

Marcinkiewicz型 の マ ル チ プ ラ イ ヤ ー定 理 が 従 う([51):有 界 関 数 λ(θ)が 条 件 屠=, l dλ(θ)1≦C,

n=0,1,2,...を 満 た す な ら ば,

とす る と き,

 Askeyは,上 の 二 つ の 移植 定 理(10),(11)を ヤ コ ビ多 項 式 の 作 る直 交 関 数系 へ と一 般 化 して い る:

級 数 の 場 合 が[2],で あ りそ のdua1で あ る係 数 の場 合 が[1]で あ る.ヤ コ ビ級 数 に 関す る移 植 定 理 の

詳 細 な議 論 は,B. Muckenhoupt[39]に あ る.ま た,ご く最 近A. Miyachi[36],[37]に よっ て,ヤ コ

ビ級 数 に関 す る,ハ ーデ ィ ー空 間 上 の 重 み付 きの 移 植 定 理 が 得 られ て い る.

 そ の他 の移 植 定 理 と して は,Mehler変 換 に関 す る もの をS. Schindler[46]が,ま た彼 女 はハ ンケ ル

変 換 の移 植 作 用 素 のexplicitな 表 現 を得 る こ と に よっ て, Guy,の 移 植 定 理 に別 証 明 を与 えて い る[47].

フ ー リエ.ベ ッセ ル級 数 な どを含 む もの は,J. E. Gilbert[19]に よっ て,ま た彼 は あ る特 異 なス ツ ルム ・

リュ ー ヴ ィル 系 の 固有 関数 展 開 に 関す る移植 定 理 も示 して い る[20].ラ ゲ ー ル級 数 の もの はY.Kanj in

[28]に よっ て得 られ て い る.こ の結 果 と,そ の応 用 を次 節 で述 べ て み た い.

 次 に,移 転 定 理 を見 よ う.K. de Leeuw[11]を もっ て 出発 点 と見 るの が 一 般 的 の よ うで あ る.結

果 は,λ(ξ)を 実 数R上 の 有 界 関 数 でregulated (approximate identity{u。}が あ っ で,各 点 ξで

λ*uE(ξ)→ λ(ξ))で あ る もの とす る.こ の と き,

が
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を満たすならば,

(12)

(13)

が 成 り立 つ.こ こ で,1≦p≦ ∞○,T=(0,2π),

前 節 で,φ 系 と して{(1/2π)e妖}ξ を ψ 系 と して{(1/2π)eint}nを 考 え た もの で あ る.・この逆 を与

えた の がs.Igari[24]で あ る.即 ち,(13)が 成 り立 つ な らば,(12)が 成 り立 つ.こ こ で, CはE, f,

gに 依 存 しな い定 数

 C.Kenig and P. A. Tomas[34]は,極 大 型 の もの を扱 った:

とす る と き,M*「 がstrong type(P,P)で あ る こ と と, MRが そ うで 南 る こ と とは 同値 で あ る.ま た,

weak type(P, P)に 関 して も同様 で あ る.た だ し, pの 範 囲 は1'<p<∞ ○ で あ る.

 そ の後,関 連 す る い くつ か の 結 果 の後 にM.Kaneko[26]に よるベ ク トル値 関数 上 へ の一 般化 が な さ

れ た.そ こ に は,Kenig and Tomasで 残 って い た もの の1つ ‘MT:weak type(1,1)⇒MR:weak

 type(1,1)'も 示 され て い る.今1つ 残 って い た そ の逆 ‘MR:weak type(1,1)⇒MT: weak type

(1,1)'はN.Asmar, E. Berkson and J. Bourgan[7]で 示 され た.そ の 別 証 明 は, K. Wozniakowski

[59]に あ る.

 実 数Rと トー ラスTと は別 の設 定 で1ま,例 えば,A. H. Dooley and G.1. qaudry[13]が あ る.こ

れ は,T, Rの 代 わ りに そ れ ぞ れSO(n+1), M(n)を 考 え た もの で あ る.ま た,2-series丘e1dに お

け る移 転 定 理 はJ.Tateoka[54], J. Tateoka and W. R. Wade[55]で 研 究 され て い る.

 ヤ コ ビ級 数 か らハ ンケ ル 変 換 へ の 移 転 定 理 はS.Igari[25].に よ っ て示 さ れ た.こ のIgariの 結 果 の

weak typeの もの はW. C. Connett and A. L. Schwartz[10]が 示 した.極 大 型 のstrong typeの も

の はY.Kanjin[27]に あ る.そ して,ロ ー レ ンツ 空 間へ 一 般 化 した もの がE. Sato[45]に あ る.ま

た,こ のIgariの 手 法 に よる ラ ゲ ー ル級 数 か らハ ン ケ ル変 換 へ の移 転 定 理 は, K. Stempak[49],[50]

に あ る.

その 他 に,ハ ー デ ィー空 間Hp(Rn)とHp(Tn)の 間 の移 転 定 理 がD. Fan and Z. Wu[15]に よっ

て 調 べ られ て い る.そ して,J. J. Betancor and K. Stempak[9], D. Fan and S. Sato[14]な どの

結 果 が 続 い て い る.

 4 ラ ゲ ール 級 数 の移 植 定 理 と そ の応 用

 この節 にお い て は,筆 者 が か か わ っ て きた ラゲ ー ル多 項 式 の作 る直 交 関 数系 に関 す る移 植 定 理 と,そ

れ を適 用 して得 られ る マ ル チ プ ラ イヤ ー定 理,ま た 移 植 定 理 の応 用 と して のfractional integrationの

定 理 を述 べ たい.
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まず,扱 う対象をきっち り述べるために少 し記号を用意する.指 数 α>一1を 持つ次数nの ラゲー

ル多項式L1叙 の は

で与えられる.こ れは,次 の直交関係式を満たす:

これ よ り,

とお くと,関 数系{珊}00n=0はIi 2((0,∞o),dx)で 正 規 直 交基 底 とな る.こ の基 底 に 関 して,区 間(0,∞)

上 の 関数f@)を

(14)

と展 開 す る.関 数f(x)∈Llp(0,∞ ○)に 対 す る ラ ゲ ー ル展 開 の係 数 α9(f)は,α ≧o,1≦p≦ ∞○ ま

た は 一1<α<0,(1+α/2)-1<P≦ ∞oで あ る と き有 限値 と して確 定 す る.こ れ は,Holderの 不

等 式 か ら得 られ るlaan(f)1≦lfllpil珊lp・,1/P+1/Pノ=1と,次 の事 実 か らわ か る:α ≧0,1≦

P≦ ∞oま た は 一1<α<0,(1+α/2)-1<P≦ ∞○ の と き1珊Ilp・<∞ ○・ この節 で は, s は 区

間(0,∞ ・)上 のLpノ ル ム:r一(∬rf@)lpd∬)1/p .を表 す もの とす る.

 上 の ラ ゲ ー ル級 数 に対 して,移 植 定 理 を得 る こ とが 目 的 で あ る.移 植 定 理 の直 接 の応 用 は,ハ イ ゼ

ンベ ル グ群 の 解 析 か らJ.Dlug0sz[12]に よっ て得 られ た,次 に述べ る, Marcinkiewicz型 のマ ル チ プ

ラ イ ヤ ー定 理 の補 完 で あ る.

 有 界 な 数 列 λ={λn}n=0と α次 の ラ ゲ ー ル級 数(14)に 対 して,ヤ ル チ プ ラ イ ヤ ー λ を持 つ マ ル

チ プ ラ イ ヤ ー作 用 素MaAは,

で 定 義 され る.こ こで は,マ ルチ プ ラ イヤ ー作 用 素.MaがL'p(o,∞)有 界llM£fl[p≦Cllfllpで あ

る と き,マ ルチ プ ラ イヤ ー λ を指 数 α の ラゲ ール 級 数 に対 す るLpマ ル チ プ ライ ヤ ー で あ る と呼 ぼ う.

Dlugoszは 次 を得 た:

 定 理C([12]) 区 間(0,∞ ○)上 の関 数 λ(x)が

を満 た す とす る.こ の と き,λ={λ(n+1)}00n=0は,指i数 α=0,1,2,… に対 して ラ ゲ ー ル級 数 の

-Lpマ ル チ プ ラ イ ヤ ー,1<P<∞ ○ で あ る.

 我 々が 考 え た い の は,ラ ゲ ー ル級 数 に関 す る移 植 定 理 を証 明 し,そ れ を適 用 す る こ と に よっ て,α=
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0,・1,2,… で 成 り立 つて い る定 理Cを,任 意 の α とす る こ とで あ る .指 数 α の 考 え るべ き 自然 な範

囲 は 一1<α で あ る が,前 の 注 意 に よ り 一1<α<0の 場 合 に は,考 え る空 間Llp(0
,∞o)に(1+

α/2)一1<pな る条 件 が 必 要 で あ る.ラ ゲ ール 級 数 の移 植 作 用 素 噌
,α,β>一1は,

で 定 義 され る.こ の移 植 作 用 素 噌 のL・p有 界 性 が マ ル チ プ ライ ヤ ー作 用 素M£ のLp有 界 性 に関 し

て ジ α=0,1,2,… の 間 を埋 め る こ とは,第1,2節 で 説 明 した 通 りで あ る.

 実 際,移 植 作 用 素 噌 のL'p有 界 性 を示 す こ とが 出 来 た:

 定 理1([28])指 数 α,β>一1に 対 して,γ=min{α,β}と す る.こ の と き,γ ≧0な らば1<

p<∞oに お い て,一1<γ<0な らば(i+γ/2)一1<P<一2/γ でIlTafllp≦CIlfll
pが 成 り立 つ.

臆 と して,噌7野 一fな の で,定 理 はJP～ll噌fllpを い っ て い る こ と に な る .ま た,

拶 噌f@)g(am)dx一 拶 穿g@)f(∬)dxな の で,噌 のlip有 界 性 が あ れ1ま, ll写gllp・ ≦Cilgllp,,

1/p+1/p,=lが 従 う.そ して,一1<γ<0の 場 合 の制 限p<一2/γ は
,条 件 ・(1+γ/2)一1<pノ

の こ とで あ る.

 上 の 定 理 は,S.Thangavelu[56]に よ って ∬p/4-1/2砒 な る重 み に対 して も示 され た.さ ら に,

K.Stempak and W. Trebels[51]に よ っ て重 みxs dxに 拡 張 され た .た だ し,0≦ γ,一1<δ<

p-1ま た は 一1<γ<0,一1一 γp/2<δ<p-1+γp/2で あ る.

 移植 定 理 に よ っ て ラゲ ー ル級 数 の マ ル チ プ ラ イヤ ー定 理 は次 の よ う にな る:

 定 理2([12],[28],[57],[51]) 指 数 α は α>-1,関 数 λ(∬)は

を満 たす とす る ． こ の と き,λ={λ(n+1)}00n =0は 指 数 α の ラゲ ー ル級 数 に対 す るlipマ ル チ プ ライ

ヤ ーで あ る.た だ し,α ≧0,1<P<∞ また は-1<α<0
,(1+α/2)一1<P<-2/α で あ る.

 前 に 述 べ た 通 り,Dlugosz[12]に よ っ て微 分 が4回,α,が α=0,1,2,… の 場 合 が 得 られ た.

Kanj in[28]に よ?て 任 意 の α に拡 張 さ れ , Thangave1u[57]で 微 分 が2回 に 下 が っ た.上 の 定 理

の記 述 は こ の場 合 で あ る.続 い て,Stempak-Trebels[51]で 微 分 が1回 かつ 条 件 がsup　x
>o lλ(x)12+

 supN>0∫ 痔N Iλノ(T)12dx<∞ に弱 め られ た .

 移 植 定 理 の も う'1つ の応 用 と して,ラ ゲ ール級 数 に 関す るfractional integrationの 定 理 に触 れ た い.

フ ー リエ 級 数 や フー リエ 変 換 で よ く知 ら れ た,fractiona1 integrationに 関 す るHardy-Littlewood -

Sobo1evの 定 理 を ラ ゲ ー ル展 開で 考 え てみ る こ とで あ る.

 フー リエ 級 数 の 形 で 述 べ る と,Iσf(の=Σ 艇 。圃 一σf(n)einxに 対 して,

が 成 り立 つ.こ こ で,ノ(n)一(1/2π)冠 πf@)e+n痂 で あ り11fllL・(0
,2π)一(痢fωlpdオ)1/Pで

あ る.評 価 Σn≠ 。nl-a-einx-l∬1σ-1@→0)が あ る の で ,1/q>(1/p)一 σ な らばYoungの 畳 み

込 み につ い て の不 等 式 か ら,上 の 不 等 式 はす ぐに得 られ る.実 際 に は ,1/q=(1/p)一 σ まで 不 等 式
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が成 立 す る.こ れ を い う のがfractional integrationの 定 理 で あ る.

 ラゲ ール 展 開 に 関 して,fractional integrationの 定 理 を示 す こ とが 出来 た:

 定 理3([291)指 数 α は α>一1,そ して0<σ<lと す る.区 間(0,∞)上 の 関数f@)に 対

し て,

とす る.こ の と き,パ ラ メ ー タ α,σ,P,qが 範1囲 α ≧0,1<P<q<∞ ○,1/q=(l/p)一 σ に あ

る か,ま た は 範 囲 一1<α<0,(1+α/2)-1<P<q<-2/α,1/q=(1/p)_Q一 にあ る な らば,

llI5α)fllq≦Cllfilpが 残 り立 つ.

こ の結 果 は,[29]と は独 立 に,G. Gasper, K. Stempak and W.Trebels[17]に よ っ て も得 られ

て い る.彼 らの 証 明 は ラ ゲ ー ル 級 数 に 関 す る畳 み 込 み構 造 を使 った もの で あ る.[29]の 証 明 は,以

下 に概 略 を述 べ るが,移 植 定 理 を使 っ た もの で あ る.さ ら に,G. Gasper and W. Trebels[18]は

Riemann-Liouville fractional integralとWey1 fractional integral(こ れ らの定 義 につ い て は,同 論

文参 照)の 評 価 を使 っ た別 証 明 を与 え てい る.

 移植 定 理 を使 った 証 明 に触 れ て み たい.我 々 は,フ ー リエ級 数 のfractional integrationの 定 理 を ラ

ゲ ー ル 級 数 の そ れ へ 移 す とい う考 え を採 る.

 有界 数列A={λn}00n=-∞ に対 して,フ ー リエ 級 数 の マ ル チ プ ラ イヤ ー作 用 素 孤 を次 で定 義 す る:

孤g(t)～ Σ 禦=-∞ng(n)e intた だ し, s(t)は 区 間(0,2π)上 の 関 数 で,9(n)は そ の フー リエ係 数

で あ る.数 列Aに 対 して,λ={λn}00n=0と お く.次 の 命 題 が い える:

 命 題1作 用 素 孤 がLp(0,2π)か ちLq(0,2π)へ の 有 界作 用 素,即 ちAが フー リエ 級 数 の(p, q)

マ ル チ プ ラ イヤ ーで あ る とす る.こ の と き,Maaは.Lp(0,∞)か らLq(0,∞)へ の有 界 作 用 素 にな る.

即 ち,λ は指 数 α の ラ ゲ ー ル展 開 に関 す る(p,q)マ ル チ プ ラ イ ヤ ー で あ る.

 た だ し,α ≧0,1<p≦2≦q<∞ ま た は,一1<α<0,(1十 α/2)-1<p≦2≦q<一2/α で

あ る.

 指 数 が α ≧0の と きに,こ の命 題 か ら定 理 が従 う こ とを見 て み よ う.作 用 素I5α)の パ ラ メ ー タ σ

を複素化

して,Steinの 複 素 補 間 定 理 を使 う.点(1/p,1/q)と σ を,0<σ<1,1<p<q<∞o,1/q=

(1/p)一 σ で あ る よ う に与 え る.2点(1/po,1/q0),(1/p1,1/p1),1<po≦2≦q0<∞ ○,1<p1<

∞ を,そ れ ら を結 ぶ線 分 の 内 点 が 点(1/p,1/q)を 含 む よ う に取 る.い うべ き は,点(1/p1,1/p1)で

の (alZe)の(.Lp・,.Lp・)有 界 性 と,点(1/Po,1/qo)で のI鎗 弔 θ の(-Lp・,Llq0)有 界 性 で あ る.た だ し,

こ こで σ0=1/po-1/q0で あ る.点(1/p1,1/p1)で の 有 界 性 は,前 述 の マ ル チ プ ラ イ ヤ ー定 理 よ り 一

{n+θ}00n=1が 指 数 α の ラ ゲ ー ル 展 開 のLp,1<p<∞ ○ マ ル チ プ ラ イ ヤ ー で あ る こ と よ り従 う.・点

(1/P0,1/q0)で の そ れ は, I5曾靭 一I5曾)I!8)な の で,(a)IZeにこつ い て は今 述 べ たの と同 じ理 由 で有 界 で

あ る.そ し て,I5曾)に つ い て は,命 題 か ら フー リエ 級 数 の場 合 の有 界 性 が こち ら に移 っ て きて い る.
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以 上 で,il翻fllp1≦Ce f v、 とilI癖 θfllq0≦Ce f n。 が 成 り立 つ こ とに な る.定 数Cθ に求 め

 られ る,θ に 関 しadmissible growthで あ る とい う条 件 も確 か め られ る の で,複 素 補 間定 理 よ り,I5α)

 の有 界 性 が い え る.

  命 題 の証 明 は,移 植 定 理 が あ る の で,liM臭fllq≦CfP(α=0の 場 合)を 示 せ ば 十分 で あ る.次

、の よ う な補 題 を考 え る:

  補 題1 (1)区 間(0,2'π)上 の 関数g(t)に 対 し,区 間(0,∞ ○)上 の関 数Ug(x)を

で定 義 す る.こ の と き,llUgllq≦CllgllL・(0 ,2π),2≦q<∞oが 成 り立 つ.

 (2)区 間(o,∞)上 の 関 数f(∬)に 対 し,区 間(0,2π)上 の 関 数Vf(t)を

で定 義 す る.こ の と き,IIti'flliv(0 ,2π)≦Cllfllp,1<P≦2が 成 り立 つ.

 こ の補 題 よ り,命 題 が 出 る こ と は次 の よ う に して わ か る.U, Vの 定 義 よ りMｰa=U孤Vで あ

る こ と と,補 題(1)よ り,II-urJl19=UnV ,flle≦G'II nV.fllL・(o,2π)で あ る.命 題 の仮 定 か ら

Il孤VfllL・(0,2π)≦oyr (0,2π)で あ り,補 題(2)か ら ti.r (o,2π)≦Cllflluで あ る.以 上 か

ら,求 め る不 等 式IM突fllq≦rlll pを 得 る.補 題 を示 そ う.こ こで は,(2)を 見 ℃ お く.指 数 α が

α=0な の で,Vf(t)が 直 接 計 算 出 来 て,

で あ る.そ して,

とな る.最 後 の不 等 式 は,一 般 化 され た プ ラ ン シ ュ レル の定 理 で あ る.こ れ で,補 題(2)の 不 等 式 を

得 る.

 以 下,い くつ か の 注 意 を述べ て本 節 を終 わ る.(1):関 数f(x)∈Lp((0,∞o),e-oo∬ αd∬)に 対 して,

展 開

を扱 うの が 自然 に見 え る.、しか し,部 分 和5斎f@)=Σ 鑑ocg(f)鳩(④ のLp((o,∞),e-xx研dx)

で の収 束 を考 え る と,P=2で しか収 束 しない.文 献H. Pollard[41]参 照.さ ら に,総 和 法 を考 え て

も,P=2で しか収 束 しない.こ れ は, R. Askey and I.1. Hirshman Jr.[3]に よ る.(2):ラ ゲ ー ル

級 数 に 関 す る,最 も基 本 的 な結 果 はR.Askey and S. Wainger[4]に よ る部分 和 の収 束 に 関す る次 の
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結 果 で あ る:ＳNf(x)=Σ 盈0α9(f)珊@)と お く とき, IISN.f-rp→0(N→ ∞○),4/3<p<

4で あ る.(3):こ こで 扱 っ た ラゲ ー ル級 数へ の展 開 は,the standard Laguerre expansionと 呼 ば れ

る も の で あ る.ラ ゲ ー ル 級 数 へ の展 開 に対 して は,さ らにthe Laguerre expansion of convolution

typeとthe Laguerre expansion of Hermite typeと 呼 ば れ る2つ の型 の展 開が 議 論 さ れ て い る.こ

れ らの展 開 を含 む,エ ル ミー ト級 数 と ラゲ ール 級 数 の調 和 解 析 に関 して はS.Thangavelu[58]が あ る.

 5 実 八 一 デ ィー 空 間 にお け る 直 交 関 数 系

 本 節 に お い て は,近 時 調 和 解 析 学 で得 られ た大 きな 成 果 の1つ で あ る 実ハ ー デ ィー 空 間 の 理論(例

え ば,[16],[48])が,直 交 関 数系 の解 析 に も有 力 な 道 具 を提 供 す る もので あ る こ とに,簡 単 に触 れ て み

た い.題 材 と して は,1つ 目 と して 単位 円 盤 上 の 古 典 ハ ー デ ィ ー空 間 にお い て よ く知 られ たPaleyの

不 等 式 を選 ぶ.以 下 に述 べ る よ うな実 解 析 的手 法 が 開発 され る 以 前 の,複 素解 析 的 手 法 を使 っ た 直 交

関数 系 の調 和 解 析 に関 す る ま と ま った研 究 は,B. Mzckenhoupt and E. M.Stein[38]に あ る.

 複 素 平 面 に お け る 単位 開 円 盤D上 の ハ ー デ ィー 空 間H1(D)と は,次 の 条件 を満 た すD上 の 正 則

関 数F(z)全 体 か ら成 る空 間 で あ る:FH・=supo<.<1㎡ πlE(re2e)ldθ<∞. Paleyの 不 等 式 と

は,ハ ー デ ィ ー空 間H1(D)に 属 す る 関数E(z)=Σ 窪oαn♂ に対 して成 り立 つ次 の不 等 式 をい う:

{Σ 窪11αn、12}1/2≦CFH'.こ こで,数 列{nκ}滴 は ア ダ マ ー ル数 列,即 ち1<ρ ≦nκ+1/nκ

を満 たす 数 列 で あ る.

 我 々 は,こ の不 等 式 を第1節 で 述べ た ヤ コ ビ級 数 に対 して考 えた い.ヤ コビ級 数 は,直 接 的 には解 析

的構 造 とは結 び つ き難 い.そ こで,考 え る空 間 を実ハ ーデ ィー空 間 醗H1に 取 る こ と を考 え る.実 ハ ー

デ ィ ー 空 間9t H1と は,関 数F(,)∈H1(D)の 実 部 F(z)の 境 界 関i数f(θ)=limγ →1醗E(re2e)

か ら成 る空 間で あ る.ノ ル ムIIJIImx・ はf(θ)を 与 え るF(z)の うち, F(0)が 実 数 で あ る もの を使 っ

てILfllnH・=Fx1で 与 える. Paleyの 不 等 式 は,実 ハ ー デ ィー空 間 に つ い'て述 べ た次 の もの と同

値 で あ る:f(θ)～ Σ 窪-∞Ce2n6n ∈ 沢H1な ら ば,{Σ 毘1(Cn、12+ic-nκ12)}1/2≦Cllf版H・.さ

らに,我 々 はヤ コ ビ関 数R9,β(θ)の 定 義 域 を考 慮 して,次 の 空 間H1(0,π)を 考 え る:

ノル ム は,IlfllH1(0,π)=ilん 版H1で 与 え る.た だ し, f=h1(0,め で あ る.

 実 ハ ー デ ィー 空 間 に は,(H1,BMO)-duality,ア トム分 解 に よ る特 徴 づ け等 の 実解 析 的 な道具 が 揃 っ

てい る.つ ま り,複 素 解 析 的 手 法 の使 用 が 困 難 な対 象 に対 して,有 効 な解 析 を可 能 にす る舞 台 を提 供 す

る.我 々 は,BMO関 数 がH1上 の連 続 汎 関 数 を与 え る こ と を利 用 して ヤ コ ビ級 数 に 関す るPaleyの

不 等 式 を得 る こ とが 出 来 た.

 定 理4([33])パ ラ メ ー タ(α,β)は,d,β ≧ 一1/2を 満 た す もの とす る.数 列{nκ}窪1を ア ダ

マ ー ル 数 列 とす る.こ の と き,関 数f(θ)一 Σ 窪0c貯,β)雄,β)(θ)∈H1(o,π)に お け る係 数c禦,β)

は,次 の不 等 式 を満 た す:

(15)
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 バ ー デ ィー 空 間 に お い て成 り立 つ,も う1つ の よ く知 られ た 不 等 式 は 関数F(z)= oopanz,一LE,

H1(D)に 対 して成 り立 つ不 等 式:Σ 窪olαnl/(n+1)≦CFx・ で あ る.ハ ーデ ィー一空 間 にお け る

Hardyの 不 等 式 と呼 ば れ て い・る・ 実 バ ー一デ ィー 空 間 沢H1で 述 べ れ ば:f(θ)～ 00
n=_∞ c e2nen ∈

肌H1な らばrΣ 淫 -∞。 lCnl/(lnl+1)≦Cllf版H1.こ の不 等 式 も,実 ハ ーデ ィー 空 間 にお け る ア ト

ム 分 解 の力 を借 りて,斉 種 の 直 交 関 数 系 にお い て 同様 の形 で成 り立 つ こ とが 知 られ て い る .こ れ に 関

して,い くつ か の 文献 をあ げ て本 稿 を終 わ りた い}.ヤ コ ビ級 数 にお け るHardyの 不 等 式 は=Y . Kanjin

 and K.Sato[32]に お い て準備 中 で あ る1エ ル ミー ト級 数 とラゲ ール級 数 に 関す るHardyの 不 等 式 は

D30], M. satake[44]に あ る.ハ ンケ ル変 換 に 関す る もの は[31]に あ り,少 し違 っ た設 定 で の結 果 は

J.J.Betancor and L.Rodriguez-Mesa[8]に あ る .
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