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圧縮荷重下における亀裂進展時のエネルギ解放率のX-FEM解 析
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Using the X-FEM and the path independent E integral, we analyze the energy release rate at the onset of crack kinking for an isotropic linear 

elastic material in an infinite plate with a centered crack under a uni-axial and two axial compressive loads. In the X-FEM , we propose a 

simple method in which only the four-node quadrilateral isoperimetric elements in the fractured element are employed without the enrichment 

by the near-tip asymptotic solution. The friction forces are assumed to follow the Coulomb law, with a slip criterion treated in the context of a 

standard return mapping algorithm. Consistent linearization of the field equation is performed which leads a fully implicit scheme which 

preserves asymptotic quadratic convergence of the Newton-Raphson method. 
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1.は じめに

現在汎用 され てい る破壊力学分野 における有 限要

素法解析 では,亀 裂の よ うな変位不連続面 は,要 素

の辺上 に沿 って要素節点 を分離す る事 によって表 現

され ている.し たが って,亀 裂 の進展挙動 は,あ ら

か じめ設定 された要素配置 に限定 され て しま う.そ

こで,こ れ を回避 す るた めに,非 常に面倒 な要 素の

逐次 リメ ッシュに よる方法が考案 され てきたが,解

析 コー ドの煩雑化や 計算 コス トの膨大化 を招 くな ど

の難点 がある.

このような背景の下で,最 近になって,面 倒な要素の

リメ ッシュを避け るため,Simoら1),Oliver2)や

Larssonら3)に よって要素内に不連続な形状関数を用い

る強不連続解析手法や有限被覆法4)な どが提案されてい

る.前 者の手法により荷重一荷重点変位関係などの解の

要素依存性が大幅に軽減 し,損 傷モデルや弾塑性体など

の亀裂進展解析が数多く報告された.し か し,こ の手法

によると,不連続な形状関数の作成が非常に複雑 とな り,
一般には

,不 連続面に沿 う方向のひずみは不連続になる

が,こ の研究で汎用されている階段関数か ら1次 の3角

形形状関数 を引くことにより作成された不連続な形状関

数を用いた場合,不 連続面両側の全ひずみ成分が常に同
一にな り

,亀 裂の進展挙動を捉える上では致命的な欠点

を有する.一 方,有 限被覆法では,物 理被覆に加 え数学

被覆を用いるなど解析理論の複雑さはあるが,初 期の亀

裂面発生からその進展までを総合的に扱 うことが可能で

あ り,今 後の研究に期待する.
一方

,最 近になって物理的意味が分か り易い簡便な手

法 として,拡 張有限要素法(X-FEM:eXtended Finite

Element Method)と 呼ばれる解析手法がBelytschkoら5)

やMoesら6)に よって提案 されている.こ の手法は,き

裂などの変位の不連続面を有する要素に対して,そ の不

連続量を単に要素節点に新たな自由度として付加するこ

とにより亀裂面の変位の不連続を表現できるようにした

ものである.X-FEMは,未 知量の増加により計算時間は

多少増加するが,従 来の有限要素法に付加的な自由度を

加えるだけでよく,比 較的容易にプログラムを作成する

ことが可能である.X-FEMで は,線 形弾性体内の亀裂の

先端近傍の解をより精度の良いものとするために,変 位

の不連続を表す自由度だけでなく,メ ッシュフリー法で

も使用された亀裂先端近傍の応力の-1/2特 異性をも

つような変位分布の自由度をも節点に付加することを提

案している.し かし,こ の付加自由度によって,未 知数

が大幅に増加するだけでなく,物体が線形弾性体でなく,

例えば,一 般の非線形弾性体や弾塑性体の場合では,亀

裂先端近傍の応力ないしひずみの特性は,特 別な場合を

除き未知であるためこの手法は使えない.

そこで,著 者らの将来の研究目的は,地 盤の地滑りやコ

ンクリートや岩盤などの弾塑性体挙動する破壊過程の解

明にあるため,あ えて,上 記の応力の-1/2特 異性を持つ

ような変位分布の自由度を考慮せず,強不連続解析と同様

に,変位の不連続量を表わす自由度のみ考慮し,亀裂先端

は常に要素辺上に設定した簡便なX-FEMの 手法を採用す

る.前 報7)では,こ のX-FEM手 法を用いて,無 限板中央に

亀裂があり,それを,亀裂と垂直な方向に一軸引っ張り荷

重を作用させた場合において,亀裂の任意方向折れ曲がり

瞬間時のエネルギー解放率を計算し,C.H.Wu8)に よる半理

論解との比較を行う事によりこの手法の精度の検証を行

ない本X-FEM手 法の有効性を確認した.

今までに報告されたX-FEM手 法を用いた亀裂進展解析

において,理 論解の存在する亀裂が直進する場合の精度

の検証は行われている9).し かし,亀裂が折れ曲がる場

合の精度の検証は皆無である.数 値解精度の保証の無い
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亀裂の折れ曲が り進展解析をおこなっても,そ の進展挙

動の信頼性に欠ける.

一方
,著 者 らの将来の研究 目的である地盤の地滑 りや

コンクリー トや岩盤 などの破壊現象では,前 報のような

引っ張 り荷重下にある場 合は稀であり,ほ とんど場合,

圧縮 荷重下にある.そ こで,本 報告では,前 報で,そ の

精度を確認したX-FEMの 手法の圧縮荷重下での応用を試

みる.通 常,圧 縮荷重下にある亀裂面には摩擦力が存在

し,引っ張 り荷重下にある場合に比べ現象は複雑になる.

この摩擦力が存在す る場合の解析手法として,破 壊力学

で汎用 されている要素 の辺 上に沿 って要素節点 を分

離す る事 によって亀裂 を表 わす手法の場合,摩 擦則

の亀裂面判定 には要 素節 点力を必要 とす る10).と

ころが,X-FEMで は,こ の要素節 点力が陽な形 で求

ま らない.し たがって,X-FEMで は,摩 擦力 のある

問題 を解 析す る方法 として,釣 り合 い式 の弱形式 を

そのまま使用す る手法 が簡便 である.こ の手法 の一

つ と して,J.Dolbowら11)は,P.Ladeveze12)の 反

復 計算 し収 束 させて ゆ くLATIN法 を採用 した結果

を報告 してい る.し か し,こ のLATIN法 は,そ のア

ル ゴリズムが煩雑 であ り,特 に収束性が この手法で

使用す る重 要なパ ラメーターの値 によって大 きく左

右 され 。しか も,そ の値 をどの よ うな値 にすれ ば収

束 が早 くな るの か前もって分からないなどの欠 点を

有 している.そ こで,本 報告 では,D,Pericら13)が

提案 した,釣 り合 い式 の弱形式中の亀裂 面上の表 面

力 と相対変位 の関係 を,ク ー ロン摩擦 を模擬 した弾

完全塑 性体 に置 き換 え るペ ナル テ ィ法 に基づ く摩

擦モデル とし,そ の部分 を2次 収束性 が保証 されて

い る陰解法 リターンマ ップ手法14)を 用い た弾塑性

解析を採 用 した.ま た'物 体 の連続変位 と亀裂面の

不連続性を表す付加 自由度 を未 知数 とす る離散化 さ

れ た全 体の非線 形連立剛性方程式 も,そ れ らの増分

を未 知数 とした線 形化 を行 ない,ニ ュー トン ・ラフ

ソン法 を採用 した.こ の新 しく開発 したX-FEM

解析手法 を用 いて,一 軸及び二軸圧縮荷重下にあ る

亀裂折れ 曲が り瞬間時のエネル ギー解 放率 を補 ひず

み エネル ギーE積 分公 式10)を 使用 して,亀 裂が直進

す る場合 には,理 論式 との比較 を行 い,亀 裂 が折れ

曲がる場合 は,既 報 の結果10)と の特性 と比較検討

を行 なった.

2.X-FEM解 析

この節で は,不 連続 変位 場 を有す る物体 の支配方

程式の弱形式 を離散化 して解 くX-FEM手 法 の概説

をす る.こ こでは議論 を簡単 にす るため,変 形 は微

小であ る とし,運 動 は静的で あ り,物 体力 も無 い も

の とす る.

2-1支 配方程式と境界条件

図-1に 示す よ うな物体 Ωを考 える.亀 裂 とその

先端 にお ける接線 を延長 した線(図-1中 の破 線)

に より分割 され る2つ の領域 を,そ れぞれ Ω+,Ω-

とす る.図-1に は,Ω+は 灰色 で塗 りつぶ してあ る.

Γは物体 の全境界 を表 し,変 位uが 既 知であ るΓu,

表面力tが 既知 である Γt,亀 裂 の面 Γcを 合 わせ た

図-1物 体の領域と境界

もので ある.

(1)

釣 り合い式と境界条件は以下のとお りである.

(2)

(3)

ここで▽は,ナ ブ ラ演算子,σ はCauchyの 応力

テ ンソル,nは 全境界 Γの外 向き単位法線ベ ク トル,

ncは,Γcの Ω+側 向 き単位 法線 ベ ク トル で あ り,f

は Γc上 の表面力 を表 してい る.(・)は テ ン ソル と

ベ ク トルの内積 を示 している .ま た上付 きの(-)

は既 知量で あることを示す.ひ ず みは変位 よ り以下

の よ うに示 され る.

(4)

εはひずみテンソルを表 し,〓 はテンソル積であ

る.上 式の右肩のsは 対称成分であることを表す.

応力 とひずみを関係付ける構成関係は次のような
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Hookeの 法則 に従 うもの とす る.

(5)

こ こでCeは 弾性構成 テ ンソル で,(:)は4階 のテ

ン ソル と2階 のテ ンソルの内積 を示す.な お,本 報

告 では,問 題 を簡 単化 す るため,物 体 Ωは2次 元線

形等方 弾性 体 と仮定す る.

2.2弱 形 式化

式(2)を 弱形 式化 す るため次の よ うなΓc上 で不連

続 となる試 験関数 ηを考え る.

(6)

この試験 関数 を式(2)の 両辺 に掛 け,物 体 の領域

Ω全体で積分 しGaussの 発散 定理 と境界条件(3)を

用い る と次式 とな る.

(7)

2.3不 連続変位の定式化

近年,弾塑性体の解析手法として全体の非線形連立方程

式をNewton Raphson法 に整合するようConsistent接線

剛性テンソルを用い,求解の過程において誤差が2次 収束

することが保証された陰解法 リターンマッピング計算ア

ルゴリズムが提案されている14).本報告では,亀 裂面上

の表面力 と相対変位の関係を,ク ーロン摩擦を模擬

した弾完全塑性体に置き換えるペナルティ法に基づ

く摩擦モデルを使用し,こ の弾完全塑性の解析に陰解法

リターンマッピング手法を適用する13).まず,式(7)を連

続変位と不連続変位を用いて離散化する,一 般に,有

限要素法では変位は連続と仮定され,こ の連続節点変位a

のみを未知量として計算を行うが,X-FEMで は亀裂面の

不連続性を表すために,通 常の連続節点変位aに,付 加的

な自由度として不連続節点変位bを 節点に付加する.以下,

これらの付加的な自由度をそれぞれ,亀 裂を含む要素の不

連続節点変位bと 呼ぶ.こ れらの付加項を加える点は図一

2の ○で示してある.要 素⑧内の亀裂先端では,変 位が閉

じていることを保証するため,Δ で示される点では,不 連

続節点変位bは 付加 しない.

連続節点変位a,不 連続節点変位bを 用いて亀裂面 Γ

cで変位uが 不連続 となるように離散化 された変位u

は次式のように表せる,

(8)

ただ し,第2項 は亀裂が存在す る要素に(図-2

中,①,②,⑤,⑧ 要素)の み付加 され る.こ こで

[N]は 節点変位aに 対す る標準的 な形状 関数行列,

{a}は 連続節点変位ベ ク トル,{b}は 不連続節点変位ベ

ク トル,H(x)は 亀裂 面に よ り分 割 された Ω+,Ω-

図-2X-FEMに よる解析の要素と節点

に対 して以下のような値を持つ階段関数である.

(9)

ひずみは式(8)を微分 して,次 式のように表せ る.

(10)

こ こで,[B]は,[N]の 各成 分 を座 標 で微 分 した

通常 のBマ トリクスであ る.数 学的 には,式(8)を

微分する時,階 段関数H(x)を 微分 した超関数の項

が入るが,不 連続面上でのひずみは,数 値解析上関

係無いので,式(10)で は不要である.

試験関数 ηに関しても変位 と同様に離散化を行 う

と,

(11)

の よ うに表せ る,ま た,▽ 〓ηも,次 式 の よ うにな

る.

(12)

この試験関数 も,変位 と同 じく第2項 は亀裂が存在
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す る要素 にのみ付加 され る.各 要素 ご とに式(10),

式(11),式(12)を 式(7)に 代入す ると次式 を得 る.

(13)

(14)

式(13),(14)の 両 辺 を 次 の よ う に お く.

(15)

(16)

ここで,ue={ab}と おいた また,uは Γc上 の

相対変位 である.fは 亀裂上の表面力で,こ こでは

相対変位 血の 関数 とす る.こ のモデル については,

次節で説 明す る.

この時,式(13)と 式(14)は,次 式のように節点における

離散化された連続節点変位aと 不連続節点変位bを 未知

とする非線形連立方程式に帰着 される.

(17)

(18)

次に,式(17)と 式(18)の連続節点変位aと 不連続節点

変位bに 関する非線形連立方程式にNewton Raphson法

を適用す るため,Taylor展 開を行い,そ の第1階 微分項

だけ残すと次式が得 られる.

(19)

(20)

こ ごで,

結 局,式(19),式(20)よ り,次 式 が 得 られ る.

(21)

ここで,

(22)

3.接 触解析の弾完全塑性モデル

3.1.接 触面の表面力と相対変位

ここではひ とつの要素内の亀裂面は直線であると仮

定 し,亀 裂面の Ω+側 向き単位法線ベ ク トルncを 単

にnと お き,そ の接線方 向単位ベ ク トル をt(前 節

での表面力tと 同 じ記号 を使 ってい るので,意 味が

異な ることに注意)と お くと,亀 裂面の表面力fは 次

式のように与えられる.

(23)

こ こで

(24)

亀裂面の相対変位uも 次式のように与えられる.

(25)

こ こ で,

で あ り,

と定義する. (26)
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なお,X-FEMで は,u=[N]{b}で ある.

弾完全塑性体モデルでは亀裂面での相対変位を,すべ り

を生 じる以前の微小な相対変位に相当する"弾性成分"と

すべりに相当する"塑性成分"に分解する.

(27)

従って,次 式が得 られる.

(28)

な お,こ こで法 線 方 向 のす べ りは生 じな い ので

と お い た.

3.2弾 完全塑性摩擦モデルの挙動

図-3に 示すように,弾 完全塑性モデルの亀裂面の表面

力は,次式のように相対変位の弾性成分で決まると仮定す

る.

(29)

ここに,αt,αnら の物理的意味は弾性係数であるが,

実際,亀 裂面問に物質があるわけではないので,数 学的

意 味でのペ ナルテ ィ係 数で あ り十分大 きな値 を用

いれ ば よい.

滑 りが開始す る条件,す なわ ち"降 伏条件"は γF

を摩擦係数 と して次式 で与え られ る,

(30)

こ こ で,fn=fn・nで あ り,fn〓0の 場 合 は 式(30)

が 成 り立 っ が,fn＞0の 場 合,‖ft‖=0と す る.

upn=0を 満 た す た め に 次 式 の 塑 性 ポ テ ン シ

ヤ ル

を定義すると,以 下のような流れ則が成立ものとする.

(31)

図-3"弾 完全塑性"接 触摩擦モデル

また除荷 ・負荷判定 と して,下 記 のKuhn-Tucker

条件 が課せ られ てい る.

(32)

4増 分 ・反復結合法による亀裂面に摩擦が存在する

X-FEM解 析のアルゴリズム

本報告 では,3節 の亀裂面上での弾完全塑性体モデ

ルを解析するには,Newton-Raphson法 の2次 収束性を保

証する陰解法 リターンマ ッピング手法を用いる.

4.1陰 解法 リター ンマ ッピング

亀裂面上での弾完全塑性体 の増分 ・反復 法及 び陰

解 法 リタ ー ン マ ッ ピ ン グ の ア ル ゴ リズ ム は

Kuhn-Tucker条 件 によ り以 下の よ うに行 える.

(1)ElasticTrial

ま ず 固 着 を 仮 定 して 弾 性 予 測 を 行 な う 。

(33)

Check Yield function

(34)

then Elastic step
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(2) Return Mapping(Plastic Corrector) 

(35)

こ こ で,

一方
,upn=0で あ る か ら,

(36)

で あ る.

なお微小変形 の場合 で も,単 位接線ベ ク トルtの

方 向は,荷 重 のかけ方 に よ り向きが変化す る ことに

注意 したい.一 方,2次 元問題の場合 はConsistent

弾塑 性係 数 は,下 記 の弾塑性係数Cepと 全 く同様 で

あ ることが簡単 に証明で きる.

(37)

また,式(37)を 式(22)のKbb中 に代入 し数値解析を

行 うため,亀 裂面に対する一次積分を計算 しなければなら

ない.本 報告ではニュー トン ・コーツのシンプソン則を用

いて次式で求めた.

(38)

式(38)のA,B,Cは,そ れぞれ亀裂面の要素積分点であ

る(図-2を 参照),ま たhは 要素内の亀裂の長さである.

Cepは 式(37)に より計算する.

4.2亀 裂面に摩擦が存在する場合のX-FEM解 析

のアルゴリズム

境界で与えられた表面力ベク トルや変位をn等 分 して,

n個 のステップに分け,各 ステップでの表面カベク トル

や変位において,各 ステ ップでの応力やひずみの近似解

を,図-4の ようにNewton-Raphson法 を用いた反復解析

によって求める.

<n+1ス テ ッ プ 目 のIteration>

亀裂面上の陰解法リターンマッピング

(参照 節4.1)

k+1→k GOTO(33)

図-4 X-FEM解 析のアル ゴリズム

5.X-FEM解 析モデル及び精度の検証

5.1解 析モデル

本報告で提案 した解析手法を検証するために,図-5

に示すように2次 元線形等方弾性体であり,ヤ ング係数

E=70GPa,ポ アソン比ν=0.2,中 央に長 さl=4cm

の亀裂(変 位不連続)が 存在 してお り,無 限遠方より2

軸圧縮分布応力σ1と,σ3が 作用 している無限板のモデ

ルを考える.亀 裂(変 位不連続)は,最 大圧縮 σ1応力

方向からγ傾いて存在 している.ま た,ペ ナルテ ィ係

数 αt、 αnの 値はヤング係数Eと 同じ値 とした.

なお,図-5の ようなままX-FEM解 析モデルを作る

と,亀 裂の角度 γを変化 させ る場合,要 素の配置や形状

を変更することが必要にな り非常に面倒である.本 報告

では,図-5と 等価である図-6の ようなX-FEM解 析

モデルを作成 し,亀 裂の角度 γを変化 させる場合には,

下式(39)のような応力の変換関係 を使って荷重を変化さ

せた.

(39)
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図-5無 限板解析モデル

図-6接 触を考慮するX-FEM解 析モデ

解析 モデルの メ ッシュ分割は,図-7に 示す.こ の

図では,亀 裂 の上下 に三角形要素が あるが,前 報7)

の よ うに3角 形 の一 つの頂点 を二つ に分離 して,4

節点四角形 アイ ソパ ラメ トリック要素 に変換す る方

法 を採用 してい るため,近 似モデル の要素 は,全 て

4節 点 アイ ソパ ラメ トリック要 素であ り,合 計1960

節点2024要 素に分割 してい る.な お,物 体の剛 体

変位 を取 り除 くた め,長 方形モデル 中央左端 の要素

の左 上の節点変位 は,X,Y両 方 向を固定 し,左 下

の節点変位は,Y方 向の変位のみを固定した.な お,

亀裂は,中 央線の一つ下の要素内の中央に沿って挿

入 している.亀 裂先端の変位をゼロとするため,亀

裂先端は,亀 裂を含む要素辺中央上に設置 し,そ の

節点を含む要素辺の上下の節点には,不 連続節点変

位bは 付加 しない.

図-7解 析モデル の メ ッシュ図

5.2E積 分によるエネルギ解放率とその近似公式

本報告では線形等方弾性体を仮定しているので,

エネルギ解放率を求める経路独立なE積 分は,進展

亀裂先端を含む物体内の任意領域の全境界 Γ上の

経路積分として次式のように補ひずみエネルギ型E

積分公式を使用する10)

(40)

ここで,lは 亀裂の長さであり,t,uは,そ れ

ぞれ,表 面力および変位である.

式(40)を 数値解析する際に,式 中のlに よる偏微

分項は2点 差分近似,経 路積分は表面力 と変位をそ

れぞれ離散化 した等価節点表面力tiと 節点変位ui

を積分経路上の全節点で和をとることにより,次式

を用いた.

(41)
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ここでnは 積分経路上の節点の数であり,Δlは 基本モデ

ルと,亀裂進展モデルの進展亀裂長さの差である。また式

(41)内の変数の(の および(l+Δl)は,そ れぞれ基本モデ

ル,亀 裂進展モデルの物理量であることを表している.E積

分による方法は,全 エネルギ法とよばれる方法を経路独立

型積分に一般化した方法であり,このように進展亀裂長さ

の異なる2つ のモデルを解析する必要がある.

5.3X-FEM解 析 を用 いたエルギ解放率-解 析

本節 では,5.1節 で述べ たモデルお よび構成式 を

使 用 し,図-8の ように,亀 裂右先端 が折れ 曲が り

進 展す る瞬間時 のエ ネル ギー解放 率を,前 節 で述べ

たX-FEMを 使用 し,式(41)に よって求 める.

図-8折 れ曲がり進展亀裂

また,エ ネルギ解放率を算出す る積分経路は,図-9の

ように,亀 裂右先端を囲む経路1,2,及 び両側先端を囲

む経路3,4の 合計4種 類設定した.(番 号が小さいほ う

が,小 さな閉経路 となっている.)な お,E積 分では積分

経路を要素辺上に設定 し,ひ ずみや応力より精度の良い節

点での表面力,変 位のみで計算することができるため,ひ

ずみない し応力が必要な周知のJ積 分 より精度が良い.

圧縮荷重下(σ1＜0,σ3＜0)の 場合では,亀 裂

面の大部分 は閉 じて接 触 しなが ら進展す るため.亀

裂 面上の各点 で摩擦力が存在する.こ の ときの亀 裂

が直進方 向に進展す る場合 のエネル ギ解 放率 の理

論解 は次式 で与 え られ る10).

(42)

図-9積 分経路の設定

5.3.1-軸 圧縮荷重下にある摩擦力が存在する直進

進展亀裂のエネルギ解放率

図-10は 一軸 一様圧縮荷重 σ1をγ=0.25π(=45°)

の方向から比例的に載荷 した時に,亀 裂が直進する場合

(θ=0.0π とした場合)の エネルギ解放率である.横 軸

は経路番号であ り,縦 軸は無限遠からの一様引っ張 り荷

図-10経 路独立性の検証
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重下にある進展亀裂の理論解により求まるエネルギ解放

率

(43)

で正規化 してある.以 後すべて正規化 したエネルギ解放

率 とは,補ひずみエネルギ型E積分公式(40)の 数値解公式

(41)の値を,式(43)で 正規化 したものである.図-10か

らわかるように,進 展亀裂右先端のみを囲む経路1,2,お

よび進展亀裂両先端を囲む経路3,4の どの経路において

も,一 定の値 となってお り経路独立1生が示 されている.

また摩擦係数 μは0.0, 0.3, 0.6の3つ の場 合をそれぞれ

解析 したが,ど の摩擦係数でも経路独立性が示 されてい

ることがわかる,ま た図中の点線は式(42)で 表 される亀

裂面上に摩擦力が存在す る場合のエネルギ解放率の理論

解であり,本 解析方法によるエネルギ解放率と非常に良

く一致 していることがわかる.ま た,そ の誤差は摩擦係

数の大きさに関わらず,ど の経路においても約0.25%

程度 と,無 限板を有限板にした差 と一致 してお り,非 常

に良い精度で解析できていることが分かる.

図-11は 一軸圧縮荷重下で圧縮荷重角度7を0.0π か

ら0.5πまで0.05π ごと,ま た摩擦係数 μ を0.0,0.3,

0.6と 変えた時のエネルギ解放率を求めたものである.横

軸は圧縮荷重角度γであり,縦 軸は正規化 したエネルギ

解放率である.図 中曲線は式(42)で 表 される理論解で

ある.ど のような圧縮荷重角度においても理論解 との誤

差は約0.25%以 内であった.こ の図からも圧縮荷重下で

の進展亀裂のエネルギ解放率の解析に,E積 分を用いた

本報告による摩擦を考慮 したX-FEM解 析が有効であるこ

図-1王 一軸圧縮荷重角度γの変化とエネルギ解放率

とが示 されている.ま た,圧 縮荷重角度がある値以上に

なると,摩 擦力により亀裂面は動かなくな り,エ ネルギ

解放率がゼロとなることもわかる.そ のエネルギ解放率

がゼロとなる圧縮荷重角度は,式(42)に よると,摩 擦係

数μ が0.3の 時はγ〓0,41π,μ が0.6の 時はγ〓0.33

πとなることが分かるが,本 解析でも図-11の 様に,

同様の荷重角度付近でエネルギ解放率がゼロとなってい

ることが分かる.

5.3.2一 軸圧縮荷重下にある摩擦力が存在する折れ曲

がり進展亀裂のエネルギ解放率

5.3.1節 で一軸圧縮荷 重下の場合 に摩擦 力が存

在す る直進亀裂 の問題 を解析 し,理 論解 と比較す る

ことによ り本報告 によるX-FEM解 析が有効 であ る

ことが確か め られ た.次 に,こ の方法 を用 いて折れ

曲が り進展亀裂 のエネル ギ解放 率 を解析 し,そ の進

展特性 を議論す る.

図-12は 一軸一様圧 縮荷重 下で圧縮荷 重角度 γ

が0.25π(=45°)の 場合,折 れ曲が り進展亀裂

のエネル ギ解放 率を求めた ものであ る.横 軸 は亀裂

折れ曲が り角度 θで,縦 軸 は正規化 したエネル ギ解

放 率であ る.亀 裂 折れ 曲が り角度 θは0.0π か ら0.

5π までの0.1π ごとに,ま た摩擦係 数 μは0.0,

0.3,0.6の 場合 をそれぞれ解析 した.こ の図か ら,

摩擦係数 の大 き さによ らず,最 大エネル ギ解 放率に

よ り,亀 裂 は初期亀裂面 か ら約0,39π ～0.41π

図-12一 軸圧縮荷重下で折れ曲が り進展

亀裂のエネルギ解放率
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(=約70° ～73°)圧 縮荷重 σ1方向へ折れ曲が

って進 みやす い ことがい える.こ れは図-13に 示

す よ うな圧縮 荷重 下で の ウィングク ラ ックタイプ

の亀裂の折れ 曲が り進展 開始方 向を表 わ して い る

と考 え られ る.

図-13ウ イングクラック型亀裂進展

5.3.3二 軸一様圧縮荷重下にある摩擦力が存在する

折れ曲が り進展亀裂のエネルギ解放率

図-14は,二 軸 一様圧縮荷重をγ=0.2π(=36°)

の方向から,主 応力比σ3/σ1を0.0か ら0.9ま で0.1ご と

変えて比例的に載荷 した場合の,摩 擦が無い折れ曲がり

進展亀裂のエネルギ解放率を求めた図である.こ の図か

ら進展方向は主応力比が0.1か ら0.3ぐ らいまでは,一 軸

図-14二 軸圧縮荷 重で μ=0.0の 場合,

折れ 曲が り進展 亀裂のエネル ギ解放率

の場合(主 応力比が0.0)の ように,初 期亀裂面に対 して

最大主応力σ1方向へ約0.4π 傾いた方向に進展 しやすい

ことが分かるが,主 応力比が0.4か ら0.9までは直進方向

(θ=0.0π)の ほ うが大きくなってお り,図-15の よ

うに,折 れ曲がらず直進する方向にせん断破壊 していく

ことが予想 される.

同様の二軸一様圧縮荷重下で,主 応力比は0.1ご とに亀

裂面に摩擦が存在する場合の折れ曲が り進展亀裂のエネ

ルギ解放率を計算 した.図-16は μ=0.3の 場合で解析を

行 っ た も ので あ る.主 応 力 比 σ3/σ1が,0.5以 上 に な る と,

図-15直 進亀裂進展

亀裂面は滑らず固着状態 となるため,エ ネルギー解放率

はゼ ロとなる.図-17は μ=0.6の場合で主応力比が0.3よ

り大きいとエネルギ解放率がゼ ロとなったので主応力比

図-16二 軸圧 縮荷 重下で,μ=0.3の 場合の折れ

曲が り進 展亀裂のエネル ギ解放 率

図-17二 軸圧縮荷重 下で,μ=0.6の 場合の

折れ 曲が り進展亀裂 のエネル ギ解放率
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を0.05ごとに変えて解析 をおこなった.以 上の一軸及び

二軸の一様圧縮荷重の時,折 れ曲が り瞬間時のエネルギ

-解 放率の折れ曲が り角度 θに関す る分布形状は既報10)

の結果の特性と非常に良く一致 していること分かった.

ただ し,既 報10)の解析では,不 連続面を要素の辺上に沿

って節点を分離する古典的な手法であるため,亀 裂折れ

曲が り方向はあらか じめ設定された方向に作 られてしま

うが,本X-FEMに よる手法では,亀 裂折れ曲が り方向

は全 く任意方向にとれ る優位 性がある.

6.結 論

本報告では,非 線形方程式の解析に対して収束が早く

かつ精度の良い陰解法リターンマッピング計算アルゴリズ

ムを組み込み,離 散化された全体の非線形連立剛性方程

式をNewton Raphson法 に整合させた摩擦を考慮したX-

FEM解 析手法を提案 した.そ の解析手法により,中

央に亀裂がある無限板 を近似 したモデルに,一様圧

縮荷重が一軸と二軸に載荷された場合において,E

積分により折れ曲が り進展亀裂のエネルギ解放率を

求めた.そ の結果,進 展亀裂先端を囲み,先 端近傍

から離れた任意の積分経路で,折 れ曲が り方向にか

かわ らず精度良くエネルギ解放率 を求めることが

できた.従 って,提 案 した摩擦を考慮したX-FEM解

析手法は,非 常に精度の良いものであることが確認

できた.
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