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In this paper, we analyze the path-independent E-integral for a frictional crack subjected to remote
compressive loads using the finite element method. We find that the E-integral of the complementary
energy type gives the energy release rate under the proportional compressive loads with a high accuracy.
We then obtain the closed form solutions of the work change rate for a frictional crack under the several
loading histories, and find that the E-integral also agree well with the obtained solutions for several
loading histories.
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1.　まえがき

岩石やコンクリートなどの脆性材料の強度を推定する

ことは工学的に非常に重要な問題であり,それに対する

アプローチとしては破壊力学的手法を用いることが有効

であると考えられる.岩 石,コ ンクリートなどの材料では

圧縮荷重下での強度が問題であり,その圧縮破壊過程

のメカニズムは引張り破壊過程に比べて非常に複雑で

あることが知られている.圧縮荷重下では多くの場合,き

裂は閉じて接触し,荷重状態によっては摩擦力に保持

されながら滑り,モードI型 とモードII型(せ ん断型)の

混合モード状態で進展する.また圧縮荷重下にある進

展き裂は,たとえ物体全体が弾性体として考えられるとし

ても,き裂面上に摩擦力が存在するためその圧縮荷重

の載荷履歴により,最終状態がひとつには決まらない.

このような接触・摩擦や折れ曲がり進展き裂など境界条

件の取り扱いの困難さからか,過 去に有用な理論的・実

験的報告1)2)3)4)は幾っか見られるが,圧 縮荷重の載荷

履歴を考慮した進展き裂に対する理論的な研究報告は

筆者の知る限り皆無である.

そこで本研究では破壊力学において破壊規準として

重要なパラメータのひとつであるエネルギ解放率や仕事

変化率を求めるE積 分公式5)を,共役型のE積 分公式,

ひずみエネルギ型E積 分公式,補 ひずみエネルギ型E

積分公式なる3つ のタイプを導入分離した6).次 にその

補ひずみエネルギ型E積 分公式を用いた有限要素解析

を行い,比 例負荷の場合や,荷 重載荷履歴の異なった

問題を幾っか解析し.その載荷履歴がE積 分値に与え

る影響についての考察を行った.

2.　 E積 分の圧縮荷重下へ の応用

2.1　 圧縮荷 重下 にある進展き裂のE積 分の表示

図-1の ように超弾性体中(ひずみエネルギを持つ弾

性体)に 公称表面力sや 変位uに よる"外荷重"が 与え

られ,そ の中に存在するき裂が閉じており,き裂面上に

摩擦力が発生している時,外 荷重(s,u)の 増加 に伴

い進展しているき裂を考える.以後,き裂面が閉じている

ような外荷重(s,u)を 便宜上圧縮荷重と呼ぶ.物 体は

超弾性体であるので,Sを 第一種Piola-Kirchhoff応

力,H(=▽u)を 変位勾配,wを ひずみエネルギ密度と

すると

(1)

と仮定され,物 体力の無い準静的な場合を考えると釣り

合い式

(2)

がき裂先端を除いた各点で成立している.ここで,各 変

数は基準系の位置Xの 関数でもあるが,記 述を簡単に
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図-1　圧縮荷重下にある超弾性体内を準静的に進

展しているき裂

するため省略した.以 下同様の記号,また誤解のおそれ

が無い場合,全 ての変数をも省略する.

この時,き裂が準静的に進展している時のE積 分は

(3)

で定義される.l基 準系でのき裂長さであり∂/∂lは

右微分係数をとる.Aは 物体内にある進展き裂先端を

含む基準系での任意の閉領域である.C±はA内 のき

裂上下面の境界であり,Γはそれを除いたAの 境界で

ある.sは ΓとC±上の公称表面力であり,uは 変位であ

る.またβ(0≦β≦α)を荷重パラメータとすると,一般的

なひずみエネルギ密度wは

(4)

のように定義される.ここで荷重パラメータβとは,き裂

を進展させるために物体の境界上に与えられた外荷重

(ｓ(β),u(β))の載荷履歴を特定するパラメータのこと

であり,例えば単軸集 中荷重Pが 荷重制御で単調増加

するように与えられた場合にはβ=Pと おくことができる.

またここでは,き裂面上に摩擦力が存在するため,超 弾

性体であってもひずみエネルギ密度は,一 般に外荷重

の載荷履歴によって異なる値をとる(l,α)の関数となる.

超弾性体であるので式(1)が仮定され

(5)

となるので,式(3)は 領 域A内 に進 展き裂先 端を含 まな

ければ,式(5)お よび,釣 り合い式(2)を 考慮すると,発 散

定理を使えばゼロとなるので,式(3)の 経 路独 立性 は 自

明である.(こ の時,積 分経路 には,き 裂面C± を含んで

いることに注意.)

式(3)内 のひずみエネルギの積 分項は

(6)

のように変形できるので,こ れ を式(3)に 代入 すると

(7)

のような"ひずみエネルギ型"E積 分公式となる.ここで式

(7)を変形すると

(8)

が得られる.これを進展き裂面上に表面力が作用する

場合の経路独立な"共役型"E積 分公式という.

更に,式(8)を変形すると次式を得る.

(9)

ここで

(10)

であるか ら,式(9)は 補 ひず みエネル ギ密 度(comple-

mentary strain energy density)を 用いた定義式 にな

っていることより,式(9)を"補 ひずみエネルギ型"E積 分

公式 と呼ぶ.

なお,式(3)か ら式(9)を 導く際 に,境 界 Γ∩C±による積

分 と,き裂 長さlに よる偏微 分 の入れ 替えを行 ったが,

進展き裂 面上 に摩擦力などの表面力が存在する場合は,

き裂長 さの変化 につれてその境界C± の大きさが変化す

る.そ の場合,理 論的には式(7),式(8),式(9)は 同一の

値となる事 が容易 に証 明できるが,数 値解析する際 には
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図-2　 1)の 場合の(l,α)空 間での物理量の変化

図-3　2)の 場合の(l,α)空 間での物理量の変化

補 ひず みエネル ギ型E積 分公式(9)が 最も精度 が良い

事 が推察できる6).

ここで,き 裂 面上に摩 擦力が存在し,載 荷履歴が比例

負荷でない場合 ∂s(l,β)/∂l,∂u(l,β)/∂lなどの物理量

Φ(l,β)のき裂長さlに よる偏微分 は,下 記の様 に2通 り

の方法で求 めることができ,そ の2者 でE積 分 の値 の物

理 的意味が異なることに注意したい.

1)図-2の ように,き 裂長さlが 微小量異なる2つ のモ

デル に対して,β を0か らαまで増加 させて∂s/∂l

,∂u/∂lを求 める.

2)図-3の ように,β を0か らαまで増加させる際,

βを固定してlを 微 小量変化させて∂s/∂l

,∂u/∂lを求める.

上記1)の 場合のE積 分値の物理的意味は,き裂長さが

微小量異なる時,最 終状態αになるまでの"仕 事変化

図-4　 圧縮荷重下にある2次 元無限平面内のき裂

図-5　 き裂面上の表面力と変位

率"(す なわち,き裂が単位長さ異なる時,最 終荷重状

態 αに達するまでの仕事の差7))となり,2)の 場合が周

知の"エネルギ解放率"の意味を持つ.両 者とも,き裂が

不安定進展を開始する限界値でもって破壊靭性値,す

なわち,き裂が不安定進展する規準物性値としての物

理的意味を持ち得る.本 報告では,解 析の簡便性のた

め,比 例負荷でない場合は,一 般 に仕事変化率となる

1)の解析を行い2)の エネルギ解放率の場合は別途報

告する予定である.

2.2　 境界条件

本研究では,図-4に 示すように無限遠から一様圧

縮応力 σ(<0)と 一様せん断力 τ(<0)が 作用している

微小変形する線形等方弾性体中を,き裂右先端のみが

準静的に進展している場合の2次元平面問題を考える.

また,ここでは引張りを正とする.

進展き裂面上の状態は,圧 縮応力σやせん断力τ

の大きさやその載荷履歴などにより,いろいろな状態が

考えられるが,ここではその状態を,固 着接触状 態,滑り
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(a)　外荷重の載荷履歴 (b)　き裂面上の表面力 とその状態

図-6　 き裂面に摩擦力がある場合の外荷重の載荷履歴と,き 裂面上の表面力の関係

接触状態,開き状 態の3つ に大きく分けて考える.ただし,

滑り接触状態の時,滑 り方向とは逆向きに摩擦力が発

生するが,摩 擦力はCoulombの 摩擦法則に従うものと

し,そのときの摩擦係数はμ(定数)とする.

固着接触状態とは,進 展き裂面上での法線方向表面

力成分snが 圧縮状態にあり,かつ接線方向表面力成分

stが限界摩擦力以下の時,す なわち

(11)

である時,進 展き裂面上の各点では,表 面力と変位の

連続性が成立している場合,す なわち

(12)

の様な関係が成立している状態のことをいう.以後,進

展き裂面上の各物理量は図-5に 示すように,き裂下

面に対して接線方向にxt,法 線方向にxn.という軸をとる

と,sは 表面力成分,uは 変位成分であり,上付き±は

それぞれき裂上下面での物理量であり,また下付きt,n

はそれぞれ進展き裂面上の接線 ・垂直方向の物理量を

示している.

滑り接触状態とは,外 力の負荷により進展き裂面上で

の接線方向表面力成分が限界摩擦力になった時,す な

わち

(13)

である時,

(14)

のように上下面において垂直方向変位成分は等しいが,

接線方向変位成分は滑りの発生により未知量となって

いるような接触状態である.このとき式(12)3の かわりに

(14)3のように接線方向表面力成分は滑りながら限界摩

擦力に保持される条件が必要となる.

開き状態 とは,負 荷後の変形によって非接触化する

状態をいい,負 荷前に接触していた点の法線方向表面

力成分が引張りになる条件,す なわち

(15)

であるような時,自 由境界となるのであるから

(16)

のようになる状態である.

ここで,き裂面上に摩擦力が存在する場合は,外 荷重

の載荷履歴により,き裂面上の表面力が非線形な挙動

をする一つの例として,外荷重(δ,τ)が図-6(a)の 様に

与えられた場合を考える.ここで物理量の上に-が ある

ものは最終状態でのσfで無次元化した量であることを

示している.すなわち無限遠での一様圧縮荷重 σは荷
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重パラメータβが0か らαの間,β に比例するものとし,
一様せん断荷重τは0か らβ1の間

,直線的に増加する

が,β1か らβ2の間は一定であり,その後 β2からαまで

再度直線的に増加する.その時,き裂面上の表面力の

法線方向成分snは 無限遠での一様圧縮荷重σと同様,

βに比例して大きくなるが,表 面力の接線方向成分st

は図-6(b)の ように無限遠での一様せん断荷重と多少

異なった挙動をする.β が0か らβ1の間は摩擦力に保

持され,滑 り接触状態となり,stは 一様せん断荷重τま

で大きくならずCoulombの 摩擦法則に従い,滑 り方向

とは逆向きに大きさμ|sn|となる.β1からβ2の間は無限

遠での一様せん断荷重は一定であるため,き裂面での

stの増加もない.β2を 過ぎると無限遠では再び一様せ

ん断荷重が増加し始めるが,き裂面上ではすぐ滑り出さ

ず依然固着状態を保持しつつ,stは 増加する.そして

stがμ|sn|に達したβ3を過ぎるとαまで再び滑り接触

状態となり,stは μ|sn|以上へは上がらず,そ の経路に

沿って変化する.この様に圧縮荷重下でき裂面に摩擦

力が存在する場合,このような簡単な荷重載荷の例を挙

げても載荷履歴によってき裂面の表面力は複雑に挙動

する.

2.3　 比例圧縮荷重下 にある進展き裂 のエネルギ

解放率の理論解

無限板内にある進展き裂は,圧 縮応力下では閉じて

接触し,き裂面上の各点でCoulombの 摩擦法則,す な

わち式(14)に従いながら,滑り進展する.この時のき裂

が直進方向に進展する場合のエネルギ解放率の理論

解を導く.簡単の為,圧 縮荷重が比例負荷されている時

のみを考えると,き裂が閉じて接触し,滑り進展している

き裂先端の特異応力はモードIIのみであるので,無 限

遠でのせん断力 τ(<0)に よる応力拡大係数は,

(17)

と表す ことができ,き 裂面上 の摩擦力 τc(>0)は 垂直応

力,す なわち,無 限遠でのσ(<0)に より

(18)

と表せるので,このき裂面上の摩擦力による応力拡大係

数は

(19)

となる.よって最終的に,き裂先端での応力拡大係数は

次式のように表せる.

(20)

ここで,この式の符号について物理的意味を考えて

みると,右辺の括弧内がゼロの時は外荷重によるせん断

力τと,進展き裂面上の摩擦力τcが釣り合っている時で

あり,すなわち限界摩擦 力状態であることを表している.

また,右 辺括弧内が正となる時は,摩 擦力がせん断力を

上回っている時であり,進展き裂面は動き出さず静止し

ている状態であることを表している.よって式(20)は次の

ように書ける.

(21)

考えている物体は微小変形する線形等方弾性体で

あるので,応 力拡大係数と き裂が直進方向に進展する

場合のエネルギ解放率Gの 間には一意なる関係があり

ヤング率をE,ポ アソン比をvとすると

(22)

であるので,式(21)を エネル ギ解 放率で書くと

(23)

となる.
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図-7　 中央き裂がある有限要素モデルと積分経路

図-8　 中央き裂付近の要素分割と積分経路

3.　有限要素モデルと解析 方法

式(9)を数値解析し,仕事変化率(比 例負荷時はエネ

ルギ解放率)を求める際に,式 中のlに よる偏微分項は

2点差分近似,荷 重積分は台形公式,経 路積分は表面

力と変位をそれぞれ離散化した等価節点表面力siと節

点変位uiを 積分経路上の全節点で和をとることにより,

次式を用いた.

(24)

ここでnは 積分経路上の節点の数であり,αは全荷重

増分ステップ数,△βは荷重増分量,△lは 基本モデル

図-9　 き裂進展側先端付近の要素分割

と,き裂進展モデル の進 展き裂 長さの差である.ま た式

(24)内 の変 数の(l)お よび(l+△l)は,そ れぞれ 基本 モ

デル,き 裂進展モデル の物理量であることを表 している.

E積 分によって,仕 事変化率 を求 める方法は,全 エネル

ギ法とよばれ る方法を経路独 立型積分 に一般化 した方

法であり,このように進展き裂長さの異なる2つ のモデル

を解析 する必 要がある.全 エネルギ法では進展き裂長さ

と,そ の変化量との比 △ｌ/lは0.001～0.006が 良いとの

報告8)が ある.本 研 究では幾つかのモデルで試行解析

し,△l/lが0.00012～0.1250の 範 囲で理論解 との誤

差 を調べた結果,△l/lが0.0044～0.0625の 範 囲で誤

差 が2%以 内であり,△l/l=0.0078の 時,誤 差が最も

少なく約0.3%で あった.そ こで △l/lとして0.0078を 採

用 した.

使用 した有 限要素モデル は図-7,図-8,図-9に

示すような8節 点アイソパラメトリック要素を基本とした要

素分 割を行ってお り,基 本モデル の要素数 は332,節

点数 は920で ある.ま た,き 裂進展 モデルは節 点を解

除することにより実現しているため,要 素数 は同数である

が,節 点数 は922と なる.弾 性係 数Eは 花 崗岩 を想定

し68.6Gpa,ポ アソン比vは0.3と した.進 展き裂はモ

デル 中央に存在 し,き裂 長さl=4cmに 対して横 寸法

80cm,縦 寸法80cmで 無 限板 を近似している.このモ

デル と同一幅 の一様 引張り荷重を受けた等方線形 弾性

体無 限長帯板の 中央き裂 の級数解と,無 限板の厳 密解

との差 は,エ ネルギ解 放率においては0.25%程 度であ

った.ま た本研 究では,き 裂右先端 のみが進展すること

を想定しており,図-9に 示 すように要素分割を行った。

また,き 裂先端 にはr-1/2の特異性 を表現できる特異要素

を用い,精 度の向上を計った。
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図-10　 圧縮荷重により接触した進展き裂のエネルギ解

放率の理論解と解析結果

積分経路は要素辺上に設定してあり,き裂右側先端

を囲む経路(図 中点線)を小さい方から1,2,3,5,き 裂両

側先端 を囲む経路(図 中一点鎖線)を 小さい方から

4,6,7と してある.またここでの各積分経路中にき裂面

C±の要素辺も積分経路に含めなければならない.特 に

進展き裂両先端を囲む経路には全き裂面が経路に含ま

れている。なお,E積 分では周知のJ積 分と異なり,積

分経路を要素辺上に設定し,節点での表面力,変 位を

直接積分公式の中に代入し計算することができ,精度を

上げることができる9).

4.　 解析結果

4.1　 比例圧縮荷重下 にある進展き裂 のエネルギ

解放率の解析結果

図-10は 圧縮荷重 σ(<0)と せん断荷重 τ(<0)を

σ=τ となるように比例的に載荷した時に,き裂が直進

する場合のエネルギ解放率(=仕 事変化率)を,補 ひず

みエネルギ型E積 分公式(9)の数値解公式(24)により求

めたものである.横軸は経路番号であり,縦軸は無限遠

からの全圧縮荷重σfを用いた

(25)

で無次元化してある.以 後すべて無次元化したエネル

ギ解放率とは,補 ひずみエネルギ型E積 分公式(9)の数

値解公式(24)の値を,式(25)で 無次元化したものである.

図-10か らわかるように,進展き裂右先端のみを囲む経

路1,2,3,5,お よび進展き裂両先端を囲む経路4,6,7のど

の経路においても,一定の値となっており経路独立性が

(a)荷 重載荷径路(b)き 裂面上の表面力成分

図-11　 Case 1(比 例負荷)

(a)荷 重載荷径路(b)き 裂面上の表面力成分

図-12　 Case 2

(a)荷 重載荷径路(b)き 裂面上の表面力成分

図-13　 Case 3

示されている.またき裂面上での摩擦係数μは0.0,0.3,

0.6の3つ の場合を解析したが,ど の摩擦係数でも経路

独立性が示されていることがわかる.また図中の点線は

式(23)で表される,き裂面上に摩擦力が存在する場合

のエネルギ解放率の理論解であり,本研究の方法によ

るエネルギ解放率と非常に良く一致していることがわか

る.また,そ の誤差は摩擦係数の大きさに関わらず,ど

の経路においても約0.3%程 度と,無限板を有限板にし

た差と一致しており,非常に良い精度で解析できている

ことが分かる。

4.2　 摩擦力の存在する進展き裂の載荷履歴の

違いによる仕事変化率の理論解

前節で外荷重が比例負荷である場合に摩擦力が存

在する直進き裂のエネルギ解放率を解析し,理論解と
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(a)荷 重載荷径路(b)き 裂面上の表面力成分

図-14　 Case 4

(a)荷 重載荷径路(b)き 裂面上の表面力成分

図-15　 Case 5

(a)荷 重載荷径路(b)き 裂面上の表面力成分

図-16　 Case 6

比較することにより本研究の方法が有効であることが確

かめられたので,次 に様々な載荷履歴が仕事変化率に

どのように影響するかを調べるため,図-11か ら図-16

の左側の図(a)ような6つの載荷経路を考えた.なお,本

報告ではせん断荷重が一方向に増加する場合のみを

扱ったが,繰 り返し疲労破壊等で問題 になる荷重履歴

内で逆方向にもせん断荷重が加わる場合は別途報告

予定である.図の縦軸,横 軸はそれぞれ外荷重である

圧縮荷重σ,せ ん断荷重τを最終的な全圧縮荷重σf

で無次元化したものである.また右図(b)はその時の,き

裂面上の表面力成分の変化を表したものである.

まずCase 1は比例負荷の場合であり1か ら2の 間す

べてで,き裂面は滑り接触状態であり結局,仕 事変化率

(=エネルギ解放率)の理論解は式(23)で与えられ,式

(23)のσ,τ として図-11(a)内 の丸印で示された最終

表-1　 μ=0.6の 摩擦が存在する進展き裂の仕事変

化率の荷重経路による違い

表-2　 μ=0.3の 摩擦が存在する進展き裂の仕事変

化率の荷重経路による違い

的な圧縮荷重σf,せ ん断荷重τfを代入すれば良い事

が分かる.

次にCase 2に ついて考えると1か ら2の 間はせん断

荷重により,K値 は増加するが圧縮荷重が無いため,き

裂面上には摩擦力が発生せず,また2か ら3の 間は圧

縮荷重だけのため,き裂面は滑らず仕事変化率には寄

与しないと考えられるので最終的なK値 は図中の丸印

の荷重状態で決定される.

Case 3は1か ら2ま で圧縮荷重のみなので,き裂面

は滑り出さず,2か ら3ま でせん断荷重を受け,き裂面

でもstは増加するが依然滑り出さず,3か ら4でstは 一

定値であるが,き裂面は滑り出し最終的なK値 は図中

丸印で示された4の 荷重状態で決定される.

残りのCaseに ついても,き裂面での滑り状態などの

考察より式(23)で示された理論式を上記のような荷重履

歴がある場合に拡張して考えると,結局,仕 事変化率の

理論解は

(26)

となることが分かる.ここで τ,δ は各Caseで の図(a)内

に丸印で示されたせ ん断荷重と圧縮荷重である.

式(26)の 理論値とE積 分を用いた有 限要素法による解

析結果 が表-1,表-2で ある.表-1は 摩 擦係数 が0.6

の場合で,表-2は 摩擦係数が0.3の 場合である.表

からわかるように,ど のCaseに おいても式(26)と 解析結
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図-17　 Case 5の 時の,き 裂面上 の表面力成分 の

変化

果の誤差は約0.3%と,比 例負荷の場合とほぼ同じ程

度の誤差であり,非常に良い精度で解析できていること

がわかる.

なおCase 5の 場合,摩 擦係数がμ=0.6の 時は図-

15(b)の3か ら4の ようにstがμ|sn|に達せず固着接触

状態であるため2の 状態で仕事変化率は求められるが,

μ=0.3と摩擦係数が小さくなると図-17の ように3か ら

4の 途中でstが μ|sn|に達してしまいCase 6の 場合と

同様になってしまう.この様 に荷重履歴だけではなく摩

擦係数との相互関係が仕事変化率に影響してくることが

分かった.

5.　 まとめ

I.　共役型,ひ ずみエネルギ型,補 ひずみエネルギ型

なる3つのタイプのE積 分公式を導入分離し,進展き

裂面に摩擦があるような比例負荷圧縮荷重の下で

のエネルギ解放率が,補 ひずみエネルギ型E積 分

を用いて有限要素解析すれば,き裂面を含む経路

独立な積分で,理 論解と非常に良く一致することが

確かめられた.

II.　圧縮荷重下で進展き裂面に摩擦がある時,比 例負

荷の場合だけでなく,種々の荷重載荷履歴が与えら

れた場合の仕事変化率の理論解を求めた.また得

られた理論解 による仕事変化率も補ひずみエネル

ギ型E積 分の有限要素解析により,非常に精度良く

求められることが分かった.

III.　荷重履歴だけではなく摩擦係数との相互関係が仕

事変化率に影響してくることが分かった.

本研究のE積 分による方法は,さらに複雑な種々の状

況(圧 縮荷重下での干渉き裂など)の場合 や弾塑性体

などの非線形物質への応用も可能である.今後,そ れら

の基本的なき裂破壊の研究が,コンクリートや岩盤など

の破壊メカニズムの解 明や,更 には,地 震の発生メカニ

ズムや前兆現象の解明(すなわち地震予知)などにも役

立つことを期待する.
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