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A new fracture criterion of the shear failure for the geomaterials is presented which predicts a

straight extension of a crack in an elastic plastic material under compressive loads called "The

maximum frictional shear stress criterion". We examine the criterion by using both the

singular and the constant terms in the asymptotic expansion of the crack tip stress fields for a

non-associate linear hardening Drucker-Prager elastic-plastic material. As a result, we find that

the confining pressure, the friction along the crack surfaces, the internal material friction , and

the dilatancy effect are the lowering of the extensive hoop stress: Then they cause the

maximum frictional shear stress to extend a crack straight
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1.序 論

本論文では,特 に,圧 縮荷重下にある岩盤や地盤材料内

の初期き裂 と同方向に直進進展する,せ ん断型の破壊のき

裂進展メカニズムを考究する目的で,非 関連流れ則に従 う

Drucker-Prager弾塑性体の,モ ー ドII型の静止き裂先端近傍

の応力の漸近解析の結果を用い,せ ん断型の破壊に関する

考察を行なう.

通常,圧 縮荷重下におけるこれ らの材料の,図-1の よ

うな供試体の破壊形態は,上 下か らの最大圧縮応力に対 し

側圧が小 さな場合は,図-1(a)の ような縦割れ破壊 とな

り,側 圧が大きくなると,図-1(b)の ようなモー ドII型の

せん断型の破壊となる(以後,こ の型の破壊を単にせん断

破壊と表記する.).さ らに側圧を大きくし等方圧に近い

状態になると,供試体はバルジ型に変形するが,明 確な破

壊面は観察されなくなる.

縦割れ破壊は,図-1(c)の ように,供 試体中央に斜め

き裂を挿入して圧縮すると,き裂の両先端近傍から,き裂

面が滑るために発生した最大引張周応力の方向にウイン

グき裂と呼ばれる折れ曲がりき裂が発生し,この折れ曲が

りき裂が最大圧縮方向に進展する実験事実に基づいて説

明される.す なわち,物 体の中には,無 数の微小き裂が存

在し,大きな圧縮荷重が作用するとウイングき裂が多数発

生するが,こ れが縦方向に連なり,マ クロにはこれが最終

(a)縦割れ破壊 (b)せん断破壊 (c)ウィングき裂

図-1圧 縮荷重下の破壊形態
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的には縦割れき裂になると解釈される1).

一方
,図-1(b)の ようなせん断破壊は,地 滑 りや地震

の主要因である活断層の滑 り現象に密接に関連 した非常

に重要な破壊形態であるにもかかわらず,こ の破壊形態に

なる破壊基準に関しては,い まだ未解決問題である2).地

震の活断層生成メカニズム解明を意図し,S.Melin3)は,
"When does a crack grow under mode II conditions?"と題 した

論文を報告 してお り,線 形等方弾性体を仮定 し,き 裂面に

対 して等方圧縮応力とせん断応力の比を用い,KII最 大破

壊基準を使用 した議論を行っている.ま た,著 者 らの1人

は,線 形等方弾性性体において,エ ネルギ解放率最大基準を

使用し,側 圧が小さな場 合は,ウ イングき裂が発生 し,側

圧がある程度大きくなるとせん断破壊 になる事を報告 し

た4).し か しながら,岩 盤や地盤 材料のき裂先端近傍は,

非常に応力が大きくなっているため,も はや線形等方弾 性

体 とは仮定できず弾塑性体状態 になっていると考えるべ

きであろ う.特 に,地 盤 材料では,滑 り面(き 裂面)が 発

生 していない初期状態か ら,物体全体が塑性化 していると

考えられる場合が多い.

そこで,著 者らの1人は,近 年,弾 塑性体にも適用可能

な,せ ん断破壊に関する破壊基準として,「 最大摩擦せん

断応力破壊基準」を提案し5),この破壊基準を硬化の無い

Dmcker-Prager弾完全塑性体を用い,有 限要素解析により,

その有用性の検証を行った.
一方

,こ れらの材料に共通した特性として,せ ん断変形

により体積変化(ダ イレイタンシー)が 生じる事が知られ

ており,この特性は,降 伏関数に圧力の効果を導入した弾

塑性体としてモデル化される.そ こで,著 者らは,近 年,

関連流れ則に従 う(以後,単 に関連型と表記する.),線

形硬化するDrucker-Prager弾塑性体のモー ドII型のき裂先

端近傍特異応力場を求め,ダイレイタンシー係数が応力場

に与える影響を考察し,その結果,ダ イレイタンシー係数

が大きい場合には,引張破壊の原因とされる最大引張周応

力が低下する事を示した6).一方,岩 盤 地盤 材料におい

ては,関 連型とすると,ダイレイタンシーによる体積変化

が大きすぎるため,内部摩擦係数に関連する降伏関数とは

別にダイレイタンシー係数に関連するポテンシャル関数

が導入された非関連弾塑性体モデルが採用される事が多

い.

そこで,本 論文では,ダ イレイタンシー係数と内部摩擦

係数が独立な,非 関連流れ則に従う(以 下,単 に非関連型

と表記する.),線 形硬化するDmcker-Prager弾塑性体のき

裂先端近傍応力場の漸近解第一項である特異応力場を求

め,ま た,第 二項である均一圧縮応力項と足し合わせた応

力場を用いて,非関連モデルのせん断破壊への影響を考察

する.

2最 大摩擦せん断応力破壊基準

「最大摩擦せん断応力破壊基準」とは,端 的に言えば,

図-2き 裂先端を原点とした極座標

き裂先端 近傍 に,そ の近傍 での応力 に対 して周 知の

「Coulombの 破壊基準」を用いた 「き裂進展の破壊基準」

である.

Coulombの 破壊基準は,も ともと物体のマクロな破壊条

件を主応力関係 σ1=f(σ2,σ3),(σ1<σ2<σ3)で 求めるの

が 目的であり,き裂面の存在 しない物体に仮想的なき裂に

よる破壊 を経験 的に想 定 し提 案 された ものであ る.

Coulombの 破壊基準では,せ ん断破壊はσ1,σ3軸 で,値

線で表せる.し たがって,Coulombの 破壊基準は,「 き裂

がいつ,ど の方向に進展するかを判断 する基準」であるき

裂進展破壊基準 とは無関係なものである.Griffith7)は,上

記の主応力関係で表 され るマクロな破壊基準を求めるた

めに,2軸 の主応力場におかれた無限板内の扁平な楕円き

裂を解析 し,破 壊は,そ の周上にある縁応力が最大になる

点で発生するとい う仮定の下で,σ1,σ3軸 で放物線形の

破壊条件を得た.後 に,McClintock and Walshは,圧 縮荷

重下では,き 裂は閉じ,摩 擦力が生じるとし,最 終的に,

Coulombの 破壊基準である直線形の主応力関係 となる事

を示 した8).

以下に,図-2の ように,き 裂面の先端を原点とした極

座標表示による応力を用いて 「最大摩擦せん断応力破壊基

準」に関 して詳述する.本 論文では,圧 縮荷重下でのモー

ドII型の静止き裂を考えているため,上 下き裂面は相対的

に滑ってもき裂面は常に閉じた状態にあるとする.

次式で定義される,き 裂先端からき裂の長 さに比較 して

微小な距離rに ある角度θに関する 「摩擦せん断応力τ小

(Fricdonal shear stress)」の最大値が,せ ん断破壊強度τfC

に達 した時,き 裂は,そ の先端か らrが 増加する方向に値

進進展すると仮定する.

(1)

ここで,τfを 摩擦せん断応力 と呼び,σθ,σrθ,は それ

ぞれ,き 裂先端近傍の周応力およびせん断応力である.た

だし,式(1)で,τf<0と なる場合はτf=0と す る.ま た,

μは内部摩擦係数であ り,き 裂面間の動摩擦係数 とは異

なる.
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式(1)のτfの定義に使用した極座標応力による表現を,

主応力による表現に置き換え,それらの座標変換の角度に

関する最大条件から,Coulombの 破壊基準である主応力

曙およびの 軸での直線で表された破壊条件が得られる.
この時,主応力のひとつが引張応力になった場合の破壊

条件は色々考えられているが,こ こでは,議 論を簡単にす

るため,値 応力のひとつである周応力σθが,引 張最大に

なる角度θで,ある限界値σθCに達した時に引張破壊する

と考え,き 裂は,そ の先端から周応力最大方向に進展する

と考える.こ の条件は最大周応力破壊基準と言われる.な

お,本論文で考える岩盤材料や地盤 材料では,τfc≫σθcと

仮定する.注 意したい事は,圧 縮荷重下でのき裂において

は,き裂面と一致する角度θ=πでの直応力である半径応

力σrが,引 張最大になる場合が多いが,こ の場合,き 裂

は,厳 密に考えると,周 応力σθの場合と異なり,応 力が

無限大になるき裂先端から進展するようにはならないた

め,あ る角度θの最大引張周応力σθより,最 大引張半径

応力σ,が大きくても周応力により引張破壊が生じると考

える.

3.き 裂先端近傍応力場

3.1き 裂先端近傍応力場

本論文では,き 裂先端近傍の応力を下記のように漸近

展開第2項 までを用いて議論する.

(2)

ここで,第1項 は後述す るように,き 裂先端か らの距離

7に 対 して,　 の特異性を持つ項であ り,第2項 は物

体境界か ら与えられる応力による,距 離7に よらない均一

圧縮応力項である.こ こで,第2項 は直交デカ ト座標

(x,y)で 表せば,定 数となるが,図-2に 示す極座標表示

すると,図-3に 示すようなθの関数 となる事に注意 した

い.図-3の 詳細は後述す る.

式(2)で,第2項 の定数項を用いた理由は,第1項 の特異

項だけでは,き裂先端周りに反時計回り方向にせん断変形

させた場合,そ のき裂先端近傍の応力のうち,特 に,周 応

力や半径応力の大きな引張応力が発生するため,破 壊は,

引張破壊となり,せん断破壊が生じない事になるからであ

る.し たがって,例 えば,こ の物体内のき裂に周囲から均
一圧縮応力を作用させる事により

,き裂面の滑りを小さく

する事により,上記の引張応力を,圧 縮応力に変える事が

可能になると考えたからである.無限板中央にある斜めき

裂に1軸 引張応力を作用させた時,一 定応力である,

T-Stressを考えれば,最 大周応力破壊基準により,き 裂進

展角の実験事実を良く説明できたのと同じような理由で

ある.

図-3均 一圧縮応力場(σ3/σ1=0.4)

3.2き 裂先端近傍応力場の漸近展開第1項

(1)構 成式

本論文では,弾 性体の部分は線形等方弾性体,塑 性部分

は圧力に線形に依存する降伏関数と塑性ポテンシャルを

持つ速度型の非関連Drucker-Prager弾塑性体を考える.簡

単のために変形は微小であるとし,慣性項や物体力のない

準静的な平面ひずみ場における静止き裂を仮定して議論

する.

今,非 関連型の線形硬化する等方均質Drucker-Prager弾

塑性体の降伏関数f,塑 性ポテンシャルgを,

(3)

とする.こ こで,J2は 偏差応力Sの 第2不 変量であ り,

は圧力である.これ らは,それぞれ次式で定義 されている.

(4)

上式で中付き(・)はテンソルの内積であり,1は2階 の恒

等テンソーである.ま た,平 均応力trσ/3に マイナスが付

いているのは平均応力が負の時,圧 力Pを 正 とするためで

ある.μ は内部摩擦係数である.た だし,こ こでのμは,

式(1)の内部摩擦係数 と必ず しも同 じものである必要はな

い.本 論文では,単 に議論を簡単にするため両者が同 じで

あると仮定した.β はダイ レイタンシー係数である.こ

の βにより,塑 性せん断ひずみによる塑性体積ひずみが

生 じる.τyは せん断降伏応力である.Hは 硬化係数であ

り,こ こでは正の定数 とする.epは 相当偏差塑性ひずみ

であり,次 式で定義されている.

(5)

ここで,tは,時 間 とともに単調増加す る負荷パラメー

タであり,上 付き(・)は,こ のtに 関する微分を表すep

は偏差塑性ひずみであ り,

(6)

である.塑性ひずみ速度は非関連流れ則に従 うとす

ると,次 式で与えられる.

(7)

ここで,λ は塑 性性乗数である.塑 性変形時に応力が常に―
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降伏曲面上にあるためのコンシステンシー条件は,

(8)

である.こ こで,応 力速度と弾性生ひずみ速度の関係は,弾

性構成テンソーCeを 用いて以下で表 される.

(9)

ここで,Eは 弾性係数,Vは ボアソン比,Iは4階 の恒

等テンソルである.

今,全 ひずみ速度は,弾 性ひずみ速度 と塑性生ひずみ濃

の和であるから,降 伏関数(3),流 れ則(7),コ ンシステン

シー条件(8),構 成式(9)を用いると,

(10)

が得 られる.こ こで,h:=H/Eと おいた.ま た,上 式P,

Qは,そ れぞれ次式で定義されている.

(11)

ここで,J2=0と なる場 合,式(10)の 構成式が定義でき

ないため,漸 近解を求める際にはJ2>0と した.な お,

式(10)はJ.W.Rudnicki and J.R.Riceの構成式のと一致 する.

ここで,物 体の境界で与えられた応力が比例負荷で与え

られた場合,式(10)の ひずみ速度に対 する応力速度関係は,

式(11)のP,Qが 応力の0次同次関数であるから,除 荷のな

い比例負荷を考え,常 に塑性負荷とす ると式(10)の負荷パ

ラメータtの 微分がとれ,

(12)

となる.こ こで,Λ は式〔4),式(11)より以下で定義 されて

いる.

(13)

(2)力 の釣合い式とひずみ変位関係式

今,図-2に 示すき裂先端を原点とした極座標を考える.

き裂先端からの距離をr,き裂先端延長線(x軸)か ら反時

計回りの角度をθとすると,極座標系における力の釣合い

式は,

(14)

である.こ こで,添 え字r,θ は極座標系の各成分を意味

している.こ の時,ひ ずみ変位関係式は,変 位をur,uθ と

し,平 面ひずみ条件を考慮すれば,以 下で表され る.

(15)

(3)変 数分離

き裂先端近傍の応力や変位の特異場は,応 力の特異性の

オーダーをsと すれば,式(12)か ら,ひ ずみは応力の1次

同次関数であるか ら,ひ ずみの特異性のオーダーもsで あ

り,変位はひずみの特異性のオーダーより1次 だけ大きい

から,s+1の 特異性のオーダーを持つ.し たがって,変

数分離が可能であると仮定すれば,

(16)

とおける.こ こで,r:=r/Lで あり,長 さの次元を持つ

量Lで 無次元化 されている.Lの 具体形については後述

する.し たがって,上 に(-)が 付記 してある量は全て無

次元量である.

今,負 荷は比例負荷を仮定しているため,応 力および,

ひずみは負荷パラメータtに 比例 している.し たがって,

応力のなす単位面積辺 りの仕事Wは 次式のようになる.

(17)

ここで,Wの き裂先端を含む任意の面3上 での極座標で

表した面積分は,

(18)

である.し たがって,破 壊力学において通常仮定されるよ

うに,こ の値が有限であるとすると,Wの 特異性のオー

ダーの最大値は-1と なる必要があ り,応 力とひずみの特

異性のオーダーは同じであるか ら,s=-1/2と なる.

(4)非 線 形連立常微分方程式

構成式(12),力 の釣合い式(14)および,ひ ずみ変位関係

式(15)に,式(16)お よび,特 異 性のオーダーs=-1/2を 代

入す ると,以 下の6個 の式が得 られる.

(19)

(20)

ここで,上 付き(')は θに関する微分である.ま た,

ここで,

―
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表-1未 知境界条件

(21)

(22)

(23)

である.

ここで,式(20)1 ,2の 両辺の微分を取 り,連 立させる事に

より以下の二つの式を得る.

(24)

上式右辺のB,Cお よびX,Yの 具体的な表現は付録

(1)の 式(A1)か ら式(A11)に 示す.ま た,X,Y内 にある

万μ'r,σ'rθ,σ'θ,は式(19)1.3.4を用いて微分のない形で求

められる.以 上より得 られた式(19),式 〔24)の計6個 の非

線形微分方程式の2点 境界値問題を連立 させて解 く事に

より比例負荷下にある非関連型のDrucker-Prqger弾 塑性体

のき裂先端近傍特異場の変位や応力が得 られる.ま た,こ

こで,式(19),式(20)でIIを 固定して,E→∞ とする事

により,ｈ →0と すれば,剛 塑性性体の場合 となる.ま た,

構成式(12)でEを 固定 して,H→∞ にす る事 により,

ｈ→∞ とすれば,線形等方弾性体 となる.ただ し,式(19),

式(20)でh→∞ としても線形等方弾性体にはならない事

に注意したい.た だ,こ のｈ を大きくす ると変位や応力は

弾性体の値に近くなる.

(5)境 界条件

線形等方弾性体やvon Mises弾 塑 性体の場合には,式(19),

式(20)よ り,モ ー ドI型 の場 合,き 裂の延長線上 θ=0に

関 し{μθ,σrθ}は反対称,伍,司,δ θ,σz}は対称関数にな り,

モー ドII型の場 合は前者 と後者が逆の対称性 を持つ事が

分かる.一 方,Dmcker-Prager弾 塑性体においては,モ ー

ドI型 の場合は上記と同じ対称 性を持つが,式(19),式(20)

より,モ ー ドII型 の場合,β,μ が存在するため,線 形

等方弾性体やvon Mises弾 塑性体 とは異なり,θ=0に 対

して応力や変位の対称性,反 対称性性の特性は失われる事が

分かる.し たがって,線 形等方弾 性体やvon Mises弾 塑性

体の場合とは異な り,き 裂の延長線上θ=0の 変位や応力

の境界条件は未知 となるため,き 裂面θ=±πにて境界条

件を与える必要がある.今,モ ー ドII型である事を考慮 し,

き裂面が閉じている事 と力の釣合い条件から,

(25)

を与える.こ こで,[A]は き裂上下面の物理量Aの 差

[A]:=A(π)-A(-π)で ある.そ の差がゼロであっても,
一般 には

,き 裂上下面では値 を持つ事に注意したい.線 形

等方弾性体やvon Mises弾 塑性体の場 合は,き 裂面では表

面応力がゼ ロとなる自由境界を仮定すれば,そ の結果 とし

てき裂面は閉じる.し かし,Drucker-Prager弾 塑 性体では,

表面応力がゼ ロとなる自由境界を仮定しただけでは,β,

μの効果によ りき裂面に 「開き」や 「めり込み」が発生

す るため,式(25)1の ようにき裂面が閉じる条件が必要にな

る.ま た,こ こで,Drucke-Prager弾 塑性性体においては,

モー ドII型である事を特性性づけるため,次式の境界条件を

課す.

(26)

ここで,δr(-π)の絶対値を2と したのは,式(19),式(24)

で与えられた連立微分方程式は非線形であるが未知関数

に関して1次 同次になっているため,ある一組の関数が境

界条件を満たした非自明な解であればその関数全てに正

の実数倍したものも解であるから,それらの,特 に応力の
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(a)J積 分経路 (b)き裂先端近傍の塑性域の拡大図

図-4 J積 分の積分経路

基準値とす るためであ り,線形等方弾性体との一致を考え

たに過ぎない.ま た,μr,δz,の θ=-π での境界条件は,

δrθ,σr,δ θの境界条件を用いて式(20)2にNewton法 を

用いてσz、が得 られ,そ の結果を式(20)1に代入する事によ

りurが 得 られ る.以 上より未知関数6個 に対 して6個 の

境界条件が得 られ,非 線形連立微分方程式を解 く事ができ

る.た だ し,μθ(±π)=ξ,δrθ(± π)=ζ,お よ び

δθ(±π)=η が未知境界条件 となる境界をθ=±πとした

2点 境界値問題である.本 論文では,こ の解析手法として

Runge-Kutta-Gill法 と割線法を組み合わせたShooting法 を

用いた10).

表-1に,h=0.01と した場合の未知境界条件の結果を

示す.本 論文では,未 知パラメータを減 らすため,お よび

紙面の都合 もあ り,塑性効果の卓越するh=0.01の 場 合の

結果のみを示す.表-1を 見て分かるように,き 裂面が閉

じる条件を課 した結果,そ のき裂面を閉 じるために必要な

比較的小 さい(特 異)表 面応力δθ,δrθがき裂面に発生

している事が分かる.興味深いのは,こ の値が生じたのは,

μまたは βが0で ないために発生 したのであ り,そ の両

方が0と なる,von Mises弾 塑性体の場合には,そ のよう

な表面応力は0で ある.ま た,μ=β である関連型の

場合 は,直 応 力 δθ(±π)の み が発生 し,せ ん断応 力

σrθ(±π)は0で ある.な お,岩 盤や地盤 における通常の物

質では,μ ≧βであるから,以 後,そ の場合に限定 して議

論する.

(6)弾塑性応力拡大係数

今,長 さの次元を持つ量Lを,

(27)

と定義す る と,

(28)

となる.こ こに,KPIIは 「応力×長さ1/2」の次元を持つ物

理量であ り,物体の形状や境界条件によって決まる線形硬

化するDnlcker-Prager弾 塑 性体のモー ドII型の応力拡大係

数である.

今,き 裂先端の周 りに,き 裂の長 さに比較 し,非 常に小

さな領域のみが塑性負荷状態にある領域Pが 存在すると

す る(図-4(a)).こ の時,領 域Pの 外側の場所では線形

等方弾性状態であるとする,い わゆる小規模降伏状態を仮

定す る.

J積 分は,Wを ひずみエネルギ,tを 表面応力,uを

変位 とすると,次 式で定義 される経路積分11)で ある.

(29)

物体が線形等方弾性性体であれば,J積 分は経路独立であ

り,き 裂のひとつの先端を囲む閉経路のJ積 分の値は,そ

の経路内の別な閉経路 と両閉経路内にあるき裂の上下面

を経路にとった積分の値に等 しい.一 方,付 録(2)で 詳

述するように,非 関連型のDrucker-Prqger弾 塑性体である

場合には,(関 連型でないかぎり)経 路独立ではない.そ

こで,今,特 異項のみを考え,図-4(b)に ある塑性域内の

半径ε(>0)の 円Cを 経路 としたJ積 分を考える.こ の時

のJ積 分の値は次式で表せる.

(30)

こ こで,式(17)よ り,W:=σ ・ε/2で あ り,Iは 以 下 で得

られ る値 で あ る.

(31)

このJCの 値は,円Cが 塑性域内にある限 り,半 径

ε(>0)の 大きさには無関係である.次 に,図-4(a)に あ

るように,円Cよ りかなり外側の線形等方弾性体の特異性

が支配的な円Γを経路とするJ積 分の値は,

(32)

である.ここで,上記で仮定した小規模降伏状態であれば,

円Γ内のほとんどの領域が線形等方弾性性体であるから,J
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図-5　 の変化(μ ≧β)

積分は,近 似的に経路独立であるとみなせ,ま た,円C

と円Γで挟まれた領域内のき裂上下面のJ積 分の値は,弾

性体部分では特異項による表面応力が0で ある事を考慮

すれば,非 常に小さな値となる.実 際,後 で本論文で使用

する範囲での塑性域を考慮したき裂面上下でのJの 値は,

上記のJ等 の値に比較して大きくても約7%で あった.ま

た,こ の違いを考慮した事による,下 記で定義されるKPII

値の違いは,3%未 満であった.

以上の結果より,JC≡Jrで あり,結局次式の関係が得

られる.

(33)

ここで,図-5に,KPII/KeIIの,μ ≧βにおけるβ,μ

による変化を示す.図-5を 見ると分かるように,β に対

しては短調増加であるが,μ に対 しては,ほ ぼ単調な減

少である.す なわち,内 部摩擦係数μ が大きい と,式(28)

で表される特異応力項が均一圧縮応力項に対 して相対的

に小 さくなる.

3.3き 裂先端近傍応力場の漸近展開第2項

今,図-6に 示すように無限板中央に斜めき裂が存在し,

その上下から,最 大圧縮主応力曙,左 右から最小圧縮主

応力σ3が作用しているとし,最 大圧縮主応力σ1と,き裂

のなす角をγとする.ま た,図-2の ような極座標を考え

ると,極座標表示での漸近展開第2項 の均一応力項は下記

のように表せる.

(34)

(35)

図-6解 析対象

であ り,肩 付き∞ は無限遠か ら与えられる応力である.

σ∞x,σ∞y,σ∞xy等は,図-6の ように き裂面の方向にx

座標,垂 直方向にy座 標をとった時の無限遠か ら与えられ

たx,y成 分の応力である.こ の時,式(33)のKeII多は,

(36)

である.こ こで,τ の絶対値を取ったのは,式(19),(24)で

得 られる特異応力に対 して負の実数倍をしたものは境界

条件を満たした解 とはならないためである.aは き裂長 さ

lの半分である.τ は物体境界の境界条件により得 られる

値であ り,き 裂面の動摩擦係数をμ とすると,以 下のよ

うに表 される.

(37)

4.解 析結果

本章では,線 形硬化する非関連型のDmcker-Prager弾 塑

性体のモー ドII型 におけるき裂先端近傍応力場の漸近展

開第2項 まで考慮 した解析結果,お よび式(1)に示す摩擦せ

ん断応力の結果を示 し,最 大摩擦せん断応力破壊基準お よ

び最大周応力破壊基準によるき裂進展に関して,非 関連型

である事に着目し,考 察を行な う.

本解 析では,ボ ア ソン比 をV=1/3,最 大主応 力を

曙σ1=-1Mpaと した.最 大主 応力 とき裂 の なす 角度

γ=30°(=π/6:図-6参 照)とし,き 裂先端か らの距離r

はき裂長 さlに 対 し,ｒ/l=0.001と した.ま た,前 述 し

たようにh=0.01の 結果のみを示す この時,σ3/σ1,μ,

μ,β を変化 させた応力分布 を示す.解 析に用いたパ ラ

メータの詳細はそれぞれの図に記す.な お,全 ての応力分
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(a)σ3/σ1=0.0 (b)σ3/σ1=0.2 (c)σ3/σ1=0.3

図-7弾 性体 の応 力 分 布(μ=0.5,μ=0.6).

布は,上 記パラメータの効果を分か りやすくするため,式

(2)の応力を,

(38)

のように無次元化した応力を記している.こ こで,上 式右

辺の分母は 次式の線形等方弾性体の場合のσr,(r,-π)の

特異項と均一項の和である.

(39)

ここで,KeIIは,式(36)に おいて,1軸 圧縮応力でμ=0.0

の場 合の応力拡大係数である.図 中τfは摩擦せん断応力

に対 して同様の無次元化を行ったものである.ま た,横 軸

は慣例に従い,ぐ)と している.

今,比 較のために,図-7(a)～(c)にμ=0.5と し,き裂

面の動摩擦係数 μを比較的大きい0.6と した場合の,主 応

力比σ3/σ1を変化 させた線形等方弾性体での解析結果を

示す.こ の図-7を みると,当 然の結果であるが,主 応力

比σ3/σ1が 増加 し,側 圧が大きくなると,全 ての値応力

成分の分布が圧縮側に低下 している(ただ し,図-7(a),

(b),(C)で は縦軸が異なる事に注意).(a)σ3/σ1=0.0や

(b)σ3/σ1=0.2の 場合は,式(37)よ り,特 異項の大きさを

示す応力拡大係数KeIIは,き 裂面の動摩擦係数 μが大きい

ほど小さくなるが,主 応力差が大きいほど大きいため,こ

の例では,均 一圧縮応力項に比べると特異項の影響が大き

く,周 応力σθは,摩 擦せん断応力の最大値に比べ,約70°

付近で,か なり大きい引張応力で最大 となっている.し た

がって,こ の場合,最 大周応力破壊基準により,き 裂先端

か ら約70°方向に折れ曲がった引張き裂が発生する.し か

し,側 圧がさらに大きくな りσ3/σ1=0.3と なると,応 力

拡大係数1略 が小さくな り,特 異項に比較 し均一圧縮応力

項の影響が大きくなるため,最 大周応力σθは圧縮応力と

なり,摩擦せん断応力の最大値がθ≡0°で最大に達 してい

る.し たがって,こ の場 合,最 大摩擦せん断応力破壊基準

に従い,き 裂はせん断破壊になる.側 圧がさらに大きくな

り応力比 σ3/σ1が大きくなると,主 応力差が小 さくなる

ため,KeIIが 小 さくな り,均 一圧縮応力項の影響が大きく

なるため,最 大周応力 σθを含めた直応力は,全 て圧縮応

力 となる.主 応力比σ3/σ1=0.4の 場 合(図-3参 照)は,

、KeII=0となり,き 裂面の滑 らない均一圧縮応力場になっ

ている.以 上の事から,式(37)よ り,構成式とは無関係に,

主応力比 σ3/σ1やき裂面の動摩擦係数 μが大きくなれば,

式(33)の応力拡大係数が小さくなるので,相 対的に均一項

の影響が大きくなり,ま た,き 裂面の滑 り量は小さくなる

ため,θ が60°～70°付近の引張周応力は小さくなる事が

分かる.

以 上 の事 を考 慮 し,Dmker-Prager弾 塑 性体 の 応 力 分 布 の

結 果 は,主 応 力 比 の効 果 の検 証 のた め,図-8,図-9,図

-10に,そ れ ぞれ,主 応 力 比 σ3/σ1=0.0,0.2,0.4の 場 合

の結 果 を示 す.ま た,β=0.1～0.5,μ=0.1～0.6程 度

と し,μ ≧β で あ る とす る.図-8で は,き 裂 面 の 動 摩 擦

係 数 の 効 果 を 検 証 す る た め に,μ=0.0,0.6と して,

μ=0.6,β=0.1,0.3,0.5の 場 合 の 比 較 を示 す 図 を記 す.

図-9は,内 部 摩 擦 係 数 の 効 果 を 検 証 す る た め に,

μ=0.3,0.5と して,β=0.3,μ=0.3,0.45,0.6の 場 合の

比 較 を示 す 図 を 記 す.図-10の 主応 力 比 σ3/σ1=0.4の

場 合は,μ が約0.47以 上 に な る と均 一 圧 縮 応 力 場 に な る

か ら μ の値 を0.2と し,ま た,β=0.1,μ=0.1,0.3,0.6

の結果 を示す.な お,以 後,分 か り易 くするため,図-7

にあるように,周 応力σθが 摩擦せん断応力τfの最大値

に比べ,比 較的大きい値 で最大 となっている角度が存在す

る場 合は,最 大周応力破壊基準により,そ の角度の方向に

引張き裂が発生するとし,最 大周応力σθ,Maxを示す点に○

を付記す る.
一方 最大周応力σθ

,が 摩擦せん断応力lfに 比べ 非常

に小さくな り最大摩擦せん断応力破壊基準に従い,き 裂が

せ ん断破壊 になる場合 には,そ の最大摩擦せ ん断応力

σθ,Maxを示す点に○を付記する.た だ し,こ の身 物、が

正確にθ=0°で生 じなくても,0に 非常に近い値 であれば,

せん断破壊が生 じるとみなす.

図-8(a)～(f)は,主 応力比σ3/σ1=0.0で ある1軸 圧

縮応力の場合であり,図-8(a)～(e)が,最 大周応力破壊

基準に従 う引張破壊 となり,図-8(f)は 最大摩擦せん断

応力破壊基準に従 うせん断破壊 となる.μ の応力に与え

る効果は,図-8(a)～(c)と,(d)～(f)を 比較すると分か

るように応力の絶対値を小 さくする.

これは,式(36)で 定義される応力拡大係数がμが大きい
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(a)β=0.1,μ=0.0 (b)β=0.3,μ=0.0 (c)β=0.5,μ=0.0

(d)β=0.1,μ=0.6 (e)β=0.3,μ=0.6 (f)β=0.5,μ=0.6

図-8き 裂面の動摩擦係数 μ,ダ イ レイタンシー係数 βが,応 力分布に与える影響(u=0.6,σ3/σ1=0.0,h=0.01)

ほど小 さくなるためである.ま た,図-8(a)～(c)と,(d)

～(f)を 見ると,β の増加に伴い,直 応力の分布が全体的

に圧縮側へ と変化 している.こ れは,κPIIの値は,β の緩

やかな単調増加関数であるが,特 異応力の無次元応力

δ(r,θ)の直応力成分が,き 裂先端近傍のせん断応力によ

るダイ レイタンシー効果に伴 う体積膨張 を抑制す るため

の圧縮応力が発生 し,この応力が,特 に引張応力であった,

全ての直応力成分を圧縮側に下げる効果 を与るためであ

る.

上記を踏まえ,図-9で は,ダ イレイタンシーによる応

力低下の影響が比較的小 さい,β=0.3の 場合に,内 部摩

擦係数がβ より大きい場合を想定 し,u=0.3,0.45,0.6と

した場合の結果を示す.ま た,こ の時,き 裂面の動摩擦係

数をμ=0.3,0.5と した.図-9を 見ると,図-9(a)～(b)

が引張破壊であ り,図-9(c)～(f)は せん断破壊 となる.

内部摩擦係数uの 応力に与える効果を見ると,μ の増加

に伴い,き 裂面近傍を除き,直 応力分布をほぼ全体的に圧

縮側へ と変化させている.こ れは,図-5に 示す ように,

KPIIの値が,μ の緩やかなほぼ短調な減少関数 となるため,

き裂面の動摩擦係数μ と同様に,応 力拡大係数は低下し,

相対的に特異応力項に比較 し均一圧縮応力項の影響が大

きくなるからである.ま た,ダ イレイタンシー係数が比較

的小 さい場合においても,内 部摩擦係数の大きい材料であ

れば,せ ん断破壊が発生するといえる.き 裂面近傍では,

き裂を閉 じたままにす るためのき裂面に発生する特異応

力は引張応力であり,表-1に 示す ように,μ に対 して単

調増加関数であるため,均 一圧縮応力を与える場 合,応 力

拡大係数の緩 やかな低下よりも,き 裂面に発生するき裂を

閉じさすための特異応力の影響の方が大きく,き 裂面近傍

では,uの 増加 に伴い直応力σθは,圧 縮側ではなく,引

張側に変化 し,結 果 として応力の絶 対値は低下 している.

図-10に,β=0.1の 場合に,μ=0.1,0.3,0.6と した場

合の,き 裂面の動摩擦係数μ を比較的小さな0.2と し,主

応力比 σ3/σ1を0.4と した結果を示 した.線 形等方弾性体

の例で詳述 したように,い ずれも直応力σθは圧縮であ り,

どの場合 も最大摩擦せん断応力破壊基準によるせん断破

壊 となる.こ の時,全 ての場 合においてせん断破壊の発生

を示 している.ま た,前 述 したように,約 μ=0.47以 上

にすると,KPII=0と なり,き 裂面は滑らず均一圧縮応力

状態 となる.

以上の議論では,r/lを0.001と したが,r/lが 大きい

場合には自明的に特異応力項に対する均一圧縮応力項の

影響は大きくなり,r/lが 大きいほど,特 異項による引張

応力が低下 し,均一圧縮応力項により応力は圧縮側に変化

する.し たがって,最 大引張周応力基準と同 じように,応

力による破壊基準を採用する場合には,こ のr/lの 大きさ

は,対 象 とする物質の特 性や構成物質の大きさな どを十分

に検討する必要がある.

なお,本 論文では,せ ん断破壊の発生を説明す るために,

最大摩擦せん断応力破壊基準を用いたが,他 に,せ ん断破

壊の発生を説明できそ うなものとして,最 大せん断応力破

壊基準,な いし,KPII最 大破壊基準が考えられる.し か し

なが ら,前 者は,図-8～10を みれば,最 大せん断応力は

θ=0°近傍でない方向でも生じているから,せ ん断破壊は

説明がっかず,KPII最 大は,式(36)のKeII最 大 となり,そ の

場合,き 裂面の動摩擦 係数μだけで決まる非現実的な方
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(a)μ=0.3,μ=0.3 (b)μ=0.45,μ=0.3 (c)μ=0.6,μ=0.3

(d)μ=0.3,μ=0.5 (e)μ=0.45,μ=0.5 (f)μ=0.6,μ=0.5

図-9内 部摩擦係数μが応力分布に与える影響(β=0.3,σ3/σ1=0.2,h=0.01).

(a)μ=0.1 (b)μ=0.3 (c)μ=0.6

図-10主 応 力 比 が大 きい 場 合の 応 力 分 布(β=0.1,μ=0.2,σ3/σ1=0.4,h=0.01)

向にき裂が進展する事になり,この基準によっても,せん

断破壊は説明がつかない.

5.結 論

本論文では,非 関連流れ則に従 うDrucker-Prager弾塑性

体を用いたモ― ドII型のき裂先端近傍応力場の漸近解析

解を求め,最 大摩擦せん断応力破壊基準に基づく,せ ん断

破壊について関連型と非関連型の比較および,考察を行っ

た.そ の結果,以 下の知見が得られた.

1)Dmcke-Prager弾 塑性体の場合におけるモードII型

のき裂先端近傍のき裂面上下には,き裂面を閉じさすため

の比較的小さな(特 異)表 面応力δθ,δrθがき裂面に発

生する事が分かった.興味深いのは,この値が生じたのは,

μ またはβが0で ないために発生したのであり,その両

方が0と なるvon Mises弾塑性体の場合には,そ のような

表面応力は発生 しない.ま た,μ=β である関連型の

場合は直応力 δθ(±π)のみが発生し,せ ん断応力δrθ(±π)

は発生 しない.

2)構 成式によらず,δ3/σ1,μ が大きくなると応力

拡大係数が小 さくなり,相対的に均一圧縮応力の影響が大

きくなり,引張周応力が小 さくなり,引張破壊が抑制され,

δ3/σ1,μ がそれぞれ適度に大きい場 合にはせん断破壊

が生じる.

3)β が大きくなると,き 裂先端近傍のせん断応力に

よるダイレイタンシー効果に伴 う体積膨張を抑制するた

めの圧縮応力が発生し,こ の応力が,特 に引張応力であっ

た全ての直応力成分を圧縮側に下げる効果 となり,引 張破

壊は抑制されせん断破壊が生 じやすくなる.

4)β による応力低下の影響が比較的小 さいβ=0.3の

場合でも,μ が大きくなると,塑 性の応力拡大係数が小

さくな り,相 対的に均 一圧縮応力の影響が大きくな り,こ
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れにより最大引張周応力が小さくなり,引張破壊が抑制さ

れ,せ ん断破壊が生じやずくなる.

付録

(1)係 数B,C,X,Y

(A1)

(A2)

(A3)

(A4)

(A5)

(A6)

(A7)

(A8)

(A9)

(A10)

ここで,Qは,以 下で定義される.

(A11)

(2)J積 分の経路独立性

ここでは,非 関連流れ則に従うDrucke-Prager弾塑性体

の比例負荷下におけるJ積分が経路独立とならない事を示

す.

今,塑 性域におけるき裂を含まない二つの経路Ta,Tbで

のJ積 分の差は,二 つの経路が囲む領域をAと すると,ガ

ウスの発散定理を用いて,

(A12)

となる.こ こで,ηjは 法線ベ ク トルであ り,xは 図-2

のx軸 に相当する.ま た,

(A13)

であり,今 の場合,ひ ずみが応力の関数であるから,

(A14)

で あ り,し た が って,式(A12)は,次 式 とな る.

(A15)

応力のなす仕事は,式(17)よ り,

(A16)

で あ るか ら.式(12)よ り,

(A17)

とな る.な お,

(A18)

であるから,上 式および式(13)を用いると,式(A17)は,

(A19)

とな り,

(A20)

が得 られ る.ま た,構 成 式(12)よ り,

(A21)

で あ る.し た が って,

(A22)
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となる.上 式右辺第一項はεeklであるか ら,

(A23)

となる.結 局,式(A15)は,次 式で表せ,β=μ の関連型

でなければ,J積 分は経路独立ではない事が分かる.

(A24)
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