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 コンクリートや岩石などの脆性材料の破壊強度や, 地震発生メカニズムの解明の研究など, 圧縮荷重下にある

進展き裂の破壊力学的考察は非常に重要である. そこで, 本研 究ではその基礎的研究となる圧縮荷重下におけ

る進展き裂のエネルギ解放率を補ひずみエネルギ型E積 分公式を用いた有限要素解析により求め, E積 分の圧縮

荷重下にある進展き裂解析の有効性を検証すると共に, エネルギ解放率破壊規準を用いて圧縮荷重下にあるき

裂の進展挙動の考察を行った. 
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1. まえがき

 岩石やコンクリートなどの脆性材料の強度を推定

することは工学的 に非常に重要な問題であり, それ

に対するアプローチとしては破壊力学的手法を用

いることが有効であると考えられ, 多くの研究が精

力的に成されている. 破壊力学とはGriffithの 破

壊理論1),2)に始まったき裂の力学であり, Irwinに

よって提唱された応力拡大係数K値 による破壊靭

性値の概 念3)へ と発展 し, 今 日ではすでに金属な

どを主とする工業材 料の材料特性 の1つ として設

計等に用いられている. しかし, それらの金属材料

では進展 き裂 が引張 り荷重により開 口している場

合を対象としたものがほとんどである. それに対して

岩石, コンクリートなどの材料では圧縮荷重下での

強度 が問題であり, その圧縮破壊 過程のメカニズ

ムは引張り破壊過程 に比べて非常に複雑 であるこ

とが知られている. 圧縮荷重下では多くの場合, き

裂は閉じて接触 し, 荷重状態 によっては摩擦力に

保持されながら滑り, モード1型 とモードII型(せ ん

断型)の 混合モード状態で折れ曲がって進展する. 

このような接触 ・摩擦や折れ曲がり進展き裂など境

界条件の取り扱いの困難さからか, 過去に有用な

理論的 ・実験的報告4)5)6)は 幾つか見られるが, 

折れ曲がり進展を考慮した理論的な研究報告 は

数少ない. Nemat-Nasser and Horiiら は接触・

摩擦条件や折れ曲がり進展き裂 を種々の仮 定の

下でモデル化を行って解析 し, 工学的に非常に有

用な結果を報告している7). なお, そこでは, き裂進

展方向に関する破壊規準は最大周応力説が用い

られており, 圧縮荷重は二軸の場合, 主応力比が

小さい場合に限られている.

本研究では, 最初 に破 壊力学 において破壊 規

準として重 要なパラメータの1つ であるエネルギ解

放率を求めるE積 分公式8)を, 過 去に発表した相

反作用型のE積 分公 式と, 新たにひずみエネルギ

型E積 分公式, 補ひずみエネルギ型E積 分公 式な

る3つ のタイプを分離導入 した. そして, き裂先端ま

でを含む, き裂面上に摩擦力などの表面力が作用

する場合のエネルギ解放率を単純に数値解析する

場合は, 補ひずみエネルギ型E積 分公式が最も精

度が良いことの議論を行った.

 次いで, 一軸圧縮荷重下にある進展き裂におい

て, 接触・摩擦 条件を考慮した有限要素解析をお

こない, 補ひずみエネルギ型 のE積 分を用いて, き

裂が直進する場合 のエネルギ解放率を求めた. ま
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た, その場合の理論解と比較し, その有用性を検

討した. さらに圧縮荷重下での実際のき裂進展挙

動 にもよく見られる, き裂折れ曲がり進展解析 を行

ない, 最大エネルギ解放率破壊規準を用いて, そ

の進展方向の議論を行った. なお, 周知のJ積 分

では折れ曲がり瞬間時のエネルギ解放率を求める

ことは困難であり, 積 分経 路内に介在物や干渉き

裂が存在すると経路独立とはならないが, E積 分で

はその様な場合でも経路独 立である. またE積 分で

は, 積分経 路内に複数の干渉き裂を含んでも1つ

1つの進展き裂先端のエネルギ解放率を独立に求

めることができ, さらに折れ曲がり瞬間時のエネルギ

解放率を求めることができるなど, 幅広い応用が可

能である.

最後 に近年, 特 にコンクリートや岩盤の分野で注

目されている, せん断破壊9)10)11)の 考察を行 う

目的で, 主応力比を広範囲に変化させた二軸圧

縮荷重下でのエネルギ解放率を求め, エネルギ解

放 率破壊 規準を用いて, き裂進展特性の議論 を

行った.

2. E積 分 の圧縮 荷重 下 への応用

(1)圧縮荷重下にある進展き裂のエネルギ解放率

を求めるE積 分の表示

Fig. 1の ように超弾性体(ひ ずみエネルギを持つ

弾性体)に 公称表面力sや 変位uに よる"外荷重"

が与えられ, その中に存在するき裂が閉じており,

き裂面上に摩擦力が発生しているとき, 外荷重(3,

丑)の増加 に伴い一般には折れ曲がり進展している

き裂を考える. 以後, き裂面が閉じているような外

荷重(s, u)を 便宜上, 圧縮荷重と呼ぶ. 

 このとき, き裂が準静的に進展している場合のエ

ネルギ解放率は

E(a)=1rr-s(-2)vu-Zu)ds-vfw(a)da

(1)

で定義される. ここで, 各変数 は基準系の位置X

の関数でもあるが, 記述を簡単にするため省略した.

以下同様の記号, また誤解のおそれが無い場合,

全ての変数をも省略する. 4は 基準系での, き裂長

さであり∂/∂lは右微分係数をとる. αは荷重履歴

パラメータβ(0≦β≦α)が最終荷重状態であること

を表わす. ここで荷重履歴パラメータβとは, き裂を

進展させるために物体の境 界上 に与えられた外荷

重(s(β), u(β))の 載荷履歴を特定するパラメータ

のことであり, 例えば単軸集 中荷重Pが 荷重制御

で単調増加するように与えられた場合にはβ=Pと

おくことができる. Aは 物体 内にある進展き裂先端

を含む基 準系での任意 の閉領域である. C±はA

内のき裂上下面の境界であり, Γはそれを除いた

浸の境界である. sは ΓとC±上の公称表面力であ

り, uは変位である. Sを 第一種Piola-Kirchhoff

応力, H(=▽u)を 変位勾配とすると, ひずみエネル

ギ密度wは

のように定義される. ここでは, き裂面上に摩擦力

が存在するため, 超 弾性 体であってもひずみエネ

ルギ密度は, 一般 に外荷重の載荷履歴によって異

なる値をとる(l, α)の関数となる. 式(1)は 領域A内

に進展き裂先端を含まなければ, っり合い式

DivS=0

(Dfvは 基準系の位置Xで の発散を表わす)と, 超

弾性体であるから

より

Fig. 1 Quasi-statically extending crack under compressive 
loads. 
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であることを考慮し, 発散定理を使 えばゼロとなるの

で, 式(1)の 経路独立性は自明である. (このとき, 

積分 経路 には, き裂面C± を含 んでいることに注

意.)

式(1)の 右 辺第2項 中のひずみエネルギの積 分

項は

のように変形できるので, これを式(1)に 代入すると

(2)

となる. ここで式(2)を 変 形 すると

(3)

が得 られ る. 上 式 右 辺 はBettiのReciprocal

Theorem(相 反 作 用 の定 理)の 表 現 と同様 な形 を

している(た だし, 式(3)のE積 分公 式 は一 般 に非 線

形 でも有 効 である)の で, 式(3)を 相 反 作 用 型E積

分公 式(E-integral of the reciprocal type)と

呼 ぶ. 

さらに, 式(3)を 変 形 すると次 式 を得 る. 

(4)

ここで上式右辺第一項括弧内に発散定理を使うと

となり

であるから, 式(4)は 補 ひず みエネルギ密 度(com-

plementary strain energy density)を 用 いたエ

ネルギ解放 率 の定義 式 になっている. 

そこで経 路 独 立な(2次 元の場 合)線 積 分 公 式 で

ある

式(2)を ひ ずみエネルギ型E積 分 公 式

(E-integral of the strain energy type)

式(4)を 補ひずみエネルギ型E積 分公式

(E-integral of the complementary 
strain energy type)

と呼ぶ. 

ひずみエネルギ型E積 分公式(2)(ま たは定義式

(1))より, 物体境界および, き裂面上で

の場合のエネルギ解放率は, 物体全体のひずみエ

ネルギの減少率 に等しいことが分かる. また, 本研

究の場合のように, 物体境界では4に 無 関係な外

荷重が与えられ, き裂面上では4に 無関係な摩擦

力が発生し, 結局全境界上で

が満たされている場合のエネルギ解放率は, 式(4)

より, 物体全体の補ひずみエネルギの増加 率に等

しいことが分かる. 

 線形超弾性 体の場合で, 変形が微小の場合 に

限定された場合(以 下, 微小変形する線形弾性体

と言う)では外荷重が比例負荷で与えられると, 4を

固定したとき, 物体 内部の表 面力5も 比例負荷と

なり

{5(l,β)=βs(l)

u(l,β)=βu(l)
on T

とおくことができる. また, 進展き裂面上の表面力5

も同様に

{5(4,β)=β3ξ(l)

μ(l, β)=βiz(l)

on Ct

とおくことができる. これを式(2)に 代入すると, 荷重

履歴パラメータによる項は積分でき, ひずみエネル

ギ型E積 分公式は

(5)

となる. 式(3)に 代入 すると, 相反作用型E積 分公

式は
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(6)

となる. 式(4)に 代入すると, 補ひずみエネルギ型E

積分公式は

(7)

となる. 以上が微 小変形する線形 弾性体 に, 比例

負荷で圧縮荷重が載荷された場合の, エネルギ解

放率を求めるE積 分公式である. 

ここで式(2)か ら式(3), また式(3)か ら式(4)を導く

際に, 境界r∩C± による積 分と, き裂長さ6に よる

偏微分の入れ替えを行ったが, 進展き裂面上に摩

擦力などの表 面力が存在する場合 は, き裂長 さの

変化 につれて, その境界C± の大きさが変化する. 

その場合, 理論的には3者 とも同一の値 となること

が容易に証明できるが, 数値解析する際には補 ひ

ずみエネルギ型E積 分公 式(4)お よび(7)が最も精

度が良いことが推察できる(詳 細は付録を参照). 

そこで本研究では式(7)を解析に用いた. 

(2)境界条件

 本研究では, Fig. 2に 示すように無限遠から一

様圧縮(主)応 力 σ1(<0), σ3(<0)が作用している微

小変形する線形等方 弾性 体 中を, き裂右先端の

みが準静的に進展している場合の2次 元平面問題

を考える. ここでは引張りを正 とし, σ1とσ3の方 向

は直交しており, |σ1|>|σ3|とする. また, 初期進展

き裂面と最大主応 力 σ1の方 向との成 す角度7を

圧縮荷 重角度(0<γ<π/2)と 呼ぶ. 無限遠での一

様圧縮主応力 σ1, σ3は, 次式のように, き裂面に対

して垂直, 水平, せん断方向の3つ の応力で表す

ことができる. 

QX=Q,COS2y+Q3sin2Y

Qy=6sin-y+Q3COS-y

τη=(σ1-σ3)sinγCOS7

(8)

このとき, 前述したように, 物体内に進展き裂が存

在し, さらにその面上に摩擦力が存在する場合 に

は, たとえ物体 が弾性体であったとしても, その荷

重載荷履歴により最終変形状態が違ってくるので

注意が必要である. たとえば, 進展き裂面に垂直な

応力 σyを載荷 した後, せん断応 力 τxyを載荷する

と, 進展き裂面上 に滑り方向とは逆 向きに摩擦 力

が働き, その相対変位は σy=0の 時より小さくなる

が, 逆にせん断応力%を 載荷 した後, 垂直な応力

σyを載荷した場合 は, 進 展き裂面上には摩擦力

が働かず, その最終変形状態に何 ら摩擦 による影

響 はなく, σy=0の 場合と同様の相対変位を生じ

る. このような比例負荷でなく, 荷重載荷履歴 によ

って変化する場合 のE積 分の物理的意味, および

それによるエネルギ解放率の解析は別 に発表する

こととし, 本報告ではσ1とσ3がある一定の比を保ち

つつ, 比例的 に増加する載荷 状態 の場合 に限定

する. 

 進展き裂 面上の状態は, 式(8)で 表される圧縮

応 力の大きさやその載荷履歴などにより, さまざま

な状態が考えられるが, ここではその状態を1)固 着

接触状態, 2)滑 り接触状態, 3)開 き状態の3つ に

大きくわけて考える. ただし, 滑り接触状態のとき,

滑り方向とは逆向きに摩擦力が発生するが, 摩擦

力はCoulombの 摩擦法則に従うものとし, そのと

きの摩擦係数はμ(定数)とする. 

 1)固 着接触状態とは, 進展き裂 面上での法線

方向表面力成 分Snが 圧縮状態 にあり, かつ接線

方向表面力成分Stが 限界摩擦力以下のとき, すな

わち

s->Osn<0aIstI<pIsnI

であるとき, 進展き裂面上の各点では, 表面力と変

位の連続性が成立している場合, すなわち

Fig. 2 A frictional crack under biaxial compression. 
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St+Sr=0

Sn+Sn=0

uj-ur=0

un-un=0

(9)

のような関係 が成 立している状態であり, 進展き裂

面が物体内部 と同じような挙動をする接触状態の

ことをいう. 以後, 進 展き裂 面上 の各 物理 量 は

Flig. 3に 示すように, き裂下面に対して接線方向に

xt, 法線 方向にxnという軸をとると, 5は 表面力成

分, uは 変位成分であり, 上付き±はそれぞれき裂

上下面での物理量であり, また下付き卿 はそれぞ

れ進展き裂面上の接線 ・法線方向の物理量を示し

ている.

2)滑 り接触 状態 とは, 外力の負荷 により進展き

裂 面上での接線方 向表 面力成分が限界摩擦 力

以上になったとき, すなわち

Sn>0SnG07-OaIStI-LISn

であるとき,

st+st=0
st+sn=0

Isr=ups
u-u=0

(10)

のように上下面において垂直方向変位成分は等し

いが, 接線方向変位成 分は滑 りの発生 により未 知

量となっているような接触状 態である. このとき式

(9)3の かわりに(10)3の ように, 接線方向表面力成

分は滑りながら限界摩擦力に保持される条件が必

要となる. 

 3)開 き状態とは, 負荷後の変形 によって非接触

化する状態をいい, 負荷前に接触していた点の法

線方向表面力成分が引張りになる条件, すなわち

sn<0, sn>0

であるようなとき, 自 由境 界 となるのであるから

st=st=s=s=0

のようになる状態である.

(3)摩擦力が存在する場合の直進進展き裂のエネ

 ルギ解放率の理論解

 無限板 内にある進展き裂は, 前節で与えられる

ような圧縮荷重下(σ1<0, σ3<0)で は閉じて接触

し, き裂面上の各点でCoulombの 摩擦法則, す

なわち式(10)に 従いながら, 滑り進展する. このとき

の, き裂が直進方向に進展する場合のエネルギ解

放率の理論解を導く. き裂が閉じて接触し, 滑り進

展しているき裂先端 の特異応力はモードIIのみで

あるので, 無 限遠からのせん断応 力による応力拡

大係数は, 式(8)より

と表せる. 
 一方, き裂面上の摩擦力 τ

cは 垂直応力, すな

わち, 無限遠でのσyにより

τc=-μ σy

と表せるので, このき裂面上の摩擦力による応力拡

大係数は

Fig. 3 Tractions and displacements along the crack 

surfaces. 
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となる. よって最終的 に, き裂先端での応力拡大係

数 は次式のように表せる.

KII=K11+K11

=[(σ1-σ3)sin7COS7 (11)

-μ(σ1skm27+σ,skm2γ)1π≦(<0)

ここで, この式の符号 について物理 的意味を考

えてみると, 右辺の[]括 弧 内がゼロの時は外荷重

によるせん断力 τxyと, 進展き裂 面上の摩擦力 τc

がつり合っているときであり, すなわち限界摩擦 力

状態であることを表わしている. また, 右辺[]括 弧

内が正となるときは, 摩擦力がせん断力を上回って

いるときであり, 進展 き裂 面は動き出さず静止して

いる状態であることを表 している. よって式(11)は 次

のように書くことができる. 

Ku=[(o-63)sinycosy-u(osin2y+63costY)]/ir

for[(o-Q3)sinycosy-p(o,sin2y+o3costy)]<0
Ko=0

for[(Q-63)sinycosy-p(asin27+03costy)]>0

(12)

 考 えている物体 は, 微 小変形 する線形 等方弾

性 体であるので, 応力拡 大係数 と, き裂が直進方

向に進展する場合 のエネルギ解放率Gの 間には
一意なる関係があり, ヤング率をE, ボアソン比をv

とすると

G=KII/E'

E'=

E (plane stress)

(plane strain)

であるので, 式(12)を エネルギ解放率になおすと

G=[(o-o)sinycosy-u(csinty+6costy)1L

for[(a-63)sinycosy-i(61sin2y+a3cos2y)]<0
G=0

for[(a-Q3)sinycosy-p(6sin2y+63cos2y)]>0

(13)

となる.

3. 有 限 要素 モデルと解 析 方法

本研 究では, E積 分の値は, 有限要素解析 にお

いて基準状態の, き裂長 さ4の モデル(以 後, 基本

モデルと呼ぶ)と, き裂長さが溜 伸 びたモデル(以

後, き裂進展モデルと呼ぶ)の2つ のモデルについ

て解析を行い, き裂長さ4に よる偏微分項は2点 差

分近似することにより, また経路積分は, 表面力と

変位 をそれぞれ離 散化した等価節点表 面力5, と

節点変位 μiを, 積分経路上の全節点で和をとるこ

とにより求める. すなわち, 式(7)の 数値解析には, 

次式を用いた.

Fig. 4 Finite element mesh for a model with a single crack

 and the integral paths.

Fig. b Finite element mesh near the crack tips and the 

integral paths. 
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(14)

ここでnは 積分経路上の節点の数であり, 溜 は基

本モデルと, き裂進展モデルのき裂長さの差である.

また式(14)内 の変数の(l)お よび(l+Δl)のは, それ

ぞれ基本モデル, き裂進展モデルの物理量である

ことを表している. E積 分 による方法の特別な場合

にあたる全エネルギ法では, き裂長さと, その変化

量との比 Δl/lは0.001～0.006が 良いとの報告12)

があるが, 本研究では, 幾つかのモデルで試行解

析した結果, Δl/lが0.004～0.06の 範囲で理論

解との誤差 が2%以 内であった. そこで, 以後, 本

研究では誤 差が最も小さかった約0. 3%の 場合で

あるΔ4/4=0. 0078を 採用し, 解析 に用いた.

使 用 した有 限 要素 モデルはFig. 4, Fig. 5, 

Fig. 6に 示すような8節 点アイソパラメトリック要素を

基本 とした要素分割 を行っており, 基本モデルの

要素数は332, 節点数は920で ある. き裂進展モ

デルは, 基本モデルのき裂先端の要素において, 

1つ の要素辺を新たなき裂面として2つ の要素辺 に

再メッシュした, すなわち Fig. 6に 示すような, 2っ

の節 点を解除(生 成)し たモデルである. そのため

要素数は同数であるが, 節点数は2つ 増え922と

なる. 弾性係数Eは 花闇岩を想定し68. 6GPa, ボ

アソン比 γは0. 3とした. 

二軸一様圧縮荷重 下での最大主応力 σ1は-

9.8MPaと し, それに垂直な主応力 σ3は, σ1に対

しての比 σ3/σ1(以後"主 応力比"と呼ぶ)を0. 0か

ら0. 9ま で変化させて, 比例的に与えた. 進展き裂

はモデル中央に存在し, き裂長さ作4cmに 対して

横寸法80cm, 縦寸法80cmで 無限板を近似して

いる. このモデルと同一幅の, 一様 引張り荷重を受

けた中央き裂を有する線形等方弾性体・無限長帯

板のエネルギ解放率の級数解と, 無限板の厳密解

との差は0. 25%程 度であった. 

 本研究では, き裂右先端のみが進展することを

想定しており, Fig. 6に 示すように, き裂折れ曲がり

角度 θは直進方向から左回りを正とし, -0.9π か

ら0.9π まで0.1π ごとに折れ曲がり角度を変えて

計算できるように要素分割を行った. ここで, き裂先

端には6節 点三角形アイソパラメトリック要素と, r/1

の特異性を表現できる特異要素の2つ を比較のた

め用い, 理論解の存在する一様引張り荷重下のモ
ード1型 の問題と, 一様せん断荷重下のモードII

型の問題の解析を行った. その結果がTable 1で

ある. E積 分のアイソパラメトリック要素を用 いた有

限要 素解析 への適応を報告した前報13)で は, 一

様 引張り荷重下のモード1型 の問題のみで誤差を

検討したため, き裂先端に特異要素は必要でなく, 

細かく要素分割することにより6節点の三角形要素

で十分な精度が得 られたが, 本報告のようにモード

H型 の影響 が大きい場合は, そのままではTable

1の ように精度が落ちることが分かったので, せん

断変形時にも特異性を上手く表現できる特異要素

Fig. 6 Finite element mesh near the crack tip and kinking 

angle B.

(a) Basic model

(b) Crack extension model

Table 1 Comparison of errors in the energy release rate 

 between two kinds of finite elements near the 

 crack tips. 

257



を採用し, 精度 の向上を計った. 

 積分経路は要素辺上に設定してあり, き裂右側

先端 を囲 む経 路(図 中点 線)を 小 さい方 か ら

1, 2, 3, 5, き裂 両側先端を囲む経路(図 中一点鎖

線)を 小さい方から4, 6, 7と してある. ここでの各積

分経路 中には, き裂面C土 の要素辺も含めなけれ

ばならない. 特に, き裂 両側先端 を囲む積分経路

には全き裂面が含まれている. このように, E積 分で

は, 周知のJ積 分と異なり, 積分経路を要素辺上

に設定し, 節点での表面力, 変位を直接積分公式

の中に代入し計算することができ, 精度を上げるこ

とができる13).

4. 解 析 結果

(1)一軸-様 圧縮荷重下にある摩擦 力が存在する

直進進展き裂のエネルギ解放率

Fig. 7は 一軸一様圧縮荷 重 σ1(<0; 主応力比

σ3/σ1=0.0)をγ=0.25π(=45)の 方 向から比例

的に載荷したとき, き裂が直進する場合(θ=0.0π

とした場合)の エネルギ解放率を, 補ひずみエネル

ギ型E積 分公式(7)の数値解公式(14)に より求めた

ものである. 横 軸は経 路番号であり, 縦軸 は無限

遠からの一様 引張り荷重下にある進展き裂の理論

解により求まるエネルギ解放率

G=σ1πz (15)

で無次元化してある. 以後, 無次元化したエネルギ

解放率とは, 補ひずみエネルギ型E積 分公式(7)の

数値解公式(14)の 値を, 式(15)で 無次元化したも

のである. Fig. 7から分かるように, き裂右先端のみ

を囲む経路1, 2, 3, 5, および, き裂両先端を囲む経

路4, 6, 7の どの経路 においても, 一定の値となって

おり経路独立性が示されている. 摩擦係数 μは0. 0, 

0. 3, 0. 6の3つ の場合をそれぞれ解析 したが, どの

摩擦係 数でも経路独立性が示されていることが分

かる. 図 中の点線は式(13)で 表される, き裂面上に

摩擦力が存在する場合のエネルギ解放 率の理論

解であり, 本数値解析のエネルギ解放率は, それと

非常に良く一致していることが分かる. また, その誤

差は, 摩擦係数 の大きさに関わらず, どの経路 に

おいても約0. 3%程 度 であった. それは, 無限板を

有限板にした差 と, ほとんど一致 しており, 非常 に

良い精度で解析できていることが分かる. 

Fig. 8は 一軸圧縮荷 重下で圧縮荷 重角度7を

0. 0πから0. 5πまで0. 05π ごと, また摩擦係数 μを

0. 0, 0. 3, 0. 6と変えたときのエネルギ解放率を求め

たものである. 横軸は圧縮荷重角度7で あり, 縦軸

は無次元化したエネルギ解放率である. 図中曲線

は式(13)で 表される理論解 である. どの圧 縮荷重

角度 においても理論解 との誤 差は約0. 3%以 内で

あった. この図からも圧縮荷重下での進展き裂のエ

ネルギ解放率の解析に, 本研究のE積 分による方

法が, 非常に有効であることが示されている. また, 

圧縮 荷重角度がある値以上になると, 摩擦力によ

り進展き裂面は動かなくなり, エネルギ解放率がゼ

ロとなることも分かる. そのエネルギ解放 率がゼロと

なる圧縮荷 重角度は, 式(13)に よると, 摩擦係数

μが0. 3の ときは γ≡0.41π, μが0. 6の ときは

7≡0. 33π となることが分かるが, 本数値解析でも

Fig. 8の ように, それらの圧 縮荷重角度以上で, エ

ネルギ解放率がゼロとなっていることが分かる. 

Fig. 7 Energy release rate on several integral paths for 

frictional cracks and a frictionless crack

r=0.2sn
e=0.on

--- ex8ct(μ=0.0)

---- exact(/t=0. 3)

-----exact(=0.6)

■ an81ysis(μ=0. 0)

● 8n81ysis(μ=0. 3)

▲ an81ysi5(μ=0. 6)

Fig. 8 Variations of energy release rate for frictional cracks 

 and a frictionless crack under several inclined 

 loading angles y. 

-μ=0.0(exact)

-----μ=0.3(oxact)----

μ=0.6(exact)

■ μ=D.0(analysis)

● μ=0.3(andysis)

▲ μ=0.6(8nalysis)

258



(2)一軸一様圧縮荷重下にある摩擦力が存在する

 き裂の折れ曲がり瞬間時のエネルギ解放率

 前節で, 一軸一様圧縮荷 重下の場合 に, 摩擦

力が存在する直進き裂の問題 を解析し, 理論解 と

比較することにより, 本研究の方法が有効であるこ

とが確かめられた. そこで次に, この方法を用いて, 

岩石やコンクリート供試 体の圧裂試験など, 実際の

圧縮破壊現象でもよく観察される, き裂の折れ曲が

り瞬間時のエネルギ解放 率を解析し, その進展 特

性を議論する. 

Fig. 9は 一軸一様圧縮荷 重下で, 圧縮荷重角

度 γが0. 25π(=45)の 場合の, き裂の折れ曲

がり瞬間時のエネルギ解放率を求めたものである. 

横軸は, き裂折れ曲がり角度 θで, 縦軸は無次元

化したエネルギ解放率である. き裂折れ曲がり角度

θは0.0π から0.9π までの0. 1πごと, また摩擦

係数 μは0. 0, 0. 3, 0. 6の 場合をそれぞれ解析し

た. この図から, 最大エネルギ解 放率破壊規準 を

使用し, 破 壊靭性 値が等方的であると仮定するな

らば, 摩擦係 数の大きさによらず, き裂は初期き裂

面 から約0. 4π(=約72)圧 縮 荷 重 σ1方 向へ折

れ曲 がって進 みや すいことがいえる. これは Fig. 10

に 示 すような圧 縮 荷 重 下での ウィングクラックタイプ

の, き裂 の折 れ 曲 がり進 展 開 始 方 向 を表 わしてい

ると考 えられる. 以 後, 便 宜 上, このエ ネル ギ解 放

率 を最 大 にする, き裂 折 れ 曲が り角度 を破 壊 角 度

(Fracture angle)と 呼 び, θ と表 すことにす る.

Fig. 11の 横 軸 は圧 縮 荷 重角 度 γであり, 縦 軸 は

その圧 縮 荷 重 角度7の 下 での破壊 角度 θである. 

μ=0. 0お よび μ=0. 3の 場 合, 圧 縮 荷 重角 度7が

約0.1π(=約18)よ り大きいと, 圧 縮 荷 重角 度

に関 わらず, 進 展 き裂 は直進 方 向 から約0. 4π(=

約72)主 応 力方 向へ 折れ 曲 がった方 向 に進 み

やす いということが分 かる. この結 果 は解 析 法, 破

壊 規 準 の 違 い は あ るがNemat-Nasser and

Fig. 9 Vahations of energy release rate for arictional

kinking cxack under uniaxial compression;

γ=0.25π; μ=0. 0, 0. 3, 0. 6.

r=0.2sn
+μ=0.0

+μ=0.3
-▲-μ=0.6

Fig. 10 Wing crack under uniaxial compression

Fig. 11 Relations between the loading angle and the kink 

angle, which maximizes the energy release rate, 

under uniaxial compression; p=0.0, 0.3, 0.6

-■-μ=0.0

-●-μ=0.3

-■-u=os

Fig. 12 Variations of energy release rate for a frictional

kinking crack under uniaxial compression;

y=0.05; p=0.0, 0.3, 0.6.

r=0. osn

+μ=0.0
-●-μ=0.3

-△-μ=0.6
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Horiiら7)が 行った研究と同様の結論となっている. 

またμ=0. 6の 場合, 圧縮荷重角度7が0. 15π を

こえると破壊角度 θが減少している. これは文献7)

の結果と同様な傾 向が示されている. しかし, 7が

約0.1π よりも小 さい場 合 は, 例えば7=0.05π

(=90)と した Fig. 12の 様 に, θ=0.0π(直 進方

向)が 最大となっており, き裂が折れ曲がらずに, 初

期き裂面と同方向に進んでいくことを表わしている.

その値 自体 は, μ=0.0の 場合に最大エネルギ解

放率が最も大きくなるγ=0. 25π のときと比較すると, 

約10分 の1程 度 と非常に小さくなり, エネルギ解

放率が一定値で破壊するとするならば, より大きな

圧縮荷 重の下でないとこのような破壊 に至らないこ

とが分かる. 

(3)二軸-様 圧縮荷重下にある摩擦力が存在する

 き裂の折れ曲がり瞬間時のエネルギ解放率

Fig. 13は 二軸一様圧縮荷重を7=0.2π(=36)

の方 向から, 主応 力比 σ3/σ1を0. 0か ら0. 9まで, 

0. 1ごと変えて比例的 に載荷した場合の, き裂面上

に摩擦の無い, き裂の折れ曲がり瞬間時のエネル

ギ解放率を求めた図である. 本研究では, Fig. 8か

ら推 察 できるように, 一軸 圧 縮 荷 重 下 で摩 擦

(μ=0. 3)が ある場合 は, 圧縮荷重角度 が約0. 2π

の場合 にエネルギ解 放率が最大であること, また主

に二軸としたときの主応 力比の影響を検討する目

的であるため, 二軸 の場合 の圧縮 荷重角度7は

0.2π に固定して考察を行った. この図から主応力

比が増えていくと等方応力状態に近づくため, どの

折れ曲がり角度でもエネルギ解放率が小さくなって

行き, き裂が不安定進展を開始するには|σ|お よ

び|σ3|の両方ともが, より大きくなる必要があること

が分かる. 進展方 向は主応 力比が0. 1から0. 3ぐら

いまでは, 一軸の場合(主 応 力比が0. 0)の ように, 

初期き裂面に対して最大主応 力 σ1方向へ約0. 4

π傾 いた方 向に進展しやすいことが分かるが, 主

応力比が0. 4か ら0. 9までは直進方 向(θ=0.0π)

のほうが大きくなっており, エネルギ解放率一定で, 

き裂 が進展することを仮定するならば, Fig. 14の よ

うに, 折れ曲がらず直進する方向に, せん断破壊し

ていくことが予想される. 

Fig. 15, Fig. 16は 同様な二軸一様圧 縮荷重 下

で, き裂面に摩擦が存在する場合 の, き裂の折れ

曲がり瞬間時のエネルギ解放 率である. Fig. 15は

μ=0.3の 場合で主応 力比は0. 1ごとに解析を行っ

たものであり, 主応 力比が0. 6より大きいと, エネル

ギ解 放率がゼロであったため省 略した. Fig. 16は

μ=0. 6の 場合で, 主応 力比が0. 3より大きいと, エ

ネルギ解 放率がゼロであったため省 略し, 主応力

比を0. 05ご とに変えて解析をおこなった. 

Fig. 17は, 二 軸 一 様 圧 縮 荷 重 を γ=0.2π

(=36)の 方向から比例 的に載荷した場合の, 主

応 力比と破壊角度の関係を表した図である. 横軸

は主応力比, 縦軸は破壊角度である. ■はμ=0.0,

●は μ=0.3, ▲はμ=0.6の 摩擦係 数を持つ進展

き裂の破壊角度であるが, μ=0.0の 場合 は前述の

ように, 主応力 比が0. 3より大きいと直進方向に進

展しやすいことが示されている. μ=0.3, μ=0.6の

場合は主応力比が約0. 25以 上であると, 直進方向

にエネルギ解放率の最大方 向が現れている. また

摩擦係数が大きいほど, Fig. 17中 の破壊角度は, 

主応力比が大きくなるにつれて滑らかに減少してい

る. μ=0. 0の 場合に破壊角度が急に降下している

付近を詳細 に検討すると, Fig. 13の 様 に, き裂折

れ曲がり角度が0. 0π と0. 4π の間は下に凸の関数

となっているため, 主応力比が0.3付 近で, 破壊角

度がθc≒0.4πからθ=0.0π へ飛び移っていること

が分かる.

Fig. 13 Variations of energy release rate for a frictionless 

kinking crack under a biaxial compression; 

y=0. Ziz; p=0. 0. 

γ=0.2π, μ=0.0

+σ3/σ1=0.0

-●-σ3/σ
1=0.1

-△-σ3/σ
1=0.2

+σ3/σ1=0.3
-◆-σ

3/σ1=0.4
+σ3/σ1=0.5

-○-σ3/σ
1=0.6

-△-σ3/σ
1=0.7

-△-σ
3/σ1=0.8

-◇-σ
3/σ1=0.9

Fig. 14 Shear mode crack under biaxial compression. 
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5. まとめ

1. 過去に発表された相反作用型のE積 分公式と,

ひずみエネルギ型, 補ひずみエネルギ型なる, 

3つ のタイプを分離導入し, 本報告 のように, き

裂先端を含む, き裂面に表 面力が作用する場

合 は, 補ひずみエネルギ型のE積 分公式が最

も精度の良いエネルギ解放率を与えることの略

証, および, 数値解析的検証を行った. 

II. き裂面に摩擦 が存在する圧縮荷重下での進展

き裂のエネルギ解放率が, E積 分を用いて解析

すれば, き裂面を含 む経路独 立な積 分で, き

 裂が直進進展する場合の理論解 と非常に良く
 一致することが確かめられた. 

III. 一軸一様圧縮荷 重を受けた進展き裂に対 し, 

 最大エネルギ解放率破壊規準を使用し, 破壊

 靭性 値が等方的であると仮 定すると, μ=0.0

 および μ=0. 3の 場合, 圧縮荷重角度7が0. 1

 π(=約18)よ り大きい場合は, き裂面から約

 0.4π(=約720)圧 縮 荷重 σ1方向へ傾いた

 方向に進みやすいという, 既往の研究と同様の

 結論が得られた. しかしγが約0.1π より小さい

 場合 は, 直進方向のエネルギ解放率が最大と

 なり, 折れ曲がらず進展する結果が得られた. 

IV. 荷重角度7が0.2π(=36)の 場合, 二軸一

 様圧縮荷重を受けた進展き裂は, 主応力比が

 小さい間は初期き裂面は摩擦力 に保持されな

 がら滑り, き裂折れ曲がり方向は, IIIと同様, 約

 0.4π(=約72)傾 いた方向に進展しやすい.

ことが予想される. 一方, 主応力比が大きくなる

 と, 初期き裂面と同方向にせん断破壊(モ ード

 II)的 な進展をすることが予想され, 特にコンク

リート, 岩盤などの材料で, 近年盛んに研究さ

 れている, せん断破壊の解 明に一つの糸 口を

 与えるものと思われる. 

以上のことから, E積 分 は引張り荷重下だけではな

く, 進 展き裂 面が接触し, 摩擦 力を受ける圧縮荷

重下でも, エネルギ解放率の計算に有用な手段で

あることが確認された. 本研究のE積 分による方法

は, さらに複雑な種々の状況(圧 縮荷重載荷履歴

の違いによる場合や圧縮 荷重 下での干渉き裂な

ど)の場合や非線 形物質への応 用も可能である. 

今後, それらの基本的なき裂破壊の研究が, コンク

リートや岩盤などの破壊メカニズムの解明や, 更に

は, 地震の発生メカニズムや前兆現象の解明(す

なわち地震予知)な どにも役 立つことを期待する. 

Fig. 15 Variations of energy release rate for a frictional

kinking crack under a biaxial compression;

y=0.2-r; p=0.3.

r=0.2n, u=0.3
+σ3/σ1=0ρ

+σ3/σ1=0.1

TQ/Q=0.2
-▼-σ

3/σ1=α3
-◆-σ

3/σ1=α4
+σ3/σ1=0.5
-○-σ

3/σ1=0.6

Fig. 16 Variations of energy release rate for a frictional

kinking crack under a biaxial compression; 

y=0.2-r p=0.6.

r=0.2n.μ=0.6
+σ3/σ1=0.0

tQ/Q=0.05
-△-σ

3/σ1=0.1
+σ3/σ1=0.15
-◆-σ

3/σ1=0.2
-0-σ

3/σ1=0.25
-◇-σ

3/σ1=0.3

Fig. 17 Relations between the principal stress rate and the

kinking angle which maximizes the energy release 

rate; y=0.2ff; p=0. 0, 0. 3, 0. 6. 

r=ozn
-■-μ=0.0

-○-u=o. s

-▲-μ=0.6
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付 録

本報告のように進展き裂面上で,  き裂先端まで表

面力が,  き裂長さlに 無関係に与えられている場合,  

進展き裂面上では∂5/∂l=0で あるから,  一般には

補ひずみエネルギ型E積 分公式(4)(あ るいは,  線

形弾性体で外荷 重が比例負荷 で与えられている

場合 は式(7))を 式(14)の ように2点 差分近似したも

のが,  式(2),  式(3),  あるいは,  式(5),  式(6)を2点

差分近似したものに比べ精度が良い.  

簡単のため,  微小変形する線 形弾性体で,  外荷

重が比例負荷で与えられている場合において,  進

展き裂面上で外荷重によるせん断力と摩擦力のみ

が存在している進展き裂の場合を考えると,  せん断

力の合 力 τは,  き裂面上で乏に無関係 に一定値 と

なる.  そ の とき,  Fig.  2の ように座 標 をとり, 

δ=(4-40)μ としたとき,  δ≪1になるように40を 考え

る.  u(x, l)のをき裂面 に沿う方 向の変位とすると,  補

ひ ず み エ ネル ギ 型E積 分 公 式(7)のC土 上

(as/a.  e=o)で の,  き裂先端近傍上の積分は, 

(A-1)

で与 えられる.  ここで,  以 下 考 える誤 差 は,  き裂 先

端 近 傍 上での積 分 と微 分 の入れ 替 えによって生 じ

るもの が 主 とな るの で,  ε=Δ4μ とお い た 時, 

ε《δ《1を 仮 定 する.  

この とき,  一 般 にu(x,  l)は,  H(x)を ヘ ビサイドのス

テップ関数 とすると,  x=4の 近 傍 で

u(x, i)-A(l)(-x)"H(-x), p>0 (A-2)

なる漸 近展 開 の無 限 和 の形 で表 される.  線 形 弾性

体 の ときは,  p=1/2が 最 低 次 のオ ー ダー で あり,  

∂u/∂lが-1/2乗 の 特異 項 を持 っ. 

(A-2)の 項 を(A-1)に 代 入 すると

(A-3)

となる. 以後, 上式の右辺の値 を左辺の記号で表

す. 

ここで式(A-1)を, 

△l+4τμ(x,l+Δl)-σiu(x,l)dx
(A-4)

で2点 差分 評価 したとき, (A-2)を(A-4)に 代 入 し, 

A(-+4)A(?)+A'(e)de

を使 うと,

(A-5)

を得る. 

一 方, 相 反 作 用 型E積 分 公 式(6)で は, (A-1)に

相 当する部分 は

となるので, この式を

(A-6)

で2点 差 分 評 価 した場 合 は, (A-2)を(A-6)に 代 入

すると

=∂/∂lτu(x,l)+
O(Ep)if0<p<1

O(E)ifp>1 (A-7)

となる. 同様 にひずみエネルギ型E積 分公式(5)で

は, C士上の積分は

であるから, この式を

(A-8)
-Δl+4τμ(x,l+Δl)-σiu(x,l)dx

で, 2点 差 分 評 価 した場合 は(A-2)を(A-8)に 代 入

して
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=l+4τμ(x,l+Δl)
O(EP)f 0<p<1

O(E) ifp>1
(A-9)

となる. 

以上より, P<1の 項 が存在すると, C±上の積 分

値 は補 ひずみエネルギ型E積 分公 式(7)の2点 差

分表示(A-4)が 最も精度が良いことが推察できる.

実際, 3章 のモデルの場 合にエネルギ解放 率を

上記3通 りの方法で解析(た だし, xに 関する積 分

は, いずれの方法も式(14)の ように, 節 点での値の

単純和をとっている.)した結果を比較すると, 補ひ

ずみエネルギ型では常に1%以 下の誤差であるの

に対し, 相反作用型, ひずみエネルギ型の場合は

10～20%の 誤差が生じた.
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FINITE ELEMENT ANALYSIS OF THE ENERGY RELEASE RATE 

BY USING THE E-INTEGRAL UNDER THE COMPRESSIVE LOADS

Chikayoshi YATOMI and Youichi SUZUKI

 In this paper, we analyze the energy release rate for a frictional crack subjected to remote proportional 
compressive loads using the finite element method. The energy release rate is calculated by using the path-
independent E-integral of the complementary strain energy type, which is path independent even at the onset 
of crack kinking. We find that the E-integral gives the energy release rate under the compressive loads with a 
high accuracy. 
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