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In this study, ERA was applied to investigate the estimation accuracy of dynamic 

characteristics of the structures which have close eigenvalues. Series of numerical 

analysis to estimate structural frequency and modal damping were conducted for a 

two-dof model using the simulated external forces induced by impulse force and 

white noise. The estimation results obtained by these simulations demonstrated 

good agreement with assumed values. Next, the method was applied to the 

vibration data induced by human impact excitation for three existing stress ribbon 

bridges. The results showed that the method can estimate the dynamic 

characteristics accurately for the structures which have close eigenvalues. 
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1．はじめに 

 

斜張橋の桁とケーブルの連成振動，吊床版橋やキャッ

トウォークなどのように，吊り形式の構造物の振動実験

において，自由振動波形にBeating（うなり）現象が発

生することが知られている．近年，橋梁の軽量化や景観

を考慮した設計により吊り形式の橋梁の建設が増加し

てきたが，これらの振動計測において，「うなり」を伴

う振動波形を観測する事例 1～5)が多くなっている．この

現象は，加振したい構造物の対象振動数に近接して他の

固有振動数が存在するために発生する．振動実験におい

てうなり現象が発生すると，慣用的な１自由度系を仮定

した振動特性推定法は適用できなくなる．また，周波数

領域における方法では，周波数応答関数の共振点のピー

クが分離できないために，ハーフパワー法などが適用で

きなくなる．このように古典的手法の適用が困難なため

に，様々な振動特性推定法が提案されてきた． 

讃岐ら 6)は，うなりを伴う自由振動波形を２自由度系

の時刻歴応答波形と考え，うなりの周期および振幅と２

自由度系の固有振動数と減衰定数の関係より，２自由度

系の固有振動数と減衰定数を推定する方法を提案して

いる．この手法において，２自由度系の振動数と減衰定

数の概算値は計算できるが，推定値の厳密な誤差の評価

はできない．岩本ら 7)は，近接固有値問題に拡張カルマ

ンフィルタ 8)による同定方法を適用し，観測波形に雑音

が含まれている場合の同定を行っている．この手法は振

動系をモード分解することなく，振動系の係数を推定で

きる利点があるが，非線形推定法であるために，初期条

件の選定や，測定データの量，繰り返し回数などにより，

推定の演算時間が長くなる欠点がある． 

振動計測の分野では，高精度な振動特性推定法として，

モード解析法が確立 2,9～10)されてきた．著者ら 11)は，う

なりを伴う振動波形に対してモード解析法を適用し，近

接した固有値を有する２自由度系の構造モデルの単位

衝撃応答関数と周波数伝達関数を，実測から求められる

それらの関数に非線形最小二乗法により曲線適合させ

て振動数と減衰定数を推定する手法を提案した．また，

米田ら12)はGAによる推定法を提案している．これらの

手法は，高い精度の推定は実現できたが，初期条件を設

定して，繰り返し計算をする必要があり，遠隔計測など



  

自動計測に適していない．モード解析法に時間領域推定

法があり，この手法と関係するものに ARMA モデル推

定法13～15)がある．この手法は実現理論の1つの推定法で

あるが，次の実現法 ERA と比べると演算が直接的では

ない． 

近年，制御工学分野から発展してきた実現理論16,17)を

振動特性推定分野に適用した ERA(Eigen Realization 

Algorithm)手法 18～20)が普及し，衝撃応答による確定的手

法や常時微動による確率的手法21,22)が確立してきた．著

者らは，遠隔モニタリングによる自動振動計測の分野に，

実現理論23～26)を適用してきた．これらの手法を適用した

損傷診断27,28)の分野の研究が多く報告されている． 

実現理論による振動特性推定法はコンピュータの高

性能化により可能になった手法であり，特異値分解を核

とする代数学的線形演算に基づいて推定を実現してい

る．そのために，モード解析のように初期値を仮定する

ことなく演算が可能であり，測定データから構造モデル

を実現する理論構成になっているので，計測データを自

動的に処理することが可能で，精度の高い振動特性推定

が可能である． 

本論文は，実現理論による振動特性推定法を，近接固

有値を有する構造系の振動特性推定問題に適用し，実現

理論による振動特性推定法の有効性と推定精度の評価

を行ったものである．まず，実現理論による振動特性推

定法について，近接固有値の分解能を評価するために，

数値シミュレーションを実施した．具体的には，近接固

有値を有する２自由度系の衝撃応答と常時微動応答よ

り振動数と減衰定数の推定を行い，確定論と確率論から

近接固有値の推定分解能の評価を行った．次に，実用的

な視点から本手法を吊床版橋３橋の衝撃加振試験の実

験結果に適用し，実構造物に対する本手法の有効性を検

証した．さらにモード解析法との比較により，本推定手

法の簡便性と推定精度について評価した． 

 

2. 実現理論（ERA）による振動特性推定法 18～20) 

 

2.1 運動方程式の状態方程式による表現 

 ここでは，実現理論（ERA）の概要について説明する．

計測データから逆推定する運動方程式を次式で考える． 

)()()()( tttt dfkzzczm        (1-1) 
)()( tt ezy                 (1-2) 

ここに，
nt Rz )( ，

rt Rf )( ，
mt Ry )( は，節点

ベクトル，外力ベクトル，観測ベクトルであり，n，r，

m は自由度，外力の作用点，観測点の数を表す． 
nnRm ， nn Rc ， nnRk  はそれぞれ質量行列，

減衰行列，剛性行列であり， rnRd ，
nmRe は，

それぞれの外力の作用点を選択する行列，および観測点

を選択する行列である．運動方程式を状態方程式で表し，

時間刻みΔで離散化すると以下のように表される． 

)()()1( kkk BfAxx           (2-1) 
)()( kk Cxy                (2-2) 

ここに， )(kx は  nTTT kk 2)()( Rzz  で表される状

態変数， rk Rf )( は離散化された外力，また
mk Ry )( は，一般化された離散化された観測値であ

る．なお，状態行列 nn 22 RA と外力行列 rn 2RB は

次式で与えられる． 
BAIBA AA 1)(,  TT ee       (3) 

ここに， nn 22 RA  と rn 2RB は連続系の運動方

程式(1)の係数数行列から構成される． 
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さらに， nm 2RC  は式(2-2)で定義された観測行列で

ある． 

 

2.2 衝撃応答から推定する場合（確定論） 

k=0 の時刻において，外力作用点 s のみに

 Tp 010)0( f の衝撃力が作用する外力を考える． 
k≠0 では T

s k 0f )( である．この外力に対応する観測

点の応答を )(ksy で表す．外力列 rs 1 を考える． 

  01 )()()( kr kkk IffF        (5) 

ここに 0k はクロネッカーのデルタである．この衝撃力

列に対応する応答列を並べた行列 
  rm

r kkk  RyyΛ )()()( 1  が得られる．式(2)より，こ

の衝撃力列に対応する応答列としてマルコフパラメー

タが得られる 

BCAΛ 1)(  kk         (6) 

これは，多点加振，多点観測の衝撃応答である．このマ

ルコフパラメータからハンケル行列を構成する． 
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ここに， )()()1( lrsmk  RH となり， rmk RΛ )( 行列を

( s×l )ブロックで構成した形になっている．ハンケル行

列 )0(H は可観測行列 sP と可制御行列 lQ に分解される． 
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さらに， )0(H を特異値分解すると 

T
nnn

T VSUUSVH )0(      (9) 

となる．ここに，S の要素が有意な値をとる次数をn と

する．次に，式(8)と同じく )1(H を分解すれば，状態行

列A と観測行列C は 
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ssPEC                         (11) 

のように得られる． sE は sP の上からm 行を抽出する

行列で 

  )( smm
mmms

 R00IE         (12) 

で与えられる．得られた状態行列A の複素固有値より，

固有振動数と減衰定数が得られ，またA の固有ベクト

ルと観測行列C より振動モードが得られる．この過程は

【付録A】に示した． 
 
2.3 常時微動から推定する場合（確率論） 

 式(1)の外力を白色雑音 rt Rw )( として考える．離散

時間パラメータを とすると， 

)()(  wf            (13) 

となる．白色雑音系列 )(w の平均値と自己相関関数行

列は 

  0w )(E ,   kkE  Qww )()(   (14) 

で与えられる．ここで，  E は数学的平均の演算子で

ある．また，
rrRQ は白色雑音の強度行列であり，

k はクロネッカーのデルタである．応答 )(x の平均値

を   0x )(E とすると，共分散行列 

 TE )()()(  xxR       (15) 

で定義される．式(2-1)の共分散を計算すると共分散方程

式21) 
TT BQBAARR  )()1(     (16) 

が得られる．常時微動のモデルとして  とした場

合の定常過程を考えると， RRR  )()1(  となり，

共分散方程式は 
TT BQBARAR        (17) 

で表される．次に，観測値 )(y の自己相関行列は 

  GCAyyΛ 1)()()(  kTkEk    (18) 

で与えられる．ここに， TARCG  としている．常時微

動の場合は，観測値の自己相関関数行列が，マルコフパ

ラメータと同じ形になる．そこで，常時微動の自己相関

行列を用いて，観測振動のみから振動特性を推定するこ

とが可能である． 
 
2.4 実測データの処理 

(1) 衝撃応答より推定する場合（確定論） 

 構造物の l 点に衝撃力を加えた場合，時間刻みΔでサ

ンプリングした観測値 )(ˆ kly を )1(ˆ ly ～ )(ˆ Nly としてm列

の N 個のデータを得る．加振点を 1～r 点まで変えて行

い， 

  )1()(ˆ)(ˆ)(ˆ
1 Nkkkk r   yyΛ    (19) 

(m×r)ブロックのデータ )(ˆ kΛ を(k＝1,…, N)まで収録す

る． )(ˆ kΛ が実測によるマルコフパラメータになっている．

このブロックデータ行列から )0(H と )1(H を構成する

ことにより，式(10)(11)より状態行列A と観測行列C を

求めることができる． 
(2) 常時微動より推定する場合（確率論） 

 常時微動の観測データ mRy )(~  を平均値0 になる

ように前処理する．観測データの自己相関行列 

TN
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N
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yyΛ   
    (20) 

を構成する． )(
~

kΛ を k = 1…Mまで求めるためには，観

測データ )(~ y は，τ =1･･･N+Mまで収録する必要がある．

このブロックデータ行列から )0(H と )1(H を構成する

ことにより，式(10)(11)より状態行列A と観測行列C を

求めることができる． 
 
3.近接固有値を有する２自由度系構造物のモデル化 

 

3.1 近接固有値を有する２自由度系 

対象モデルは，図－1のような２つの質点間をばねk12

で繋いだ２自由度系構造物モデルである．このモデルに

外力を作用させ，設定した振動数で振動する場合を考え

る．図のような2自由度系構造物モデルに外力が作用す

る場合，運動方程式は次式で与えられる． 

	  

	 	        (21) 

	  

	 	        (22) 

ここで，質量 m1=m2=m，剛性 k1=k2=k，k12=rk とし，非減

衰振動を考えると，系の固有円振動数は次式で表される． 

 , 	      (23) 

式(23)で表されるように質量と剛性が等しい場合，rの値

を変化させることで系の振動数を接近させたり，離した

りすることができる．ここでは r の値を変化させ，近接

した固有振動数を与えることにより，うなり現象を有す

る２自由度系構造モデルを構成する． 

 

3.2 衝撃加振シミュレーションと振動特性推定 

図－1 に示す２自由度系モデルに衝撃加振力が作用し

た場合の応答計算を行い，得られた応答から振動特性の

推定を数値解析ソフトウェア MATLAB で行った．以下

に詳細を記す． 



  

   
図－1 ２自由度系構造物モデル   図－2  作用外力（衝撃加振力）     図－3 周波数応答 

 

   
Case1(f2=1.10Hz)               Case2 (f2=1.06Hz)               Case3(f2=1.02Hz)  

図－4 衝撃加振力を加えた時の質点１の変位応答 
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(1)２自由度系構造物モデルと計算条件 

２自由度系構造物モデルの諸量は，質量m1=m2=9.8kN 

(1.0tf)，剛性 k1=k2=39474(N/m)，減衰定数h1=h2=0.005，系

の左部の固有振動数は f1=1.0Hzである．系の右部の固有

振動数 f2は，rの値を f2=1.10Hz, 1.06Hz, 1.02Hzとなるよ

うに変化させ，それぞれCase1，Case2，Case3とする．

また外力には，最大加振力98N(0.01tf)，作用時間0.5sec

の衝撃加振力を作用させた．時間刻みをΔ=0.01sec，解析

時間をT=80secとし，離散線形システムの時間応答をシ

ミュレーションするMATLABの関数 lsimを用いて状態

方程式を解析した．図－2に作用外力，図－3に各ケー

スの周波数応答を示す． 

(2) 応答解析結果 

図－4 に衝撃加振力を加えた時の各ケースにおける質

点１の変位応答を示す．各ケースともうなりの発生が明

確に表れており，加振後うなりを伴いながら減衰してい

く様子が確認できる．図よりうなりの発生間隔は，Case1

で約10sec，Case2で約15sec，Case3で40~50secであり，

各ケースの振動数 f1と f2の差である0.1Hz, 0.06Hz, 0.02Hz

とほぼ同じ間隔となった．  

 
3.3 振動特性推定結果 

(1) 推定条件 

得られた応答波形より，ERA法を用いて振動特性の推

定を行った．推定には速度応答を用い，3secのデータを

一区分として計 20 回の推定を行った．また，解析対象

は質点1，2の多点観測とし，時間刻みはΔ=0.01secの場

合について解析を行った．よって推定条件は，観測点

数：2（質点1，2），時間刻み：0.01sec，一回の計算に使

用するデータ長：3sec，Hankel 行列の行数：50，計算回

数：20回である．以下に，各ケースの振動特性推定結果

を示す． 

(2) Case1 

図－5 にCase1 における振動数推定結果を示す．推定

結果を見ると，計算回数２回目以降の結果は，振動数お

よび減衰定数とも極めて高い精度で推定が行えており，

ばらつきはほぼ見られない結果となった．また，図中の

平均値は１回目の推定結果を除いて計算したものであ

るが，それぞれの平均値も設定値と完全に一致する結果

となった．従って，自由振動の波形からは構造物の振動

特性を高い精度で推定できるといえる．１回目の推定結

果にばらつきが見られるのは，衝撃加振力による影響が

応答に含まれているためと考えられる． 

(3) Case2  

図－6 に Case2 における振動数推定結果を示す．振動

数および減衰定数はCase1と同様に，１回目の推定結果

以外は非常に高い精度で行えており，ばらつきはほぼ確

認できない．また，各結果の平均値も設定値と完全に一

致する結果となった． 

(4) Case3 

図－7 に Case3 における振動数推定結果を示す．振動

数および減衰定数の推定結果は，他ケースと同様に高精

度な結果が得られ，平均値も設定値と同じ値となった．

従って，衝撃加振力が作用した場合は振動数の近接幅が

小さい場合でも，精度良く推定が行えることを確認した． 

(5) 推定結果の評価 

Case1~3 の推定結果の平均値と変動係数を表－1 に示

す．推定振動数の平均値は設定値と一致し，変動係数は

いずれの結果も0 %となった．また，減衰定数の推定結

果も振動数と同様に平均値は設定値と一致し，変動係数

も極めて小さな値となった．衝撃加振力が作用する場合

に良好な精度が得られたのは，状態方程式にノイズを考

慮した項がないことと，衝撃加振後は設定した減衰定数

で減衰することが考えられる． 



  

     

(a)振動数           (a)振動数             (a)振動数 

     
(b)減衰定数          (b)減衰定数          (b)減衰定数 

図－5 振動特性推定結果   図－6 振動特性推定結果    図－7 振動特性推定結果 

（Case1，f2=1.10Hz）     （Case2，f2=1.06Hz）      （Case3，f2=1.02Hz） 

 

表－1 振動特性推定結果の平均値と変動係数 
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固有振動数 固有振動数 減衰定数
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平均値
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(%)
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(%)

平均値
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(%)

Case 1

0.01 1.00

1.00 0.00 1.10 1.10 0.00

0.005

0.005 0.00 0.005 0.00

Case 2 1.00 0.00 1.06 1.06 0.00 0.005 0.01 0.005 0.01

Case 3 1.00 0.00 1.02 1.02 0.00 0.005 0.00 0.005 0.00

 

 
図－8 作用外力 
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近接した固有振動数を有する構造モデルに対し，衝撃

加振力が作用した場合の応答解析を行った．さらに，得

られた解析結果より振動特性の推定を行った結果，近接

幅の小さいケースでも高精度な推定を行うことができ

た．以上より，実現理論を用いた手法は，近接固有値を

有する構造物に衝撃加振力が作用する場合の振動特性

推定に有効であることを確認した． 

 
4. 常時微動シミュレーションと振動特性推定 

 

4.1 計算の手順 

衝撃加振力が作用する場合と同様に，図－1 に示す２

自由度系モデルに常時微動外力が作用した場合の応答

計算を行い，得られた応答から振動特性の推定を行う． 

本研究では，常時微動外力に時系列データ間に相関の

ない白色雑音を用いている．そのため，状態方程式の外

力の項にノイズによる影響が含まれ，推定結果にばらつ

きが生じると予想される．また，計算モデルのうなりは

比較的長い周期で発生すると考えられる．そこで，推定

の際に比較的長い常時微動データを取り出し，取り出し

た波形の自己相関関数の計算を行い，Hankel行列を作成

する手順で振動特性推定を行う．自己相関関数を計算す

ることで，ノイズの影響を受けにくくし，推定精度の向

上を図ることができる．  

構造モデルの諸元は衝撃加振力の場合と同じ値を用

い，質点２の固有振動数も衝撃加振力の場合と同じ

f2=1.10Hz, 1.06Hz, 1.02Hzとした（Case1~3）．また，常時

微動外力には最大加振力 392N(0.04tf)程度の白色雑音を

作用させた．ここでは，加振力を，３章の解析結果（変

位）と同等とするため，392N に変更した．衝撃加振力

が作用する場合と比べてより長時間のデータが必要さ

れることを想定し，解析時間を T=2000sec，時間刻みを

Δ=0.001sec として解析を行った．なお，解析手法には，

衝撃加振力の場合と同様の手法を用いた．図－8 に作用

外力を示す． 



  

   

 

Case1(f2=1.10Hz)       Case2 (f2=1.06Hz)       Case3(f2=1.02Hz) 

図－9 変位応答（質点１，Δ=0.001sec）（上段：変位応答／下段：自己相関関数） 

 

      
(a)振動数             (a)振動数             (a)振動数 

                

(b)ヒストグラム         (b)ヒストグラム         (b)ヒストグラム   

       

(c)減衰定数          (c)減衰定数          (c)減衰定数 

図－10 振動特性推定結果   図－11 振動特性推定結果   図－12 振動特性推定結果 

（Case1，f2=1.10Hz）     （Case2，f2=1.06Hz）     （Case3，f2=1.02Hz） 
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4.2 応答解析結果 

図－9にΔ=0.001secの場合の質点１の変位応答，およ

び自己相関関数を示す．応答波形にはノイズの影響が見

られるが，計算した自己相関関数からうなりの発生を確

認することができる． 

 

4.3 振動特性推定結果 

(1) 推定条件 

得られた応答波形より，ERA法を用いて振動特性の推

定を行った．推定には，速度応答を用い，40sec のデー

タを一区分として計 50 回の推定を行った．また，解析

対象は質点 1，2 の多点観測としてそれぞれ解析を行っ

た．よって推定条件は，観測点の数：2点（質点1，2），

時間刻み：0.001sec，一回の計算に使用するデータ長：

40sec，Hankel行列の行数：100，計算回数：50回である． 



  

表－2 推定結果の平均値と変動定数 

Case
時間刻

み
Δ (sec)

固有振動数 固有振動数 減衰定数
減衰定数

（1次）
減衰定数

（2次）

設定値
(Hz)

平均値
(Hz)

変動
係数
(%)

設定値
(Hz)

平均値
(Hz)

変動
係数
(%)

設定値 平均値
変動
係数
(%)

平均値
変動
係数
(%)

Case 1

0.001 1.000

1.004 0.87 1.10 1.009 0.97

0.005

0.008 18.7 0.011 30.0

Case 2 1.002 0.67 1.06 1.060 0.78 0.007 25.6 0.011 39.4

Case 3 1.000 0.79 1.02 1.022 0.57 0.006 40.5 0.006 60.7

(2) Case1  

図－10にCase1における振動特性推定結果を示す．推

定の結果，振動数は 1.1Hz と 1.0Hz 付近に集中したが，

衝撃加振力の場合と比べてばらつきが大きく，平均値も

設定値と完全に一致しない結果となった．振動数推定結

果のヒストグラムの分布が固有振動数の位置に集中し

ていることがわかる．減衰定数の結果については推定で

きているが，設定値である h=0.005 よりも高い値となっ

た．これは，常時微動外力が作用する場合には連続的に

荷重が作用し，衝撃加振力の場合のように自由減衰とな

らないためだと考えられる． 

(3) Case2  

図－11にCase2における振動特性推定結果を示す．推

定振動数は，Case1 と同様にばらつきの小さい結果とな

った．また，ヒストグラムの分布についても，固有振動

数の位置に集中していることがわかる．減衰定数推定結

果に関しては，Case1 と同様に値は得られているが，い

ずれも設定値と比較して大きな値となった． 

 (4) Case3  

図－12にCase3における振動特性推定結果を示す．推

定振動数は，ばらつきも小さく，平均値も設定値と非常

に近い結果が得られた．減衰定数に関しては他ケース同

様に振動数と比較してばらつきが大きく，また，設定値

から大きく外れる結果となった． 

(5) 推定結果の評価 

近接固有値を有する構造モデルに，常時微動外力が作

用した場合について応答計算を行い，速度応答から振動

特性の推定を行った．常時微動外力によるノイズの除去

および，長い周期で発生すると予想されるうなりを捉え

るため，比較的長時間の常時微動データを取り出し，取

り出したデータの自己相関関数から振動特性の推定を

行った．Case1 ~ 3の推定結果の平均値と変動係数を表－

2 に示す．推定結果より，衝撃加振の場合と比較してば

らつきが見られたが，固有値の近接幅が小さい場合でも

概ね良好な推定結果が得られた．従って，近接固有値を

有する構造モデルの振動数推定には，実現理論を用いる

手法が有効であることを確認した．減衰定数の推定につ

いては設定値に近い値が得られず，変動係数も非常に大

きな値となった．常時微動を用いて振動特性を推定する

場合，計算に使用するデータ長が長くなるため，計算に

要する時間も長くなる傾向にある．計算手法の改善も含

めた検討が必要と考えるが，これについては今後の課題

とする． 
 

5. 吊床版橋の衝撃加振実験による振動特性推定 

 

5.1 吊床版橋の衝撃加振実験 

本手法の有効性を検証するために，近接固有値を有す

る実橋梁３橋の振動特性推定を行った．対象橋梁の形式

はいずれも吊床版橋であり，梶川らによって実施された

人力加振による衝撃加振実験 1,29)で得られた速度応答を

本解析に用いた．  
 

5.2 対象橋梁と衝撃加振実験 

計測対象は既存の吊床版橋３橋である．それぞれA橋，

B 橋，C 橋とし，表－3 に各橋梁の諸元を示す．本解析

で用いた速度データは，各吊床版橋の1/4L地点で人力加

振して得られたものである．表－4 に各橋梁における加

振実験の条件，図－13に速度計の設置位置と支間中央に

おける速度応答波形を示す．支間長はC橋のみ比較的長

いが，各吊床版橋の構造はほぼ同様であり，本論文で対

象とする振動次数までのモード形状はいずれも同様で

あった 29)．実験で求められた各橋の振動特性の詳細は，

文献29)を参照されたい． 

表－3 各吊床版橋の諸元 

A橋 B橋 C橋
橋長 m 88.0 85.0 137.0
支間長 m 78.0 76.5 123.0
サグ比 1/34.7 1/34.8 1/30.0
有効幅員 m 1.50 1.50 1.50  

表－4 加振実験の条件 

A橋 B橋 C橋
加振位置 m 19.50 19.12 30.75
センサー数 点 5 10 10
サンプリング周波数 Hz 100 100 40
計測時間 sec 80.0 78.0 50.0

表－5 推定条件 
A橋 B橋 C橋

観測点の数　　　　      　点 5 10 10

時間刻み　　　　　      　sec 0.01 0.01 0.025

計算に使用するデータ長　　sec 4 4 4

Hankel行列の行数 50 50 50

計算回数　　　　　　　　　回 20 18 11



  

 

 

(a) A橋の速度計設置箇所と速度応答（3ch） 

 

 

 

(b) B橋の速度計設置箇所と速度応答（5ch） 

 

 

 

(c) C橋の速度計設置箇所と速度応答（5ch） 

図－13 速度計設置位置 
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5.3 吊床版梁の振動特性推定 

衝撃加振実験で得られた速度応答を用いて ERA 法に

より振動特性の推定を行った．推定条件を表－5に示す．

各ケースの振動特性推定結果を以下に記す． 

 

(1) A橋の振動特性推定結果 

①振動数 

A橋における振動数の推定結果を図－14に示す．最初

の衝撃加振時および，後半部分以外は，0.9，1.2，1.9，

2.1，2.9，3.5，3.6，4.8Hz 付近の固有振動数の存在を確

認できる．このように，実現理論を適用した結果，比較

的近接した固有値を有する構造物の固有振動数を推定

できることを確認している．後半部分については，減衰

により明確な振動数を推定することができていない．ま

た，5.0Hz 以上の振動数に関しては非常にばらつきが大

きく，明確な振動数を推定ができていない．表-6中に示

す平均値，標準偏差および変動係数は，得られた推定結

果に対し統計処理を施した値である．２次を除く低次振

動においては変動係数が低いことから高精度な推定が

行われていることが確認できる．それに対して高次振動

においては，変動係数が若干大きくなり，推定精度が低

下することが確認された． 
②減衰定数 

１次から５次までの減衰定数の推定結果を図－15 に

示す．減衰定数の推定結果は，固有振動数の場合と比較

して，ばらつく傾向にあることが確認できる．推定結果

の平均値，標準偏差および変動係数を表したものが表－

7である．全体的に変動係数は振動数の場合と比較して，

大きな値となっている．一方で，減衰定数の変動係数は，

高次になるに従って小さくなることが確認できる．ただ

し，各次数の標準偏差において，有意な差は認められな

い．よってその理由は，減衰定数自体が高次になるに従

って大きくなることによる，見掛け上の効果と考えられ

る．  

③振動モード 

１次から５次までの振動モード推定結果を図－16 に

示す．５次の振動モードについてはセンサの設置箇所が

少ないため３次と同じ振動モードとなっているが，これ

はねじれによる影響と考えられる． 

(2) B橋の振動特性推定結果 

①振動数 

 B橋における振動数の推定結果を図－17に示す．最初

の衝撃加振時および後半部分において推定結果にばら

つきが生じているが，1.0，1.2，1.9，2.4，3.1，3.2，4.2，

5.4Hz 付近に固有振動数が存在することが同図より見て

とれる．また， 6.0Hz以上の高次振動に関しては，明確

な振動数推定ができていないことがわかる．表－8 は，

推定結果の平均値と標準偏差および変動係数を示した

ものである．振動次数が高くなるにつれ，推定結果の変

動係数が大きくなる（振動数推定精度が低くなる）傾向

にあるといえる．以上のように，B橋に対する振動数推

定結果は，橋梁諸元が類似するA橋の場合と同様となっ

た． 

②減衰定数 

図－18 に１次から５次までの減衰定数の推定結果を

示す．表－9 は，推定結果の平均値と標準偏差および変

動係数を示したものである．推定結果の変動係数は，全

体的に振動数の場合と比較して大きいことがわかる．ま

た振動次数が高くなるに従い，変動係数は小さくなる傾

向にあることが確認できるが，各次数の標準偏差間には

有意な差が認められないことから， A橋の場合と同様，

減衰定数自体が次数とともに大きくなることによる，見

掛け上の効果と考えられる． 



  

図－14 振動数推定結果（A橋） 

 

図－15 減衰定数推定結果（A橋） 

図－17 振動数推定結果（B橋） 

 

図－18 減衰定数推定結果（B橋） 
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表－6 振動数推定精度の評価（A橋） 

 

表－7 減衰定数推定精度の評価（A橋） 

 

 
図－16 振動モード推定結果（A橋） 

 

 

表－8 振動数推定精度の評価（B橋） 

 

表－9 減衰定数推定精度の評価（B橋） 

 
 

図－19 振動モード推定結果（B橋） 

 
平均値 標準偏差 変動係数

Hz Hz %
１次 0.928 0.009 0.99
２次 1.345 0.146 10.8
３次 1.892 0.070 3.7
４次 2.207 0.212 9.6
５次 2.993 0.326 10.9
６次 3.901 0.904 23.2
７次 4.522 1.165 25.8

次数

変動係数
%

１次 0.0004 0.0004 100.0
２次 0.0013 0.0010 76.9
３次 0.0022 0.0008 36.4
４次 0.0029 0.0008 27.6
５次 0.0037 0.0006 16.2

次数 平均値 標準偏差
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平均値 標準偏差 変動係数

Hz Hz %
１次 1.012 0.017 1.65
２次 1.402 0.254 18.1
３次 1.967 0.250 12.7
４次 2.641 0.891 33.7
５次 3.343 1.032 30.9
６次 3.925 1.172 29.8
７次 5.123 2.075 40.5

次数

変動係数
%

１次 0.0004 0.0002 50.0
２次 0.0009 0.0010 111.1
３次 0.0013 0.0011 84.6
４次 0.0021 0.0011 52.4
５次 0.0029 0.0012 41.4

次数 平均値 標準偏差
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図－20 振動数推定結果（C橋） 

 

図－21 減衰定数推定結果（C橋） 
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表－10 振動数推定精度の評価 

 

 

表－11 減衰定数推定精度の評価 

 

 

 

図－22 振動モード推定結果（C橋） 

平均値 標準偏差 変動係数
Hz Hz %

１次 0.713 0.126 17.7
２次 1.114 0.205 18.4
３次 1.334 0.083 6.22
４次 1.664 0.225 13.5
５次 2.078 0.215 10.3
６次 2.518 0.555 22.0
７次 2.966 0.681 23.0

次数

変動係数
%

１次 0.0013 0.0010 76.9
２次 0.0027 0.0014 51.9
３次 0.0037 0.0016 43.2
４次 0.0042 0.0019 45.2
５次 0.0052 0.0015 28.8

次数 平均値 標準偏差
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③振動モード 

図－19 に１次から５次までの振動モードの推定結果

を示す．４次および５次の振動モードについては，下流

側の 1/4 地点および 3/4 地点にセンサを設置していない

ため，たわみモードとねじれモードの区別が困難となっ

ていることがわかる． 

(3) C橋の振動特性推定結果 

①振動数 

 図－20 に C 橋における振動数の推定結果を示す．A，

B橋と異なり，最初の衝撃加振時および後半部分におい

て推定結果にばらつきが確認されておらず，全体的に0.7，

0.9，1.2，1.3，1.8，2.3，2.8，3.4，4.0，4.7，5.6Hz 付近

に固有振動数が明確に表れている．ばらつきが見られな

い理由は，振動計測時のサンプリング周波数が 40Hz と

他の２橋に比べて小さかったことが原因と考えられる．

つまりサンプリングが荒くなったことにより，橋梁振動

の高次成分が除去され，外力および減衰による影響が薄

れた結果，衝撃加振および橋梁の減衰による推定結果の

ばらつきが見られなかったものと推察できる．表－10は，

推定結果の平均値と標準偏差および変動係数を示した

ものであるが，A，B 橋の場合と同様，高次の振動数ほ

ど変動係数が大きくなる結果となった． 

②減衰定数 

１次から５次までの減衰定数の推定結果を図－21 に

示す．また推定結果の平均値と標準偏差および変動係数

を表－11 に示す．A，B 橋と同様，推定結果の変動係数

は，全体的に振動数の場合と比較して大きく，また振動

次数が高くなるに従い，変動係数は小さくなる傾向にあ

ることが確認できる． 

③振動モード 

図－22 に１次から５次までの振動モード推定結果を

示す．B橋と同様に，４次と５次の振動モードについて

は，センサの設置箇所が少ないため，たわみモードとね

じれモードの区別が困難となっている． 

 (4) 推定結果の評価 

近接固有値を有する構造物として吊床版橋３橋を取

り上げ，計測した速度応答から振動特性の推定を行った．

振動数の推定結果については，いずれの橋梁においても

低次の振動数において卓越した振動数を確認すること

ができたが，高次の振動数についてはばらつきが大きく，

明確な振動数を得られなかった．減衰定数の推定結果に

ついては，振動数の推定結果と比較してばらつきが大き

く，変動係数も大きくなる結果となった．   



  

表－12 振動数推定精度の評価 

 

次数

固有振動数(Hz) 減衰定数

実現理論
モード
解析法

相対差
（%）

実現理論
モード
解析法

相対差
（%）

A橋
1次 0.928 0.917 -1.19 0.0004 0.0071 1675

3次 1.892 1.870 -1.16 0.0022 0.0071 222.7

B橋
1次 1.012 0.997 -1.48 0.0004 0.0095 2275

3次 1.967 1.826 -7.17 0.0013 0.0085 553.8

C橋
1次 0.713 0.619 -13.18 0.0013 0.0023 76.9

3次 1.334 1.261 -5.47 0.0037 0.0060 62.2

(5) モード解析法による解析結果との比較 

実現理論による振動特性推定結果を，モード解析法に

よる解析により過去に推定 11）した結果と比較したもの

を表－12に示す．モード解析法については【付録B】に

示した．両手法の推定差εは以下の式により評価した． 

ε 100	 %                 (24) 

ここに，αはモード解析法の推定値，βは実現理論に

よる推定値である． 
振動数では，実現理論による推定結果は，モード解析

法で求めた値より若干高い値を示す結果となったが，差

は数%内にあり，全般的に良い一致が見られる．これに

対し，減衰定数は実現理論で求められた値は，モード解

析法より低く評価され，その差もかなり大きくなる結果

となった．このように実現理論は減衰定数の推定精度に

ついて課題を残す結果となっている． 

モード解析法の手法では，曲線適合によりパラメータ

推定を行っているので，推定結果は目視でも判断できる． 

しかし，非線形最小二乗法を使うために，初期値の設定

が必要になる．また，多自由度系の推定は，誤差の集積

などにより，実際には困難な場合が多い． 

 これに対して，実現理論による推定法は，代数演算と

特異値分解により構成されているので，初期値の設定が

必要なく，さらに，高次振動特性を容易に推定すること

が可能である．本論文では，近接固有値を有する構造物

の振動特性推定に，実現理論を適用できることを確認し

た．しかし，高次の振動数においてばらつきが大きく，

良好な推定結果が得られなかったため，今後においては

高周波領域における推定精度向上のための工夫 26)や，計

算時間の削減のための方策等について検討する必要が

あると考える． 
 

6. まとめ 

本論文で得られた結果をまとめると以下のようにな

る． 

(1) 近接固有値を推定するために実現理論による振動

特性推定法を適用した．推定精度を評価するために２自

由度系の自由振動に本手法を適用した．その結果，振動

数と減衰定数の推定において精度の高い推定が可能で

ることが確認できた． 

(2)２自由度系の常時微動シミュレーションに実現理論

の手法を適用した．推定を数回繰り返し，変動のある推

定値の平均をとることにより，精度の高い推定が可能で

あることが確認できた． 

(3)実現理論による振動特性推定法を，振動数が近接する

振動特性を有する吊床版橋の衝撃加振動計測結果に適

用した．各吊床版橋における振動数の推定結果は，いず

れの橋梁においても低次の振動数を精度良く推定する

ことができた．しかし，高次の振動数については推定結

果のばらつきが大きくなることが確認できた．減衰定数

の推定結果は，いずれの橋梁においても振動数と比較し

て変動係数が大きくなる結果となった． 

(4)実現理論では振動モードについても容易に推定が可

能であることを確認した．  

(5)吊床版橋３橋の振動推定法について，モード解析法と

実現理論による方法の比較を行った．振動数については

実現理論とモード解析法は同程度の推定が得られた．し

かし，減衰定数については，実現理論の推定は，かなり

小さい値となった． 

(6)モード解析法に比べて実現理論法は，初期値の設定が

必要なく，また高次振動の推定が可能な利点がある．さ

らに，常時微動による振動特性推定では，自動的な推定

が可能であるので，推定値の統計的処理が可能になる．  

 以上に示したとおり，近接固有値を有する構造物の振

動特性に，実現理論による振動特性推定手法が有効であ

ることを確認した．しかし，高次の振動数においてばら

つきが確認されたため，高次の振動数の推定精度を向上

させるための工夫が必要である． 

  



  

付録 

【付録A】 

状態行列Aからの固有振動数と減衰定数の推定19,24～26) 

状態行列 A から，共役な対となる異なる複素固有値

),,,( 221 n  が得られる． をAの固有値の対角行列，

ψ を固有ベクトルとする． 


















n2

1





0

0

Γ 
           (A-1) 

		 	⋯ 	            (A-2) 

式(2)の係数行列	 		 		 はそれぞれ 					 					 に

変換される．状態行列Aから2n個の固有値特 k が得られるが，

この固有値は複素数となる． 

  k
I

k
Rk iXX             (A-3) 

離散系と連続系の固有値の関係は 

λ 1 Δ      (A-4) 

で表され，離散系の固有値から連続系の固有値が得られる． 

log     (A-5)                            

1     (A-6)                            

また観測点の振動モードは より求めることができる． 

 

【付録B】 

モード解析法による振動特性推定9～11) 

(1)２自由度系の時間応答関数と周波数応答関数 

 式(1)の固有値解析を行うと振動モードが得られる．振動モ

ード ∈ より構成される振動モード行列を 

 		 		⋯	    (B-1) 

で定義する．なお， ∈ である．さらに振動モードを 

 ΦTmΦ I (B -2) 

となるように基準化する．この を用いると，c,kは， 

 ΦTcΦ 2  ,       (B-3) 

のように対角化できる．ここに と は，それぞれk次の固有

円振動数と減衰定数である． 

p点に荷重が作用した場合のl点の変位応答関数	y は，次

式で与えられる． 

)()()(
2

1

k
lpdk

k
kk

k
pp tsinthexpAty  




  (B-4) 

ここで，l = 1, 2，p = 1, 2である．また は減衰固有円振動

数	 1 ， である．ここに

はk次振動モードの l点の値である．なお， は曲線適合の誤

差を吸収させるパラメータである．p 点に荷重が作用した場合

のl点の変位の応答周波数伝達関数は，

 

∑  (B-5) 

で与えられる．なお，R l pとI l p 
は曲線適合誤差を吸収させるパ

ラメータである． 
(2) 曲線適合による振動特性推定 

 時間領域における構造同定では，２自由度系で表された式(B 

-4)が目的関数となる．ここで，求めるものは，次式で与えられ

る8個のパラメータである．  

   Tk
k
pkkk

k
pkk AhAh 1

1
11 


    

 (B -6) 

 うなりを伴う実測データ 1,⋯ , が N 個得られ

たとする．ここにkは時刻みΔで離散化したサンプリング時間

である．実測データと式(B-4)の二乗誤差 ε が最小になるよう

に，非線形最小二乗法により曲線適合させる． 





N

k
p

t
lp kyky

1

2
),()(ˆ α       (B -7) 

ここで， , は推定パラメータαを有する目的関数(B-4)

である．次に周波数領域の推定法を述べる．２自由度系で表さ

れた式(B -5)が推定関数となる．ここで，求めるものは，次式で

与えられる8個のパラメータである． 

  Tlplpk
k
pk

k
pkk IRhBBh 1

1
1 


     (B -8) 

p点に加えた衝撃力とl点の実測の変位応答をFFTでフーリエ

変換して，周波数伝達関数 0,⋯ , 1  が得ら

れる．ここにsは周波数刻み L/2  で離散化したサンプ

リング円周波数である．ここに，Lは測定時間 (L = NT )である．

実測データと式(B-5)の二乗誤差 ε が最小になるように，非線

形最小二乗法により曲線適合させる. 










 

1

0

2
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~M

s
plplp sGsG α


     

(B -9) 

ここでG , は，推定パラメータαを有する推定式(B-6)であ

る． 
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