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渦電流場の三次元有限要素計算法と

磁束収束装置基礎モデルの磁界解析
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正 員 山 田 外 史(金 沢大)

正 員 別 所 一 夫(金 沢大)

1.ま え が き

渦電流場 の磁界解析 は電気機械 中に発生する損失 の

推定やこれを減少 させ るための機器設計の面,更 に渦

電流を利用 した非破壊検査機器の設計分野において重

要である。渦電流場の磁界解析は,従 来,主 として二

次元または軸対称 モ デ ル に擬 して有限要素法,差 分

法,積 分方程式な どを使用 して行われて きた。しか し,

渦電流は経路が複雑で,し か も有限領域 内を循環する

ものであるという理由 か ら.そ の正確な把握のために

は特殊な場合を除 いて三次元解析が必要である。特に

近年,金 沢大学で昭和56年 か ら行われている渦電流を

積極的に利用 した磁束収束装置(1)の解析 には,全 体 領

域 の傾向を把握す るために三次元解析が必要で ある。

二次元問題と して既に多数 の解析が行 わ れ て(2)-(4),

それぞれ部分的な解明はなされてきたが,な お全体場

の実験値 との比較 の段階に な ると三次元解析が必要に

なって くる。

有限要素 法を利用 した三次元解析と して は,ベ ク ト

ル ポテ ンシャルおよび スカラーポテ ンシャルを未 知数

とした三次元磁界解析がChari氏(5)やSalo駐 氏(6)ら

によ り試 みられて きた。 また,薄 板内の渦電流分布 の

求め方 に限 っては,渦 電流が導体表面に集中 している

とする仮定 によ り,導 体表面のみの解析 に置換 して二

次元計算 とす る巧妙な方法 もあるσ)。しか し,厚 みの

ある導体 内に渦電流が流れ るよ うな一般的な場の解析

法 として は,前 者のほ うが一般的であろう。

Chari氏,Salon氏 と も,漏 電流場の定式化を示 し

て いるが,実 際問題 としてはChari氏 は静磁界の問題

だ けを扱 っており,Salon氏 はその膨大 なシステムマ

トリックスのゆえに極 めて小 さなモデルにつ いて しか

適用を行 って いない。渦電流 問題を扱 う三次元 有限要

素法の第一 の問題点は,領 域の三次元分割 および一節

点につきベク トル ポテ ンシャルの3軸 成分 と,ス カラ

ーポテ ンシャルか らなる4個 の来知数を扱 うことによ

って必然的に発生す る大 規模 な システムマ トリックス

をいかに処理 す る か で あ る。派生的な問題 として現

在,種 々論 じられているスカラーポテ ンシャルの意味

付 けを明確 にす る必要があると思われる。

本論文 は,こ の三次元 システムマトリ ックスを限 ら

れたメモ リーで計算する一手法を提起 す る もの で あ

る。方法 は全 システム方程式を四群に分割 し,こ の四

群の間で反復計算を行 うことによ り最鰹的な磁束密度

分布,渦 電流分布 およびスカラーポテ ンシャル分布を

求めよ うとするものである。三次元 システムマ トリッ

クスの計算には,一 般 にICCG法 が適応性があると

いわれている(5)(9)(10)が,本論文 に お い ては四群に分

割 した複 素係数 システムマ トリックスを,そ れぞれ直

接法であるガウスの消去法により計算 して高速化を図

り,全 体 の整合を反復法により行 う方法をとる。

スカ ラーポテ ンシャルにつ いては実際の分布を求め

て論 じるの も一方法であ り,こ の観点よ り検討を行 っ

た。

2.磁 界 解 析 方 程 式 お よび 連 立 反 復 法

＜2・1＞磁界解析方程式 交流励磁場 で,か っ変

位電流が無視 で き る 準定常電流界 の 場合 のマクスウ

ェルの電磁界方程式は次式 で 表 さ れ る。 ここで,〓

は強制電流密度,〓 は渦電流密度,〓 は 渦電流 を

流すための電界の強さで ある。また,す べて の変数は
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渦電流場の三次元有限要素計算法

角周波数 ω で正弦的 に変化する ものとす る。

（三)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(2),(7)式 を組合 せ,次 の(8)式 を 得 る。

(8)

こ こで,φ が いわゆ る スカ ラ ー ぷ テ ン シャル で あ り,

rot(gradφ)=0に起 因 し,軸 対 称 以 外 の モ デ ル の 渦

電 流 問 題 に 必要 に な って くる。

また,渦電 流 密 度〓 は(6),(8)式 よ り

(9)

更 に,(9)式 を(1)式 に代 入 して

(l0)

更 に,導 体中では渦電流 のわ き出しがないという条

件より(11)式,ま た空間中で は電荷の分布はないとして

(12)式が得 られる。

(11)

(12)

(10)～(12)式 が 蓋 および φを求め るため憩三次元磁

界解析方程武 となる。 ここで,(11),(12)式 は そ れ ぞ

れ導体中 および空 間中で威立すべ き物理条 件であり,

全体方程式 にま とめる ことにより領域全体のベク トル

ポテ ンシャルAと スカ ラーポテ ンシャル φを関係づ

けるもの にな る。 しか し,更 に真空中 の誘電率と導体

導電率 の比 ε0/σが導体 と して鋼 また は鉄を対象 とす

る とき10-19の オーダ となることを考慮すると,実 際

には(10),(11)式 が事実上 の三次元磁界解析方程式 と

なる。

三次元磁界解析を始め るに際 しては,通 常ゲー ジ条

件を明確 に してか ら行 う。 これ ま で の 解析例 をみる

と,大 部分は クーロ ンゲ ージの付 帯条件下で解かれ,

まれに ロー レンツゲ ージを使用 した例 もあ る(8)。本

来,ゲ ー ジは電 磁界解析 にお いて不定さを除 くと周時

に式の取 扱いを簡単 にす るた めの ものであるが,原 方

程 式を元のま ま解 くことが可能であれば,ゲ ージ条件

は設定 しな くて もよい。輿際 この ような解析法を とる

もの もある(5)。本論文で も二つの解析方程式(10)お よ

び(11)式 をゲー ジ条件 を仮定せず に扱 う方法 をとる。

まず,(11)式 より

(13)

これを(10)式に 代入 してから,(10)式 をX,Y,Z各

軸成分 に分解する。Aお よび〓 の各軸成分をそれぞ

れ〓,〓,〓 および〓,〓,〓 とすれば,(10),

(11)式 は以下の四つの方程式群 となる。

(14)

(15)

(17)

<2・2>ガ ラーキ ン法に よ る定式 化(14)～(17)

式 にガ ラーキ ン法を適用す る。重み関数には補間関数

Niを 使 用 す る。 各軸成分の方程式(14)～(16)の 代

表 と して,例 えば(14)式 を考え,こ れを積分形で表す

と

(18)

(18)式 の左辺第1環 はNiを スカ ラー,Rを ベク トル

とした場合の次のベ クトル公式

(19)

とガウ スの定理を使用す ることにより,次 の(20)式 の

ように変形され る。

(20)

(20)式 の右辺第1項 は全領域Vを 囲む3上 で の

Ni(∂A〓/∂n)の 積分であるので,自 然境界条件または

固定境界条件が成立す る場合いずれ も0と なる(11)。

また,(18)式 の 右辺 第3項 に つ い て は積 分 項 が

∂/∂〓(〓2φ)であり,こ れは φを霊次以上の補間 関数で
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表現 した場合に限 り現れ る項 で,二 次以下の補聞関数

で表現 した場合は零 となる。 この場合 は(13)式 を考え

合せ,ク ーロンゲージの成立 して.いる場を考 えて いる

ことと同等 になる。

結局,(14)武 は二次以下の補間関数を もつ立体要素

を使用 した場合 は,次 の(21)式 のよ うになる。また,

ほかのY軸 およびZ軸 成分 に対する式 も同様に変形

される。

(21)

一方
,(17)式 について も補間関数Niを 重 み関数 と

して同様な変換を行 うと

(22)

第1項 は領域か ら外へ流 出する渦電流の総和 と考 えら

れ,定 常状態において δと考 え られ るので,結 局次の

(23)式のように変形される。

.(23)

結局,(21)式 および(23)式 に被解析 モデルに適 当な

立体要素 の補間関数を代入 して,一 要素あたりの未知

数間の関係式を求め,こ れを金領域 にわたって総合す

ることにより,有 限要素法による定式化が完了す る。

〈2・3>一 次三角 プ リズムを用いたときの定式化

層状 モデルの場合,領 域底面 に垂直に立てた三角柱

によ り三次元領域 を分割できる。 この三角プ リズムを

立体要素 とした場舎の分割は,特 別なメ ッシュジェネ

レータを もたな くて もプ ログ ラム上で容易にで きる。

また,定 式化時 の積分計算 も二次元三角要素の面 積積

分公式が利用できる。反面,層 状モデル以外 に対 して

はモデル適舎性 が悪 く,四 面体要素 と組合せねばな ら

ない。

図1の よ うなX-Y平面 に垂直で一次補間 関数を使

用 した三角プ リズムを用いて,(21)式 および(23)式 を

計算 してみる。

まず,ベ ク トルポテ ンシャルおよびスカ ラーポテ ン

シャルを次式のように表す。

(24)

(25)

図13角 プ リズ ム

Fig.1.Prism element.

こ こで,

(26)

(27)

(21)式および(23)式 に代入後,ま とめて次の(28),

(29)式を得 る。以 下において,〓 お よ びlは 三角プ

リズムの断面積および高さで ある。

(28)

(29)

ただ し,各 係数 は以下 のとお りで ある。また δi,jはク

ロネ ッカーのデルタであ り,iお よびjは そ れ ぞ れ

1,2,3と 変化する。

798 T.IEEJapan,Vol.107-D,No.6,'87



渦電流場の三次元有限要素計算法

(a)全 体 システムマ トリックス

(b)パ ンド幅を最適化した場合

3.反 復 計 算 法 に よ る シス テ ム方 程 式 の解 蔵

複素係数連 立方程式(14)～(17)式 を離散牝 して,一

つ の全体 システムマ トリックスで計鐘する場合 には,

(i)1節 点4変 数 によるマ トリックスの膨大 さ

(ii)φ の項 により バ ン ド幅が フルマ トリックスの

それに近 くな る

などの問題が ある。

この場合,全 節点数を 泥,未 知数が一つの場合 の

バ ンド幅をMと 仮定 して,全 体 システムマ トリック

スの構 造は図2(a)の ように,い わゆる対称 へ り付き

バ ン ドマ トリックスになる。バ ンド幅は3N+Mで

ほぼ4Nに 近 い。 このマ トリックスバ ン ド福を最小

化するために,変 数列マ トリックスを今 までの

(c)連 立反復法の場合

か ら次のよ うに

と並べ変えて 作成 す る と,マ トリックス構造 は 図2

(b)の ようにな り,バ ン ド幅は4Mに 減少する。 こ

の場合 のバ ンドマ トリックスの容量は16NMと する

ことができる。本論文で提唱する方法 のマ トリックス

構造 は図2(c)の よ うになり.見 掛け 上Ax,Ay,Ar,

φ〓を変数分離 しだ形 になって,そ れぞれ別個 に解 くこ

とができ る。各群 の システムマ トリックスはバ ンド幅

Mとな り,バ ン ドマ トリックス容量 はNMで,図2

(b)に 比較 して 班6と なり,計 算デ ー タをデ ィスク

などへ一時録存す ることを行えば,従 来 に比べてか な

り実 用的な問題 に適用で きる ζとになる。個別方程 式

群 は,レ ステムマ トリックスの コンパ ク ト化 によ り直

図2マ ト リ ッ ク ス 構 造

Fig.2.Structureofsystemmatrix.

接法 が使用でき,全 体を反復法で欝算す るよの高速で

ある。

欝算アルゴリズムの流 れ図 を図3に 示す。最初,φ

の初期値 を任意 に 与 え て(14)～(16)式 よ りAr(1),Ay(1)

,Ar(1)を 個 別に求 める。これ らを(17)式 に代入 し

て φ(1)を求ある。次 に,こ の φ(1)を与えて再慶(14)

～(16)式 よ り2回 目の ベ ク トルポテ ンシャルAr(2),

Ay(2),Ar(2)を 求 める。上記の過程を反後 して,ベ ク

トルポテ ンシャルおよび スカ ラーポゲ ンシャルの収束

値を求める。
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図3反 復 計算 流 れ 図

Fig.3.Iterativecalculationalgorithm.

φの反復につ いて は過小緩和 法を使用 し,各 方程式

群を解 くにはガウスの消去法を使用 している。計算機

使用 に際 して,一 人 あた りの使用 メモ リー領域が制限

されて いる現状で実用的な問題を扱 うには,一 つの有

用 な方法であると考え られる。

また以上の方 法は,い わゆるjω 法であるので,飽

和な どの非線形性を正確に取扱 うことはで きないが,

各部分の磁束波形を等価正弦波 とみなすことによ り近

似的 な取扱いは可能である。

4.交 番磁 界 中 に並行 銅板 を有 す る

モ デ ル の解 析

〈4・1>解 析モデ ル 図4に 示す よ うな交流励磁

空心 コイルにより,発 生す る交番磁界中 に2枚 の並行

銅板が置かれた モデルの解析 に,上 述の連立反復計算

法を適用 してみた。解 析時 の空心 コイルおよび導体板

の寸法 と相互の位置関係 は図5に 示す。 これは,第1

章で言及 した磁束収束装 置の基礎モデルであ る。三次

元領域 で の対 称性を利用 して全領域の1/8を 解 析 し

た。ベク トル ポテ ンシャルの境界条件 としては,Z軸

を固定境界条 件(A=0),外 側境界条件 は自然境界条件

が成立す るとした。 スカラーポテ ンシャルの境界条件

は このモデルの場合,渦 電流が垂直 に流れる位置EF

において,固 定境界条件(φ篇0)を 設定 した。 これは,

図4磁 束 収 束 基 礎 モ デ ル

Fig.4.Basicmodeloffluxconcentration

apparatus.

図5モ デ ル 配 置

Fig.5.Modelconfiguration.

(9)式 で表 される渦電 流と実際モデルでの渦電流の方

向を一致 させ るためで ある。なお,1/8領 域の要素数

は2,160,節 点数 は1,430で あり,計 算機 は大形計算

機M-382をリ ージョン6MBで 使用 し,計 算時間は

60回 の繰返 しで約45分 であった。

コイル印加電源の周波数 は60Hz,鋼 板の導電率は

8,62×107S/m,ス リット幅10mm,銅 板 厚 み は20

mm,コ イルの起磁力は1.2AT/mm2と する。

〈4。2〉解析結果 図6にY-Z平 面およびZ-X

平面 における磁束密度公布の実部の解析結 果を示す。

コイル電流による磁界 と鋼板 中の渦電流による反作用

磁界が影響 し合 って,ス リッ ト間で磁束の収束効果,

導体上で磁束の反射現象が見 られる。

図7は 渦電流の中央面 お よ び 最上面 での分布 で あ

り,渦 電流が励磁束を取囲 むよ うに流れて,特 にス リ

図6.磁 束 密度 分 布

Fig.6.Fluxdensitydistribution.
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渦電流塔の三次元有限要素計算法

・図7渦 電 流 密 度分 布

Fig.7.Densitydistributionofeddycurrent.

図8-2方 向 磁 束 密 度(絶対値)分 布

Fig.8.Densitydistributionof-Zdirection

flux.

ットに隣接 した縁 には渦電 流が集中 しているのがわか

る。この電流がス リッ ト部の磁束を高める原 国とな っ

ていることが推定 され る。

図8は 一Z方 向の磁束密度絶対値 の欝算値 と実灘

値 の比較 である。励磁電流を位相蓋 準にとると毒各 部

の磁 束密度 は渦電 流の影響によ り位相ずれを生ず る。

欝算値では 実部 および虚部の二乗和平方根 より絶対値

を求めた。 実測値 は極薄形のホール素 子を使用 してZ

方 向磁束 を求 めて いる。植および傾 向において良 く一

図9磁 束 奴 策 比

Fig.9。Ratiooffluxconcentratio11。

致 して いる。X-Z平 面 にお ける磁束密度は,2断面 で

ギャ ップ中央よ む導体縁のほ うがやや高 く,以 後急速

に減少 してい く。b断面,`断 面 において は中央部にお

いて最大で,以 後や1まり減少 してい く。d断面 こおい

ては,コ イル内部で はほぼ一定で,外 部では直線的 に

減少 して いく。また,Y-Z平 面 の磁束密度 はa,b,

c断西とも中央部が最大で,以 後徐 々に減少 してい く。

d断面 について はX-Z平面 のそれ とほぼ同様である。

図8を図6と比 較す るとき,図6で はコイルの内側

と外側で磁束密度のZ方 向反転があ ったが,こ れは

あ くまで 群0の 瞬時値 を求 めた もので,図8の 磁束

密度分布 とは矛盾 しない。コ イルの内側 と外側 では位

相が180° 近 く異な るためで ある。

図9は 磁束収束比 の実測値 との比較である。定電圧1

電源で の銅板を,置 かない場合 の磁束密度 に最する置

いた場合のスリ ッ ト中央部の磁束密度の比を磁束収束

比 と定義す る。ス リットの間隔を狭めるほど収束比 が

上がる。 ス リッ ト幅/コ イル内径の比を横軸 に して あ

る。

5.ス カ う一 ポ テ ン シ ャル の分布 と働 き

図10は コイル電流が-Z軸 方向に磁策を生ずるよ

うに流れているときの導体最上面 におけ るスカ ラーポ

テ ンシャル実部の分布である。E-Fが 中央部で,A-D

図10導 体 上 の ス カ ラ ー ポ テ ン シ ャ ル 分 布

(実 部)

Fig.10.Scalarpotentialdistributionona

conductorplate.
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図11渦 電 流 の 構 成

Fig.11.Compositionofeddycurrents.

がス リットに隣接 した辺である。スカ ラーポテ ンシャ

ルはB-F部 よ りA-E部 のほうが高 くなうて いる。

スカラーポテ ンシャルに関 して は,二 次元 問題につ

いては文献(13)に,ま た軸対称 問題 に つ い て は文献

(14)に明 らかにされて いるよ うに,導 体の無 限遠 また

は途中で の切断により,渦 電流が励磁厩路と対称な形

で流れ得 ない場合に,ス カラーポテ ンシャルは考慮 さ

れ なければな らな い。三次元問題に関 して もこの考え

は同様であるが,こ の場合,渦 電流は三次元的広が り

を有するので端効果を明確 にで きる。

以下,具 体的 に被解析モデルについてスカラポテ ン

シャルの働きを考えてみる。

渦電流密度は(9)式 よ り

.(9)

と表され る。 このうち,ス カ ラーポテ ンシャル に起 因

する成分である第2項 は,三 次元モデルで も通常の軸

対称モデルのよ うに,1radあ た りの各要素への渦電

流の流出入総計が自動的に零 を満足す るときは考えな

くてよい。 しか し,一 般の三次元モデルすなわち途 中

に欠 陥部や切断面がある場合は,ベ ク トルポテ ンシャ

ル によ って表現できない部分を補償す るために必要 に

な る。

いま,倉0で の渦電流の瞬時値 によりこの ことを

考えてみる。 ベク トルポテ ンシャルのみの計算では,

渦電流 は励磁電流を打消すように図11(a)の よ うに

なる。 これ は,ス リッ ト部空 げ き の存在 に対 して垂

直 に流入 または流出 しよ うと す る 分布で不適 当で あ

る。次に,ス カ ラーポテ ンシャルを考慮 した計算法 に

よ り,こ の夢布による電流を求めると同図(b)の よ う

になる。(a)図 および(b)図 を合成す ると(c)図 のよ

うになり,導 体上で循環す る渦電流 が得 られ る。従 っ

て,空 げきおよび切 断面のあ る場合,言 い換えれば,

励磁電流回路 と軸を共有 して平行 に相対 して,か つ相

似の形で渦電流が流れ得ない場合 は,ス カラーポテン

シャルを考慮 しな くてはな らない。著者 らは,上 述の

計算結果およびそれに対す る考察よ り,ス カ ラーポテ

ンシャル はベ ク トルポテ ンシャルと共 に渦電流分布を

正確 に表現するために数式上必要となるもので,そ れ

自体物理的な量ではないと考える。φを媒質 間境界面

における電荷の蓄積 に起因する として物理的意味付け

まで行 う文献 もあるが(6)(15)(16),著者 らと同様 に非物

理 量とす る説(8)(17)もある。 しか し,こ れ ま で具体的

モデルにつ いてスカ ラーポテンシャル分布を求めて説

明 した ものはな い。

6.結 論

以上,渦 電流の流れ る場の磁界解析をベク トルポテ

ンシャルおよびスカラーポテ ンシャルを未知数 とした

有限要素法で三次元計算 す る一手法を提起 す る と共

に,こ の計算 法を適用 して磁束収束装置基礎 モデルの

磁束分布,渦 電流分布およびスカ ラーポテ ンシャル分

布 を求 めた。

(1)反 復計算 法につ いてま とめると,

(i)シ ステム方程式 を4群 に分 割 す る こ とに よ

り,1群 あた りの計算 に必要な システ ムマ トリ

ックスの容量は1/16た な る。 この こ とに よ

り,実 用規模のモデ ルの計算が可能 となる。

(五)各 群 ごとの計算は直接法が使用できる。

(皿)三 角プ リズム要素 の使用によ り外割 が容易で

分割状態が直感的に理 解できる。

(2)磁 束収束モデルの解析結果をま とめると,'

(i)導 体上では磁束は渦電 流によ り反射され,空

げき部 において は磁束 が収束 され ることが確認

できた。

(皿)空 げき部のZ方 向磁束密度 はX方 向に対 し

ては中央部よりも導体 板に近づ くにつれて大 き
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渦電流場の三次元有限要素計算法

くなるにと,Y軸 方 向に対 して は中央部が最大

で以 後徐 々に減少 してい くこと。

(iii)渦 電流の経路を確認す ることがで き,空 げ

きに隣接す る部分 で電流密度が大 とな り,こ れが

空 げき部の磁束を強めることに寄与することを

明確 にした。

(3)ス カ ラーポテ ンシャルの意 味につ いて,

(i)本 モデ ルのスカラーポテ ンシャル分布計算結

果よ り,励 磁回 路 と軸を共有 して平行 に相対す

る渦電流種路 を有 しないような導体 を含むモデ

ルで は,ス カ ラーポテ ンシ ャルが必要であり,

ベク トル ポテ ンシャルのみによる渦電流表示 の

不 備を数学的に 補 う役 霞を果 たす という推定 が

なされる。

最後 に,水 針算 には 名古屋大学大形計算機M-382

を使用 した ことを付記 する。

(昭和61年9月24日 受付)
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