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論 文

動的状態 フィー ドバ ックによるブロッキ ング零点配置*

滝本 隆 †・山本 茂 †

A Blocking Zero Placement Method

by Dynamic State Feedback*

Takashi TAKIMoTo† and Shigeru YAMAMoTo‡

In this paper, we consider a blocking zero placement problem for closed-loop systems by state 
feedback. As a solution to the problem, we derive a dynamicstate feedback controller which can 
be designed by solving a stabilization problem by constant state feedback. Moreover, we apply 
the proposed blocking zero placement method to a periodic disturbance rejection problem. Since 
a transfer function with blocking zeros can eliminate input signals corresponding to these blocking 
zeros, the periodic disturbance can be rejected if closed-loop systems have corresponding blocking 
zeros with the period on the imaginary axis.

1. は じめ に

本論文では,動 的状態 フィー ドバ ックコントローラを

用いて,閉 ループ系のブロッキング零点を任意に配置す

る問題 を考える.伝 達関数行列G(s)の ブロッキング零

点は,G(z)=0を みたすz∈Cで ある.伝 達関数G(s)

のブロッキング零点zは,G(s)の 入力u(t)にeztが ど

のような形で加わっても,そ れが出力に出ないようにブ

ロックするという入力阻止作用 を有する[1].閉 ループ系

のブロッキング零点を適切 に配置することができれば,

ブロッキング零点の入力阻止作用によって,観 測出力に

含 まれる外乱の除去が可能 となる.

これまでは,原 点や虚軸上にブロッキング零点 を配置

する問題が扱われてきた[2-10].参 考文献[2-7]は,原

点のブロッキング零点による定常値外乱排除問題 を扱っ

ている.一 方,参 考文献[8-10]は,む だ時間を用いて虚

軸上にブロッキング零点を配置することによって周期入

力の排除を行っている.と ころが,こ の方法はむだ時間

を用いるため制御パラメータの設計は容易ではない(詳

細 は,[9,10]を 参照).

本論文では,参 考文献[6,7]の 結果を拡張 し,ブ ロッキ

ング零点を任意に配置する動的状態 フィー ドバックコン

トローラを提案する.参 考文献[6,7]と 同様 に,動 的状態

フィー ドバ ックコン トローラによる安定化問題が定数状

態フィー ドバ ックによる安定化問題に帰着 で きる点が特

徴である(参 考文献[11]で 一部発表).ま た,離 散時間

系で知 られている安定化 コン トローラの 自由パラメータ

を利用 してブロッキング零点 を配置す る手法[12,13]と

は異な り,提 案手法は,コ ントローラの状態空間実現を

直接与える形 となっている.

以下では,λ(A)は 行列Aの 固有値 を,Imは サイズが

mの 単位行列 を,(×)はクロネッカ積 を表す ものとする.

2. ブ ロ ッ キ ン グ零 点 の 配 置 問 題

伝達関数行列G(s)の ブロッキング零点 とは,G(z)=0

をみたすz∈Cで ある.も しG(s)(p×q行 列)が 安定

でかつブロッキング零点zを もつならば,G(s)に 入力

ηezt(∀η∈Rq)を 加 えて も,G(s)の 出力が定常状態で

0と なる[1].

2.1 外乱除去問題:動 機

ブロッキング零点配置 を動機付ける外乱除去問題を考

える.Fig.1に 示す制御対象P(s)と コン トローラK(s)

か らなる単一 フィー ドバ ック系 を考 える.制 御 目的は,

観測出力に外乱d(t)が 含まれるとき,外 乱d(t)が 制御

対象の入力u(t)と 出力y(t)に 与 える影響 を排除するこ
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とである.こ の目的は,dか ら[uTyT]Tへ の 伝達関数

(1)

を安定化 し,か つこのブロッキング零点 を外乱d(t)を

阻止するように選ぶことで達成 される.例 として,

(2)

が周期外乱である場合を考 えよう.外 乱のi番 目の要素

(3)

はli個 の正弦波からな り,そ れらの角周波数 ωikの み

が既知で,振 幅dikと 位相 θikが未知であるとする.こ

の とき,(1)式 のブロッキング零点 を周期外乱に対応す

る ±jωikと 一致 させることがで きれば,す なわち

(4)

とで きれば,制 御対象の入出力u(t),y(t)に 対する周期

外乱d(t)の 影響を定常的に排除で きる.

伝達零点 もブロッキング零点 と同様 の入力阻止作用 を

もつが,阻 止できる入力に制約をもつ[1].G(s)の 伝達

零点がzな らば,出 力を0に できるのは,あ る特定の

ベク トル η≠0に よる入力 ηeztの みである.こ の場合,

阻止 したい信号 の情報(周 期外乱の場合,振 幅 と位相)

を知る必要がある.ブ ロッキング零点 を用いた外乱除去

では,周 期外乱d(t)の 振幅dikと 位相 θikの情報は必

要なく,角 周波数 ωikの み知っていればよい.

2.2 ブロッキ ング零点 配置 問題 の定式化

まず,ブ ロッキング零点の配置問題 を定式化する.制

御対象がm入 力のn次 元線形システム

(5)

で与えられる場合 を考える.本 論文では,議 論 を簡単 に

す るため,制 御対象の出力y(t)は 状態であるものとす

る.こ こで,x(t)∈Rnは 状態,u(t)∈Rmは 入力であ

り,(A,B)は 可安定であると仮定する.こ の制御対象

(5)式 に対 して,(1)式 のブロッキング零点を指定すると

ころへ配置する安定化状態 フィー ドバ ックコントローラ

を求めるブロッキング零点配置問題を考 える.な お,配

置 したいブロッキング零点の集合をZ={z1,…,zr}と

し,次 を仮定する.

(仮定1)集 合Zの 実数でない要素に対 して,そ の

複素共役 もZの 要素 となる.ま た,Zは λ(A)〓Zを

みたす。

仮定1の 条件 λ(A)〓Zは,制 御対象の極 と配置する

ブロッキング零点との極零相殺を回避するために仮定さ

れる.

【問題1】 仮 定1を み た す制 御対 象P(s)とZが

与 え られた と き,閉 ルー プ系 を内部安 定化 し,す べ て の

zi∈Zに 対 し,G(zi)=0と す る動 的状態 フィー ドバ ッ

クコ ン トロー ラK(s)を 求 め よ.

動 的 フィー ドバ ック コ ン トロ ー ラK(s)が す べ て の

zi∈Zを ブロ ッキ ング零点 として もつ ならば,仮 定1よ

りziに 関 す るP(s)とK(s)の 極 零 相殺 が生 じない の

で,(1)式 はG(zi)=0と な る.

2.3 ブロッキ ング零点配置問題 の解

ここでは,ブ ロ ッキング零点配置問題(問 題1)の 解

が動的状態フィー ドバ ックコン トローラ

(6)

によって与え られる ことを示す.た だ し,K1∈Rm×n,K2∈

Rm×rmは 設 計パ ラメー タで あ り,行 列U,V,Wは,

(7)

(8)

(9)

とす る.ま た,ベ ク トルa=[ar…a1]の 要 素aiは,

Zの す べ ての要素 を根 とす る実係数 の多項式

(10)

の係数 で あ る。 さ らに,ベ ク トルei∈Rrは み の第i

列 とす る.こ の とき,次 の補題 を得 る(証 明は付録2.).

【補 題1】 コ ン トロー ラ(6)式 の 伝達 関数 は

(11)

であ る.た だ し,

(12)

であ る.さ らに,λ(V+WK2)〓Zな らば,す べ ての

zi∈Zに 対 しK(zi)=0と な る.

(注 意1)参 考 文 献[6,7]で は,ブ ロ ッキ ング零点 を原

点 に配置 す る コン トロー ラ と して設計パ ラメー タA,B

を用 いた コ ン トローラ

{
ξ(t)=Aξ(t)+Bx(t)

u(t)=Aξ(t)+Bx(t)
' detA≠0

Fig. 1 Closed-loop system of the linear system P (s) and

the feedback controller K (s)
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が 扱 われている.こ れ は提案手 法でZ={0}と した場合

と一 致す る.実 際(6)式 に お いてV=0,W=1,U=0

とな り,K2とK1が そ れぞ れAとBに 対 応す る.

つ ぎに,コ ン トロー ラ(6)式 を用 い て制御 対 象(5)式

の安定化 問題 を考 える.(5)式 と(6)式 の 閉ルー プ系 は,

(13)

と な る.さ ら に,(13)式 は,

(14)

と変 形で きる.た だ し,x(t)=[x(t)Tξ(t)T]T,

で あ る.(14)式 は,定 数 ゲ イ ンKを 用 い た状 態 フ ィー

ドバ ックu(t)=Kx(t)とx(t)=Ax(t)+Bu(t)と の 閉

ループ系 その ものである.よ って,コ ン トロー ラ(6)式 の

パ ラメー タK1,K2は,定 数状態 フ イー ドバ ックゲ イン

Kに よる安 定化 問題 を解 くことで求 め るこ とがで きる.

【定 理1】 仮定1を み たす 制御 対象P(s)とZが 与

え られ る もの とす る.こ の と き,以 下が成 り立つ.

(i) 閉 ル ープ系(14)式 を漸近安定化 する フィー ドバ ック

ゲ イ ンKが 存 在す る.

(ii) 安 定 化 ゲ イ ンK=[K1K2]が λ(V+WK2)〓z

を みたす な らば,(6)式 の コン トロー ラK(s)は 問

題1の 一 つの解で ある.

(証 明)ま ず,(i)を 示 す.(A,B)が 可 安定であれば閉

ル ープ系(14)式 を漸 近安定化す るフ ィー ドバ ックゲ イ ン

Kが 存在す るので,(A,B)の 可 安定性 を調べ る.(A,B)

の 可 安定 性 の仮定 か ら,∀s∈C+:={s∈C|Re(s)〓0}

に対 してrank[A-sInB]=nが 成 り立つ.こ こで,

(15)

の関係 を用 い ると(詳 細 は付録3.に 示す),∀s∈(C+＼Z

に対 して

rank[A-sIn+mrB]
=rank[A-sInφ(s)B]+rm

=rank[A-sInB]+rm
=n+rm

と な り,s∈Zの と き,

rank[A-sIｎ+mrB]

=rank[A-sInφ(s)B]+rm

=rank[A-sIn]+rm

となる.よ って,仮 定1よ りs∈Zに 対 しsI-Aが 正

則 なので,(A,B)は 可 安定 である.つ ぎに,(ii)を 示 す.

補 題1よ り,コ ン トロー ラ(6)式 が λ(V+WK2)〓Zな

らば,仮 定1の もとですべ てのzi∈Zに 対 しG(zi)=0

をみ たす.よ って,安 定化 ゲイ ンKが λ(V+WK2)〓Z

をみ たす な らば,(6)式 の コン トローラK(s)は 問題1

の 一 つの解 となる. □

2.4 離散時間 システム

離散時間系 におけるブロッキング配置問題 とその解に

ついても,連 続時間系の場合 と同様に示すことができる.

離散時間動的状態フィー ドバ ックコントローラを

(16)

とするとき,定 理1と 同様,A+BKを 漸近安定化す

るK=[K1」K2]を 求め,λ(V+WK2)〓Zを みたす

ならば,コ ントローラ(16)式 はブロッキング零点配置問

題の一つの解 となる.(2.2,2.3節 と同じ手順で示すこと

ができるため,詳 細は割愛する.)

(注意2)参 考文献[13]で は,1入 力多出力の制御対

象に限定 して,出 力 フィー ドバ ックによるブロッキング

零点配置問題が扱われている.提 案手法 と比較するため

に,状 態がすべて観測できるもの として参考文献[13]の

コントローラの次数 を求めると,そ れは制御対象の次数

nと 配置する零点の個数 γとの和n+rと なる.一 方,

提案手法のコン トローラの次数はrで ある.

3. 数 値 例

2.1 節 の外乱除去 問題の数値例 を示す.制 御対象は,

不安定な2次 の連続時間線形システム

(17)

とし,周 期外乱は

とす る(Fig.1).こ の 周期外乱 の角 周波数0,π が制御器

設計 に使用 で きる もの とす る.以 下 では,Z={0,± πj}

のす べ て の要 素 にブロ ッキ ング零点 を配置す る安 定化 コ

ン トロー ラ(6)式 を求 め る.

(10)式 は φ(s)=s3+π2sで あ るの で α=[0π20]

とな る.m=1,r=3で あ るか ら,(14)式 のA,Bは

と なる.λ(A)=-0.78, 1.28〓Zな の で,定 理1よ り

A+BKを 漸 近安 定化 す るKを 求め る こ とがで きる.
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こ こで は,評 価 関数〓 ∞(xTQx+uTRu)dtを 最 小 化 す

る最適 レギ ュ レー タ と して安 定化 ゲ イ ンKを 求め た.

重 み をQ=diag(1,1,1000,1,1),R=1と した とき,

(18)

を得 た.こ の とき,

の 固有値 は1.45,0.88±4.58jな の で,λ(V+WK2)〓Z

をみ たす.し たが って,(18)式 のK=[K1K2]の 値 で

定 まるコ ン トロー ラ(6)式 は,問 題1の 一 つの解 であ る.

こ の動 的状態 フィー ドバ ックコ ン トローラ(6)式 を シス

テ ム(17)式 に 適用 した ときの 時間応答 をFig.2に 示 す.

Fig.2は,制 御対象の入出力u(t),x(t)=[x1(t)x2(t)]T

と観 測値yd(t)=x(t)+d(t)=[yd1(t)yd2(t)]Tの 時 間

応答 である.(破 線 はそれぞれx2(t),yd2(t)を 示 す.)Fig.2

か ら,提 案手 法 に よって制御対象 の入 出力u(t),x(t)は

共 に0に 収束 してい るこ とが わかる.し たが って,ブ ロッ

キ ング零点 を もつ動 的状態 フィー ドバ ック コン トローラ

に よって,観 測 外乱d(t)の 影 響 を排 除 で きてい る こ と

が わか る.

4. お わ りに

本論文では,状 態ブイー ドバ ックによって閉ループ系

のブロッキング零点を配置する問題 を考え,そ の解の一

つとして,動 的状態 フィー ドバ ックコン トローラの構造

を与えた.こ の動的状態フィー ドバ ックコントローラの

設計パラメータは,定 数状態 フィー ドバックの安定化問

題 を解 くことにより決定できるという特徴をもつ.さ ら

に,ブ ロッキング零点の配置問題を動機づけた観測出力

に含 まれる周期外乱の除去問題 を例 として とりあげ,数

値シミュレーションによって提案手法の有効性 を確認 し

た.今 後の課題は,出 力 フィー ドバ ック問題への拡張や

ロバス ト制御の適用,安 定化手動操作 の支援制御への適

用などが考えられる.
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付 録

付録1. 準備

付録2.と 付録3.の 証 明 に必 要 な(7)～(9),(12)式 の

行列U,V,W,Xの 関 係 を示 す.

Fig. 2 Time responses for the system (17) with the pro-

posed controller
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【補題2】 以下の式が成 り立つ.

(A1)

(A2)

(A3)

(A4)

(A5)

(証 明)(A1)式 は,ク ロネ ッカ積の性質:(A(×)B)T=

AT(×)BT,(A(×)B)(C(×)D)=(AC)(×)(BD)を 用 い ると,

か ら導 ける.同 様 に,(A2)式 は

か ら得 られ る.さ らに,(A3)と(A4)式 は,ク ロネ ッカ

積 の性 質:A(×)B+A(×)0=A(×)(B+C)を 用 いて,

と なる.最 後 に,(A5)式 を導 く.行 列I-sVTは 対 角

成分が すべ て1の 下 三角行列 であ るため正 則で ある.ま

た,I-sVTの 逆 行列 は,

と得 られる.よ って,

となるので(A5)式 が成 り立つ. □

付録2. 補題1の 証明

初期値を0と して(6)式 をラプラス変換すると,

(A6)

(A7)

が得 られ る.こ こで,(A6)式 の 左 か らVTを かけ て,

(A1)式 を用 い る と

(A8)

が得 られる.同 様 に(A6)式 の左 か らWTを か けて,

(A1)式 を用いると

(A9)

とな る.つ ぎに,(A7)式 は(A9)式 を用 い る と,

u(s)=(U+sWT)ξ(s)

となる.こ こで,正 則 な行列I-sVT(対 角成分 に1が

並ぶ下三角行列)を 用いると,

u(s)=(U+sWT)(I-sVT)-1(Ｉ-sVT)ξ(s)

と変 形 で きる.こ の とき,(A8)と(A4)式 を用 い る と,

u(s)=(U+sWT)(I-sVT)-1(I-VTV)ξ(s)

=(U+sWT)(I-sVT)-1XTXξ(s)

を得 る.さ らに,(A5)式 を用 い る と,

(A10)

と変形で きる.よ って,(A6)と(A10)式 か ら伝 達関数 は

(A11)

とな る.こ こで,(10)式 よ り φ(Zi)=0,∀zi∈Zな の

で,λ(V+WK2)〓Zな らば,す べ てのzi∈Zに 対 し

K(zi)=0を み たす.

付録3. (15)式 の証明

次の補題3を 用いる と,

rank[A-sIn+mrB]=rankZ(s)

とな り,さ らに

rankZ(s)=rank[A-sInφ(s)B]+rank(Irm)

=rank[A-sInφ(s)B]+rm

と な り,(15)式 が 示 され た.
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【補題3】 以下の式が成 り立つ.

(A12)

ただ し,

で あ り,Z1とZ4(s)は 任 意 のsに 対 し正則行 列であ る.

(証 明)(A12)式 の 右辺 を計 算す る.ま ず,Z(s)の 左

か らZ2(s)を か ける と,

となる.上 式 の右 か らZ3を か け,(A5)式 を用 い る と,

と な る.さ らに,上 式 の右 か らZ4(s)を か け,(A4)式

を用 いる と,

が 得 られ る.こ こで,上 式 の左 か らZ1を か け,(A2),

(A3)式 を用 い る と,

とな り,(A12)式 が 導 ける.V+WXの 正 則 性 は,

で あ る ことか ら,[ere1…er-1]の 正 則性 と等価 であ

る.ま た,Z4(s)の 正 則性 は,I-sVTが 対 角成 分 をす

べ て1と す る下 三角行列 であ るこ とか ら明 らか . □
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