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In this paper, we examine a new method of implicit finite element analysis of

soil / water coupling problems. It consists of two main schemes: One scheme is

an implicit return mapping scheme and another is a scheme which employs the

consistent tangential modulus. The implicit return mapping scheme is based on

the notion of the elastic—plastic operator split that consists of the elastic

predictor and the plastic corrector. A tangential modulus consisting with the
integration algorithm is developed for a well-known Cam-clay model for soils.

Some examples of the implicit method show the high accuracy and much

reducing the total CPU time.
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1.は じめに

近年の目覚しい計算機の小型化,高 速化に伴い,近

い将来,地 盤工学の分野においても現場レベルの設計

に対して有限要素法などの数値解析を導入することが

可能となり,その必要性 ・重要性が認識されている.そ

の実用化のためには地盤のモデル化,数 値解析手法

の検証,現 地調査からのデータサンプリング技術などの

総合的な整備がますます必要不可欠となる.本 論文で

は軟弱地盤の圧密沈下,盛 土施工の土地盤の設計な

どに有効である土/水 連成数値解析の精度の向上,計

算時間の短縮を目的に新たに陰解法弾塑性計算アル

ゴリズムを組み込んだ土/水 連成有限要素解析手法の

開発を行った.な お現在著者らの知る限り,周知の地盤

材 料 モ デル で あるCam-clayモ デ ル の 場 合 の

Consistent弾 塑性構成テンソルを用いた陰解法有限

要素法の解析は,Borjaら1)が 修正Cam-clayモ デルを

用いたものを報告しているが,そ れは土骨格の変形の

みを考慮したもので,土 と水が連成している場合の陰解

法有限要素法解析の報告は無い.

2.土/水 連成解析の定式化

2.1支配方 程式と境界条件

地盤の変形挙動を考える際,地盤を土粒子からなる骨格

(以下,土 骨格と呼ぶ)(固 体)と,そ の中に含まれてい

る間隙水(液 体),気 泡(気 体)の 混合体として考えるの

が一般的かっ合理的な手法であろう2).しかし,本論文の

目的は土質力学で通常用いられている有効応力の原理に

従 う土/水 連成数値解析の精度向上と計算時間の短縮に

あるので,間 隙は水で完全飽和であり,有効応力を仮定す

る2相 混合体として取り扱う.また,そ の間隙水は非圧縮

性であると仮定する.

この簡単化された2相 混合体に対する準静的な場合の

支配方程式は以下の6つ の式で表される.

準静的なつりあい式:

(1)

土骨格部分の弾塑性構成式:

(2)

ひずみ変位関係式:

(3)

有効応力の原理:

(4)

連続弍:

(5)
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間隙水の流動則(ダ ルシー則):

(6)

ここで σは全応力テンソル,σ'は 有効応力テンソル,CeP

は弾塑性構成テンソル,久 は間隙水圧,1は クロネ ッカ

ーのデルタ,(1)ij=δij,vw.は 間隙水の流束ベク トル(土

骨格に対する相対速度),Kpば 透水係数 テンソルであ り,

上付きのSは()内 のテンソルの対称部分であることを

表している.ま た土骨格部分(正 確には混合体全体の変形

に対する境界条件),間 隙水圧(全 水頭)に 対してそれぞ

れ境界条件が課 されてお り,土 骨格に対す る境界条件は

Neumann境 界 (7)

Dhichlet境 界 (8)

である.こ こで記号の上の一(バ ー)は 既知量であること

表 してお り,Sσ は応力速度既知の境界,Suは 変位速度既

知の境界であり,土骨格部分に対する全境界をSと すると

(9)

である.nはS上 の単位法線ベクトルである.間 隙水圧

に対する境界条件は

Neumann境 界 (10)

Dhidllet境 界 (11)

である.9は 単位時間あたりの流出入量,hは 全水頭を表

しており,γwを間隙水の単位体積重量,zを 位置水頭と

すると

(12)

である.Sqは 流量既知の境界,Shは 水頭既知の境界であ

る.間 隙水圧に対する全境界をSと すると

(13)

で あ る.

2.2弱形式化 と離散化

以下のような試験関数を定義する.

(14)

この試験関数をつ りあい式(1)の 速度型に掛け合わせ

Gaussの 発散定理と変形に対する力の境界条件(7),有

効応力の原理(4)を 用いるとつりあい式の速度型弱形式

が得られる.

(15)

次にもう一方の未知量である間隙水圧に関する試験関

数を定義する.

(16)

連続式(5)に 掛け合わせGaussの 発散定理 と流量既知の

境界条件(10)を用いることにより,次 のような連続式 の弱

形式が得られる:

(17)

この2つ の弱形式を有限要素法定式化するため空間的

離散化を行う.節 点変位を4,節 点間隙水圧をhと する

と

(18)

ここでNは 変位に対する内挿関数であり,nhは 間隙水圧

に対する内挿関数である.試験関数に対しても同様の離散

化が行えると仮定すると

(19)

となる.な おここで空間的離散化を行った(18)式 以降,

有限要素定式化の慣例に従い,表 記は変えていないが応力,

ひずみはベク トル化,構 成テンソルはマ トリクス化 されて

いることに注意する.し たがって,上 付きのTは 転置行列

を意味する.(18),(19)の 関係を(15),(17)に 代入し整理す

ると

(20)

(21)

が得 られる.こ こで

(22)

(23)

(24)
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(25)

(26)

(27)

であ り,Aはassembly operatorと 呼ばれ全要素数 ηeの

数だけ重ね合わせる事を意味する.

式(20),(21)の 未知量には速度型の物理量 と,現 在時の

物理 量が混在 しているので時間に関して離散化を行 う.時

間間隔[tn,tn+1]において物理量 昭が線形に変化す るとす

れば

(28)

(29)

と表せ る.こ こで,下 付き添え字n,n+1は それぞれ時

刻tn,tn+1で の物理量であることを表 してお り,

(30)

である.よ って(20),(21)式 を書き直す と

(31)

とな る.こ こで

(32)

で あ る.

2.3NeWton Raphson法 に整 合す る土/水連成解析の定式化

前節の土/水 連成解析定式化は時間間隔[tn,tn+1]におい

て,土 骨格部分の弾塑性計算に関 しては式(31)左 辺の剛

性マ トリクス内の応力に既知の応力を用いた陽解法近似,

間隙水圧の時間的離散化 に関 しては陰解法近似(θ=1と

した時)を しているものが多い.近 年,弾 塑性計算アル ゴ

リズムに関してElastic'Plastic operatOr splitの概念に基

づ く(General retum mapping algoritimsに より,精度良

く降伏曲面上にのる応力を求め,全 体の非線形連立方程式

をNewton Raphson法 に整 合す るようConsistent接 線剛

性テンソルを用い,求 解の過程において誤差が2次 収束す

ることが保証 された陰解法弾塑性計算アルゴリズムが提

案 されている3).本 報告ではその方法を応用 し,陰 解法弾

塑性計算アルゴリズムを用いた土/水 連成解析を行い,そ

の解析精度,計 算時間の検証を行った.

土骨格部分を弾塑性体とする土/水 連成有限要素法定

式化は最終的には節点における離散化された変位dと 間

隙水圧hを 未知とする非線形連立方程式に帰着される.そ

の連立方程式を次式のように表す:

(33)

(34)

ここで式(33)は 混合体のつ りあい式(1)(注:速 度型つ

り合い式ではない)の 弱形式の離散化による式であり,式

(34)は 連続式(5)の離轍化による式である.上 付きextは

外力ベク トルを表 し,上 付きintは 内力ベク トルを表す.

具体的にそれ らを記す と次式のようになる:

(35)

(36)

(37)

(38)

次に,離 散化された式(33),(34)の 変位 と間隙水圧

の非線形連立方程式にNewton Raphson法 を適用するた

め にTaylor展 開 を 行 い,節 点 変 位 増 分

△dn+1=d(k+1)n+1-d(k)n+1およ び 節 点 間 隙 水 圧 増 分

△hn+1,=h(k+1)n+1-h(k)n+1に関する線形近似化を行 う.こ こで

各物理 量の下付添え字nは 荷重ステップ数,上 付き添え字

(k)は 各増分ステ ップ内のイタレーシ ョン回数を表 して

いる.式(35)をAdとΔhの 一次の項までTaylor展 開

す ると:

(39)

となる.

上式,右 辺第2項 お よび第3項 は有効応力の原理(4)と,

assembly operatorAが 線形であることに注意すれば式

(35)に 微分のchain ruleを 用いて以下のよ うになる:
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(40)

(41)

は,式(33)をNewton Raphson法

で解 く場合,そ れに整合したConsistent弾 塑性構成テン

ソルであ り,一 次元の場合 を除き,一 般 には式(2)内 の

(Conttnuum)弾 塑性構成テンソルCepと は一致 しない.

結局,式(40),(41)を 式(39)に代入すると

(42)

と な る.

同 様 に 式(36)をTaylor展 開 し,微 分 のchain

ruleを 用 い れ ば,式(36)は

(43)

とな る.第(k)イ タ レー シ ョン終 了段階 にお いて式

(33),(34)に 残差力 が生 じ,第(k+1)イ タ レー シ ョン

で残差 がゼ ロとな るよ うに考 える と,

(44)

(45)

となり,既 知な量と未知な量を分離 し,マ トリクス表示す

ると

(46)

となる.以 上か ら上式(46)は離散化 されたdとhの 非線形

連立方程式,式(33)と 式(34)を 解 くNewton Raphson

法に整 合していることが分かる.

3.陰 解法弾塑性計算アル ゴリズム

3.1Cam-clayモ ァル

Cam-clayの 降伏関数は以下のように与えられる.

(47)

ここで平均応力p=-1/3tr(σ')で あ り,一 般化偏差応力

q=√3/2‖s‖,偏 差応力5=σ'-1/3tr(σ')1で ある.応 力の

右上のダッシュは有効応力であることを表 している.応 力,

ひずみ等は引張 り正であり,平 均応力,体 積ひずみ等は土

質力学の慣例に従い圧縮を正 としている.Mは 限界応力

比,pcは 先行圧密応力である.降 伏関数fのp,q,pc

での微分を求めると:

(48)

である.

関連流れ則を仮定すると塑性ひずみ速度テンソルは次

式で与えられ:

(49)

ここでφはコンシステンシーパラメータである.

(50)

であ り,こ こでn=s/‖s‖ である.

また硬化則は

(51)

で与えられ,Dは ダイレイタンシー係数であ り,λ を圧
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縮指数,κ を膨潤指数,eを 間隙比とすると

(52)

で与えられる.

応力速度が弾性構成テンソル と弾性ひずみ速度で表せ

ること,流 れ則(49),硬 化則(51),φ>0の 際の

corBisten条 件:

(53)

を用いることにより

(54)

が得 られ る.こ こでCは 弾性構成 テ ンソルであ り,

Cam-clayモ デルの場 合

(55)

と表 され る.こ こで1〓1とIは それ ぞ れ4階 の 恒 等 テ ン

ソル で あ り,(1〓1)ijkl=δijδkl,(I)ijkl=1/2(δikδjl+δilδjk)で

あ る.ま た係 数k=(1+e)p/κ,G=3κ(1-2ν)/2(1+ν)

であ り,γ はボア ソン比である.

式(48)の 関 係 を 代 入 し,整 理 す る こ と に よ り

(Continuum)弾 塑性構成テンソルcepを 得ることがで

きる:

(56)

ここで

(57)

で あ る.

3.2TriaE elastic state

時 間 間 隔[tn,tn+1]の 増 分 弾 塑 性 初 期 値 境 界 値 問 題 を 考

え,時 刻tnの 時 の{εn,σn,(pｃ)n,}が 既 知で あ る と仮 定 す る.

今,与 え られ た ε(k)n+1に対 してtrial elastic stateは 次 式 で 与

え られ る:

(58)

上式より試行平均応力,試 行一般 化偏差応力,試 行偏差

応力は

(59)

と表 される.

負荷除荷判定は,離 散化Kuhn-Tucker条 件により

(60)

で行われ,こ こで

(61)

である.

33Retun mapping algorithm:closest point prjection

method

(60)の負荷除荷判定において[tn,tn+1]の現ステ ップが塑

性ステ ップであると判断 された際,単 に陽解法近似を行っ

た計算アルゴリズムで増分解析を行 うと,一般に求まった

応力等が降伏曲面上にないので降伏曲面上に応力を引き

戻す必要がある.こ れをRetum mapping algoritimsと

呼ぶが,Simoら はAlgorithmic tangential moduliを 用い

た("reneral retum mapping algorithmを 提案 している4).

地盤材料においてのConstent弾 塑性構成テンソルを用

いた陰解 法有限要素法 の解析 は,Borjaら1)が 修正

Cam-clayモ デルを用いたものを報告 している.し かし,

彼 らの論文では修正Cam-dayモ デルを用いた,土 骨格の

変形のみを考慮 したものに限定 されている.そ こで本報告

では彼 らの方法を応用 し,Cam-dayモ デルを用いた土と

水が連成 している場合の陰解法有限要素法を提案す る.

流れ則(49),硬 化則(51)の有限時間積分により,次 式が

得 られる:

(62)
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(63)

(64)

Retum mapping応力tensorを 次 式 の よ うに表 す:

(65)

このσ(k)n+1の平均応力部分を考えると

(66)

偏差部分は

(67)

△rP=Δ εp)+1/3Δεpv1で あ る.(66),(67),(64)に(48),(63)の 関

係 を代 入 す る と:

(68)

(69)

(70)

とな り,コ ンシステンシー条件(47)のf=0と あわせると

P,9,Pc,Δ φに関する非線形連立方程式 となってい

ることが分かる,

3.4Scalar consiStency parameterの 決 定

式(68),(69),(70)内 の パ ラ メー タ Δφはconsistency

要 求(47)を 満 た す よ うに 決 定 され な けれ ば な らな い.こ の

根 Δψ はス カ ラー 関 数fにNewton Raphson法 を適 用 す

るこ とに よ り求 め る こ とが で き るが,そ の 際 の初 期 値 と し

て はP=ρtrialn+1,q=qtrialn+1,Pc=(Pc)n,Δ φ=0を 用 い る.

fの Δφに よる偏 微 分f'は,chain ruleを 用 い る と

(71)

とな る.こ こで ∂f/∂p,∂f/∂q,∂f/∂Pcは 式(48)で 与

え られ て い る.ま た式(68),(69),(70)を 微 分 し,

陰 的 に 解 く こ とに よ り

(72)

(73)

図-1f=0,g=0と す る根p,q,pc,Δ φを 求 め

るNewtOn Raphson algortthm.

(74)

となる.こ こで,変 数 ρ,Pcは 式(68),(70)と 連成

しているため,関 数f(Δ φ(k)は陽には求まらない.そ こ

でPとPcは 反復的に解 く.

式(70)を 変形 し,再 表記す ると

(75)

となり,これを式(68)に 代入することにより次式を得る:

(76)

この式の根p=ρ(k)n+1は,Newton Raphson法 を用いる

ことにより,反復的に求められる.gのPに よる偏微分9'

は

(77)
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である.

この ρ,q,pc,Δ φを求める2重 のNewtonRaphson

法のアル ゴリズムを図-1に 示す.

3.5ConsiStent弾 塑性構成テンソル

ひずみテ ンソル増分ε(k)n+1-εn,を考慮 した増分応答関数

は次式のように表 され る:

(78)

Consistent弾 塑性構成テンソルは,式(78)の 直接的な

偏微分により次式のように得 られる:

(79)

用いた.

式(79)内 の各偏微分量は式(68),(70)を 用いて陰

的に得ることができる.ρ のε(k)n+1による微分は:

(80)

とな り,こ こで

(81)

である.ま たpcの ε(k)n+1による微分は:

(82)

とな り,こ こで

(83)

である.qの ε(k)n+1による微分は:

(84)

とな る.次 にconsistenscyの 要 求 を 課 す こ と に よ り

∂(Δφ)/∂ε(k)n+1を得 る こ と が で き る.す な わ ち

f=f(Δ φ(ε(k)n+1))をε(k)n+1で偏微分 した結果:

(85)

に式(80),(82),(84)を 代 入 す る こ とに よ り

(86)

を得 る.こ こで

(87)

である.

式(86)を(80),(82),(84)に 代入することに

よって次の関係式を得る:

(88)

nのε(k)n+1での偏微分:

(89)

と式(88)の 関係 を(79)に 代入することにより次式の

ConsiStent弾 塑性構成テンソルを得 る.

(90)

ここでζ=√2/3q/‖Strialn+1‖=‖S(k)n+1‖/‖Strialn+1‖である.式(90)

のConsistent弾 塑性構成テンソルは,式(33),(34)

をNewton Raphson法 を行って解 く場合に整 合したもの

であ り,し たが って2次 収束 を保証 している.こ こで

△φ→0と するとCep(k)n+1は式(56)の(Continuum)弾 塑性

構成テンソルCepに 一致する.
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図-2等 体積圧縮劉験と純粋せん断試験.

表-1解 析に用いた土質定数

図-3等 体積圧縮試験 における平均応力 と一般化せん断

応力:軸 ひずみ増分As、2=0.01%/step.

図-4等 体積圧縮試験における平均応力と一般化せん断

応力:軸 ひずみ増分Δε22=0.1%/step.

4.陰 解法弾塑性計算アルゴリズムを用いた土/水 連成解

析の精度検証

本章では提案する陰解法弾塑性計算土/水 連成解析の

精度および計算時間短縮が可能であることを検証する.

図-5等 体積圧縮試験における各応力成分:軸 ひずみ増

分 Δε22=0.1%/step.

表-2軸 ひずみ1%時 のRunge-Kutta法 に対する差.

表-3軸 ひずみ10%時 のRmge-Kutta法 に対する差.

比較に用いたプログラムは3つ であ り,Program① は式

(31)を用いて単に増分近似 を行 った陽解法プログラムで

あり,Program②,③ は本論文で提案する陰解法プログラ

ムである.た だしProgram② は弾塑性構成テンソルに式

(56)のContinuum弾 塑性構成テンソルを用いてお り,

Program③ は式(90)のConsistent弾 塑性構成テンソルを

用いたものである.

4.1等 体積圧縮試験解析 と純粋 せん断試験 解析(均 一変形)

対象 とした問題は図-2に 示す等体積圧縮試験 と純粋

せん断試験である.そ れぞれ軸ひずみ,せ ん断ひずみが

10%と なるまで変位制御で載荷を行った.用 いた要素は8

節点四辺形要素で変位は8節 点で代表 させ,間 隙水圧は四

辺形の頂点である4節 点で代表 させてお り,均 一変形であ

るので1要 素で行った.用 いた土質定数は表-1に 示す.

残差は式(46)右 辺の残差力ベク トルの2乗 ノルムとし,

その許容値は1.0×10-20と した.

図-3,図-4は 等体積圧縮 試験における平均応力と一

般化偏差ひずみの関係の図である.図-3は 軸ひずみ増分

を各ステ ップにおいて0.01%と した場合で,図-4は

0.1%と した場合である.図 中の曲線は非排水パスである.

図-3の ように各ステップにおける軸ひずみを0.01%と

比較的細かくした場 合は,プ ログラム①～③のどの手法に

おいても非排水パスと一致 してお り,平 均応力と一般化
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図-6等 体積圧縮試験 における各ステ ップの繰 り返 し

数:軸 ひずみ増分Δε22=0.1%/step.

偏差ひずみの関係 とい う意味においては精度 よく解析 で

きていることが分かる.図 一4は 各ステップの軸ひずみ増

分量を10倍 ほど粗くした場合である。プログラム② と③

は軸ひずみ増分量を10倍 粗くしても解析結果は非排水パ

スと良く一致 しているが,プ ログラム①の結果は軸ひずみ

が増えるにつれて非排水パスの上側 に明らかに離 れてい

っていることが分かる.こ の最終的に必要な境界条件まで

何ステップで解析するかは解析者の主観 ・判断に依存する

ものであるが,こ の例ではプログラム①のように単に増分

解析を行 うよりもプログラム② と③のように本論文で提

案するようなirnplieit retum mappingを 用いる方が精度

を落 とすことな く比較的粗い増分刻みを選ぶ ことが可能

であることが分かる。図-5は 等体積圧縮試験における軸

ひずみに対する各応力成分の変化である。横 紬は軸ひずみ

量であり,縦 軸は各応力成分である.図 中曲線はRunge
-Kutta法 を用いて求めた各応力成分の変化であ り,記 号

は各プログラムにより解析 された値である.こ のRunge
-Kutta法 は増分量に対する打ち切 り誤差が5次 精度であ

ることが保証されている方法であ り,均一変形の問題を解

く上では非常に精度が良い.図-4の ような平均応力 と一

般化偏差ひずみの関係だけでなく,各 応力成分においても

プログラム② と③の方法は精度が良いことが示 されてい

る.表-2,表-3に それぞれのプログラムで求めた各応

力成分のRunge-Kutta法 に対す る差を示 した.表-2は

軸ひずみが1%の 時であり,表-3は 軸ひずみが10%の 時

である.表-1よ り分かるようにせん断初期(軸 ひずみが

1%)に おいてはプログラム① と②は同程度の差であった

が,プ ログラム③は約10分 の1程 度の差であった。表-

3は ある程度応力が一定値に達した軸ひずみが10%の 時

の差であり,プ ログラム①では誤差が残っているが,プ ロ

グラム②では誤差が小 さくな り修正されていることが分

かる.こ れはimphdt retum mapPingを 行っている効果

で ある と考 え られ る.注 目す べ きはimphcit ret

mmmappingとConsistent弾 塑性構成テンソルを併用 したプ

ログラム③では応力の変化が大きいせん断初期において

も,限 界応力比に近く応力がほぼ一定値に到達 したせん断

終了時においても非常に精度が高いことが分かる.

図-7純 粋せん断試験における平均応力と一般化せん断

応力:せ ん断ひずみ増分 Δγ12=0.01%/step.

図-8純 粋せん断試験における平均応力 と一般化せん断

応力:せ ん断ひずみ増分Δγ12=0.1%/step.

図-6は 各ステップにおける軸ひずみ増分を0.1%と し

た場合の,残 差力が許容誤差内に収まるまでの収束にかか

る繰 り返 し回数(イ タレーション回数)で ある.有 限要素

法の場合,解 析途中におけるリメッシュ(最 適化などによ

る再メッシュ)が なければ未知数の数は変化せず,1回 の

イタレーションにかかる時間はほぼ一定 となる.よ ってこ

のイタレーション回数が計算時間に結びつ くことになる。

図中口はプログラム①,○ は②,△ は③のイタレーション

回数である.プ ログラム①においては残差 力を減 じる収束

計算を行っていないために各ステ ップにおいてイタレー

シ ョン回数は1回 で済み,最 も計算時間は短い.し か し,

前述したように精度の面では好ましくないので,そ の選択

には注意が必要である.プ ログラム②とプログラム③の結

果を見てみると,プ ログラム②においてはせん断初期にお

いて9回 ほどのイタレーション回数が必要であり,せん断

が進むにつれてその回数は減少 してお り,総じて370回 の

イタレーシ ョン回数 となった.プ ログラム③においてはせ

ん断初期か ら終了までイタレーシ ョン回数は各ステ ップ

で2回 でよく,総 じて200回 のイタレーション回数となり

プログラム①の約2倍,プ ログラム②の約半分 となった.

図-7,図-8は 純粋せん断試験を行った際の平均応力

と一般化せん断応力の関係である.図-7は せん断ひずみ
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図-9純 粋せん断試験における各応力成分:せ ん断ひず

み増分Δr12=0.1%/step.

表-4せ ん断 ひ ず み1%時 のRunffe-Kutta法 に対 す る差.

表-5せ ん断ひずみ10%時 のRunge-Kutta法 に対する差.

増分が各ステップにおいて0.01%と した場合であり,図-

8は0.1%と した場合である.ど ちらも最終的なせん断ひ

ずみは10%ま で変形させた.図-7の ように比較的増分

刻みを細かくするとプログラム①,②,③ の結果はどれも

ほぼ一致 し,非 排水パスとも良く一致 している.し かし,

図-8の よ うに増分刻みを若干粗 くするとプログラム②,

③では非排水パスと良く一致 しているが,プ ログラム①で

はせん断初期から非排水パスの上側に離れていることが

示 されている.こ れよりせん断初期で発生 した誤差がその

まま残存 し,以 降修正 されていないことが分かる.プ ログ

ラム①のようなreturn mappingな どの修正を行わない解

析においては,特 にひずみに対 して応力の変化の大きくな

るせん断初期には増分刻みを小 さくす る注意が必要であ

る.

図-9は 純粋 せん断試験におけるせん断ひずみに対す

る各応力成分の変化である.図 中各曲線がRunge-Kutta

法による解であるが,プ ログラム②,③ の各応力成分は良

く一致 しているが,プ ログラム①の各応力成分はどの成分

図-10純 粋 せん断試験における各ステ ップの繰 り返 し

数:軸 ひずみ増分Δr12=0.1%/step.

もRunge-Kutta法 の解に対 して大きな差がある.表-4,

表-5に せん断ひずみが1%と10%の 時のRunge-Kutta

法による解に対する各応力成分の差を示 した.表-4よ り

せん断初期(せ ん断ひずみが1%)に おいてはプログラム

①では差があ り,特 にせん断応力に大 きな差がある.

imphdt retum mapPingを 行っているプログラム②では

1%～2%の 差があり,さ らにConsistent弾 塑性構成テン

ソルを併用しているプログラム③ではその差は0.1%前 後

と非常に小さい ことが分かる.表-5に はせん断終了時

(せん断ひずみが10%)のRmge-Kutta法 に対する差が

示 してあるが,プ ログラム①では各応力成分 において約

6%の 差であるのに対 して,プ ログラム② と③では0.1%と

非常に小 さく精度が良いことが分かる.

図-10は 各ステ ップにおけるせん断ひずみ増分を0.1%

とした場合の,残 差力が許容誤差内に収まるまでの収束に

かかる繰 り返し回数(イ タレーション回数)で ある.図 中

口がプログラム①,○ が②,△ が③のイタレーション回数

である.プ ログラム①は等体積 ぜん断試験解析の時も述べ

たが,各 ステ ップでイタレーション回数は1回 で良く,最

も短時間で解析を終了できるが,精 度に関 しては注意が必

要である.プ ログラム②では全ステ ップでのイタレーシ ョ

ン回数を総計すると458回 となり,プ ログラム③では200

回 となった.

以上より速度型つ り合い式と連続弍を弱形式化 し,離散

化する事によって単に陽解法増分解析を行った場合は,解

析者の判断に委ね られる増分刻み数の取 り方によっては

著 しく誤差を含むことがあることを例としてあげ,本 論文

で用いたimplicit return mapping手 法は,増 分刻みを比

較的粗 くしても精度を落とすことがなく,またConsistent

弾塑性構成テ ンソルを併用することにより短時間でより

精度良く解析できることが分かった.

4.2斜 面変形解析(不 均一変形)

前節においてRunge-Kutta法 を用いて精度良く各応力

成分を解析できる均一変形である等体積圧縮試験と純粋

せん断試験を対象として取り上げ,本論文で提案する陰解

法弾塑性計算アルゴリズムを用いた土/水 連成解析の有
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図-11斜 面解析有限要素モデル

図-12斜 面変形解析における各ステ ップの繰 り返し数.

用性を述べた.本 節においては特にConsistent弾 塑性構

成テンソルを用いることの有用性を明らかにするため,不

均一変形である斜面変形解析を行 う.比 較に用いたプログ

ラムは前節で用いた② と③ と同様のものであり,両 プログ

ラムともimphdt return mappingを 用いているが,違 い

は構成マ トリクスにあり,プ ログラム②では式(56)で 示

したContinuum弾 塑性構成テンソルを用いてお り,プ ロ

グラム③では式(90)で 示 したConsistent弾 塑1生構成テ

ンソルを用いていることである.用 いた有限要素モデルは

図-11に 示 したものである.

有限要素は前節 と同様の8節 点四辺形要素で,変 位は8

節点,間 隙水圧は頂点の4節 点で代表させてお り,全 要素

数は400要 素である.強 制変位は盛土上面の法肩から4m

までの範囲に,最 終的に0.1m沈 下させるように載荷した.

初期先行圧密応力は3.0[kPa]と し,初 期間隙水圧は静

水圧分布 とした.解 析に用いた土質定数は表-1と 同

図-13斜 面変形解析における代表ステップの残差の収束

状況.

図-14program① の1step目 における残差の収束状況.

様である.し か し透水係数はκ=2.22×10-6[m/min]と し,

物体の境界では非排水であるが,物 体の内部では自由に間

隙水が移動できるものとした.解 析は0.1m沈 下までを全

100ス テ ップで行い,し たがって各ステ ップの強制変位増

分は1mmで ある(Δu=4.8m×10-4【m/min]).残 差は

前節 と同様で式(46)右 辺の残差力ベク トルの2乗 ノルム

とし,そ の許容値は1.0x10-20と した.

図-12は 各ステップにおける残差が許容誤差に収まる

までに要する繰 り返 し回数(イ タレーション回数)を 表 し

たものであ り,横 軸がステ ップ数 縦軸がイタレーション

回数である.図 中,○ がプログラム②,△ が③のイタレー

シ ョン回数である.明 らかにプログラム③の方が解析全体

を通して少ない回数で収束していることが分かる.プ ログ

ラム②は解析全体で1165回(1ス テップ平均約12回)で

あ り,プ ログラム③では344回(1ス テップ平均約4回)

であった.す なわちConsistent弾 塑性構成テンソルを用

いることにより約1/3の 時間で解析が終了することになる.

ちなみに当研究室でDOS/Vパ ソコン(CPUク ロック数:

1GHz,メ モリ:512MB)を 用いて数値実験を行ったとこ

ろ,解 析開始か ら解析終了までプログラム②では約97時

間,プ ログラム③では約29時 間であった.

図-13は 代表的なステ ップにおける残差の収束状況を
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表 したものである.図 中に代表 として示 したのは10,50,

100ス テップであり,プ ログラム②ではそれぞれ□,△,

◇で示され,プ ログラム③ではそれぞれ○,▽,+で 示 し

てある.横 軸はイタレーション回数,縦 軸は残差の対数で

あるが,ど のステ ップにおいてもプログラム②では直線的

に減少するが,プ ログラム③では上に凸な放物線的に減少

している.こ のことよりConsistent弾 塑性構成テンソル

は全体のNewton Raphson法 に整 合してお り,2次 収束

することが確 かめられた.な お,陽 解法のプログラム①の

場合,繰 り返 し計算を行ったところ,図-14の ように解

析初期の1ス テ ップ 目でイタレーション回数が100回 程

度までは,1.0×10-16程 度まで残差は減少を続けているが

1.0×10-15程度でほぼ樹ばい となった.正 確には残差は微

量ながら増加 してお り,以 後,解 析を続行 してみたが残差

の許容値1.0×10-20に は到達 しなかった.こ のような多要

素の問題では,残 差の許容値1.0×10-20は かなり厳 しい条

件であるにも関わらず,陰 解法の場合は必ず収束し,陽 解

法の場合は収束 しないことが分かった.数 学的には陰解法

はアルゴリズム解の無条件安定性が保証 されているが,陽

解法ではその保証が無い ことの例証である3).

5.ま とめ

本論文では陰解法弾塑性計算アル ゴリズムを取 り入れ,

離散化 された全体の非線形連立剛性方程式をNewton

Raphson法 に整合させた土/水 連成解析法を開発 した.

これを従来から用い られている単純な陽解法(但 し連続式

は陰解法)定 式化による解析法と比較すると以下の点が明

らかになった.

1.均 一変形で精度良く解析できるRmge-Kutta法 と比

較することにより,従 来の速度型つ り合い式と連続式

を弱形式化 し離散化 した陽解法増分解析手法では,解

析者の判断による増分刻みの取 り方により著 しく精度

が落ちる.一 方,retum mapping手 法を用いた本論文

で提案 した陰解法によると増分刻みを比較的粗 くして

も精度良く解析できることが分かった.

2.return mapping手 法に併用 して(Consiste弾 塑性構

成テンソルを用いると計算時間の短縮だけでなく,さ

らに精度が向上す ることが分かった.

3.本 報 告の例 で の不均一 変形 で多要素解析 の場合

Consistent弾 塑性構成テンソルを用いるか否かで3倍

ほ ど計算時間に差ができる事が分かった.具 体的には

本解析の場合,計 算時間の差は当研究室の数値実験で

はConsitent弾 塑性構成テンソルを用いることによ

り,約4日 が約1日 に短縮できた

4.Consistent弾 塑性構成テ ンソルを用いると全体の

Newton Raphson法 に整 合しているため,そ の残差が

2次 収束することが証明出来る.本 数値解析において

もそれが例証できた.

なお,今 回は紙面の都合で割愛 したが,陽 解法の場合に

も応力が降伏関数にのるよう種々のreturn mapping手 法

が考えられる.著者 らもいくつか試みたが,収 束の安定性,

収束の早 さ,計 算時間いずれにおいても本報告で提案した

陰解法の方が優れていた.
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