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学術・技術論文

把持システムのための関節トルク・速度対ベースド可操作性

渡 辺 哲 陽∗

Joint Torque-velocity Pair Based Manipulability for Grasping System

Tetsuyou Watanabe∗

This paper provides a new approach of manipulability for general grasping system. While conventional manipu-

lability is the analysis in velocity domain and can not include force effect such as gravitational force, the proposing

approach can include the force effect to keep grasping. For the purpose, an operation range is introduced. The

operation range is for actuator attached with every joint of robot and provides generable joint torque and velocity

and their relation (between generating torque/velocity and addable velocity/torque). Using the operation range, we

derive manipulability set and measure in velocity domain, including force effect. The proposing method can evaluate

not only the performance in velocity domain but also effects of friction, contact state, and external forces, which

were not obtained in conventional studies.
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1. は じ め に

可操作性は，ロボットマニピュレータの性能を評価する一指
標としてよく知られている [1]．シングルアームマニピュレータ
に関しては，発生可能な関節速度の集合が与えられた場合にお
いて，発生可能な手先速度の集合として定義される．発生可能
な関節速度の集合が超球として与えられた場合，手先速度の集
合は楕円体として表すことができる．この楕円体は可操作性楕
円体と呼ばれ，その体積は可操作度と呼ばれる．可操作度は，
速度領域におけるロボットの性能を評価する指標である．この
可操作度に基づき，条件数など様々な評価指標が考案されてい
る [1]．
この概念は，ロボットハンドをはじめとする一般の拘束機構

に対しても適用することができる [2]～[6]．この場合，手先速度
の代わりに，対象物の速度が評価対象となる．Chiacchioら [2]

は 2 本アームシステムに対する可操作性を解析した．その後，
Bicchi ら [3] がホールアームマニピュレーションを含む一般の
把持システムの可操作性を解析した．また，Bicchiら [4]，Wen

ら [5]，Parkら [6]は自由関節を含む一般の拘束機構における可
操作性を解析した．
把持システムでは，把持そのものが重要課題である．把持の

議論は力領域で行われる一方で，可操作性の議論は速度領域で
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行われる．上記の拘束（把持）機構の可操作性に関する研究で
は，force closure [7]（任意方向に力・モーメントを作用させる
ことができる状態）を仮定し，力領域での議論を回避していた．
しかしながらその結果，解析対象となり得る把持システムは限
られたものとなっていた．例えば，対象物の重さが変わっても
発生できる速度が変わらないという評価になってしまっていた．
把持システムではなく，閉リンク系を扱っていたと考えること
もできる．したがって，正確に言えば，把持システムに対する
速度領域における可操作性の解析はこれまで行われていないと
言える．
そこで本研究では，把持維持を保障しながら，同時に速度領

域で可操作性を議論するための新しい手法を提案する．この目
的のため，ロボットの各関節に取り付けられたアクチュエータの
作動範囲を導入する．アクチュエータ（モータ）は，Fig. 1に
示すようにトルクと速度に対する作動範囲を持つ．これは，も
ともと，モータの選定に用いられるものである．作動範囲より，

Fig. 1 Operation range for torque and velocity (maxon DC mo-
tor RE25 (20 [W]))
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以下の事項が分かる．（1）アクチュエータがどのくらい大きな
トルクと速度を安定に発生できるか．（2）発生可能速度と発生
可能トルクはどのような関係にあるか．作動範囲を用いること
で，把持を維持するのに必要な関節トルクを考慮しながら，発
生可能速度の大きさを評価することができる．このことは，仕
事（パワー）の観点から可操作性を解析することを意味する．従
来行われていなかった観点からの議論である．
まず，作動範囲と要求外力集合（REFS）[8] [9]を用いて，把

持を保持するのに必要な関節トルクを導出する．ここで，REFS

とは，バランスすることを求められる外力（例：重力）の集合
である．この REFSを用いることで，force closureだけでなく
平衡把持など一般の望みの把持を扱うことができる [10]．テー
ブル上の物体を単に持ち上げるなど，タスクによっては force

closure を実現せずとも達成可能な場合がある．このような場
合，求められる望みの把持を REFSで表すことで，タスクに応
じた（場合によっては force closure を想定した場合より大き
くなる）可操作性を導出することができる．次に，把持に必要
な関節トルクをもとに，発生可能な速度集合を求める．この集
合は可操作性楕円体に相当し，その体積は，可操作度に対応す
る．それぞれ，関節トルク・速度対ベースド可操作性集合（joint

torque-velocity pair based manipulability set（TVMS）），関
節トルク・速度対ベースド可操作度（joint torque-velocity pair

based manipulability measure（TVMM））と呼ぶ．把持機構
においては，対象物が環境からの拘束を受ける場合がある（例：
テーブル上の物体を持ち上げる）．このような場合，評価を求め
られる方向は限定される．評価対象となる対象物速度の方向を
限定するため，要求速度方向集合（RVDS）を導入する．RVDS

とは，評価を求められる対象物速度の方向からなる集合である．
TVMSならびにTVMMを導出するための計算量が大きい場

合がある．計算において用いられる多面体が高次元で，多くの
面や頂点により構成されることがあるためである．一方で，把
持機構における対象物は必ずしもどの方向にも動けるとは限ら
ない．それは対象物の持ち方に依存する．そのため，対象物を
ある目標軌道に沿って動かしたいなどのような場合には，動作
計画が必要となる．動作計画で TVMMを用いるためには計算
負荷が小さいことが望ましい．そこで，凸多面体として表され
るRVDSを用いることで，計算量を減らして TVMMを導出す
る方法を提案する．この場合，RVDSは基準となる速度で表し
た速度方向の集合ととらえられる．ゲージパラメータ α（≥ 0）
を導入し，α 倍された RVDSが発生可能対象物速度の集合に含
まれるような最大の α を求める．線形性から，RVDS の端点
のみを考えればよく，計算量が軽減される．RVDSの体積は一
定のため，α は可操作度に対応する．そこでこの α を関節トル
ク・速度対ベースド可操作度パラメータ（joint torque-velocity

pair based manipulability measure parameter（TVMMP））
と呼ぶ．本手法には以下のようなメリットがある．（1）摩擦の
影響を考慮できる，（2）接触状態の影響を考慮できる，（3）重
力のような外力の影響を考慮できる．以上のようなメリットは
従来研究では得られなかったものである．
動的解析に関しては，Chiacchio ら [11]，Zheng ら [12] や

Fujiwaraら [13]が動的可操作性について解析している．しかし

ながら，仕事（パワー）の観点からは解析されていない．指先把
握のみが解析対象となっている．加えて，文献 [11]の場合，把
持は考えられていない．文献 [12]の場合，その複雑さゆえ，計
算負荷が大きい．文献 [13]の場合，内力を固定した解析が行わ
れている．このため，適用範囲は限られている．
本論文の構成を以下に示す．まず，対象とする系を示し，扱う

問題を定義する．力の影響を考慮した可操作性を解析するため，
新しい可操作度を提案する．次に，可操作性解析に必要な関係
を定式化する．次いで，提案する可操作度の導出方法について
述べる．最後に，本手法の有効性を示すため，数値例を示す．

2. 問 題 設 定

2. 1 対象とする系
対象とする系を Fig. 2に示す．N 本指のロボットハンドで任

意形状の剛体対象物を把握した場合の準静力学問題を扱う．使
用する記号を 付録 A に示す．本論文では，以下の四つの接触
状態を考慮する．（1）F-point：摩擦あり点接触，（2）L-point：
摩擦なし点接触，（3）S-point：動摩擦接触点，（4）D-point：離
脱点．なお，D-pointにはたらく接触力は 0 とする．各接触状
態，各接触点位置，各摩擦係数は既知とする．簡単のため，静
止摩擦係数と動摩擦係数を区別しない，各接触点におけるすべ
り方向の制約 [14] [15] は考慮しない．なお，すべり方向の制約
を考える必要があるとすれば，それは接触力の一部に不静定力
が存在し，かつ，指と対象物の運動自由度が存在する場合であ
る．このような場合とは，指が特異姿勢にある場合などであり，
限られている．本論文では，解析の複雑化を避けるため，すべ
り方向の制約を考慮しない．

2. 2 問題設定
本節では，いくつかの定義の後，本論文で扱う問題について

述べる．
関節トルク・速度対集合（TVS）：各関節において，対応する
アクチュエータの作動範囲より定まる，発生可能な関節トルク・
速度の集合を関節トルク・速度対集合（joint Torque-Velocity

pair Set（TVS））と呼ぶ．
アクチュエータの作動範囲は通常，関節トルクと速度の絶対

値に対して与えられる．その作動範囲が，関節トルクと速度の
絶対値に関して凸多面体として与えられるとすると，以下のよ
うに表すことができる．

Fig. 2 Target system (N = 2)
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Stvij =

��
|τij |
|q̇ij |

�
|
�
|τij |
|q̇ij |

�
= Σ

ntvij

k=1 λk

�
τijvk

q̇ijvk

�
, λk ≥ 0,

Σ
ntvij

k=1 λk = 1

�
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（1）

なお，Stvij は，原点，τij 軸上，q̇ij 軸上に端点を持つものと
する．
関節トルクと速度の正負両方の値を用いる場合，Stvij は，関

節トルクと速度に関して必ずしも凸多面体で表されるとは限ら
ない（Fig. 3参照）．これを解決するため，τijmax

（関節トルク
の最大値），τijmin

（関節トルクの最小値），q̇ijmax
（関節速度

の最大値），q̇ijmin
（関節速度の最小値）の四つの変数を導入す

る．τij，q̇ij の代わりに，これら四つの変数に関して凸多面体
を構成することを考える．すると，式（1）は以下のように表す
ことができる．
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�
�ij |τijmin
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≤ q̇ij ≤ q̇ijmax
,

�
τijmax

q̇ijmax

�
∈ S++

tvij
,

�
τijmax

q̇ijmin

�
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�
,
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ただし，

Ss1s2
tvij

=

��
τij

q̇ij

�
|
�
τij

q̇ij

�
= Σ

ntvij

k=1 λk

�
s1τijvk

s2q̇ijvk

�
,

Σ
ntvij

k=1 λk = 1, λk ≥ 0

�
(s1, s2 ∈ {+,−}).

式（2）をすべての関節に関してまとめると，次式を得る．

Stv = {�|�ij ∈ Stvij

∀i, j}. （3）

把持機構においては，対象物が環境からの拘束を受ける場合
がある（例：テーブル上の物体を持ち上げる）．このような場合，
評価を求められる方向は限定される．そこで評価することを求
めれられる対象物速度の方向のみを考慮するため，要求速度集
合（RVDS）を導入する．
要求速度方向集合（RVDS）：評価することを求めれられる対

Fig. 3 Case when Stvij does not constitute a convex polyhedron
with respect to τij and q̇ij

象物速度の方向からなる集合を要求速度方向集合（Required

Velocity Direction Set（RVDS））と呼ぶ．
RVDSは凸多面錐として与えられるものとする．

Srvd = {�̇|�rvd�̇ ≤ �}, （4）

ここで，�rvd ∈ Rnrvd×D である．
対象物には，重力や環境からの反力のような外力がはたらく．

これら外力の影響を考慮するため，REFSを導入する．
Required External Force Set（REFS）：バランスするこ
とを求められる外力（例：重力）の集合を要求外力集合（Required

External Force Set（REFS））と呼ぶ．
REFSは凸多面体として与えられるものとする．

Sref = {�ex|�ex = Σ
nref

i=1 λi�vi , Σ
nref

i=1 λi = 1, λi ≥ 0}.
（5）

以上の定義をもとに，以下の問題を考える．
問題 1：Stv，Srvd，Sref が与えられているものとする．この
とき，Sref に含まれる任意の �ex をバランスできる状態にお
いて，Sov ⊆ Srvd を満足する発生可能な対象物速度の集合 Sov

を求めよ．
Sov は，従来の可操作性楕円体に対応する．また，その体積は

可操作度に対応する．そこで，Sov とその体積をそれぞれ，関節
トルク・速度対ベースド可操作性集合（joint Torque-Velocity

pair based Manipulability Set（TVMS）），関節トルク・速度
対ベースド可操作度（joint Torque-Velocity pair based Ma-

nipulability Measure（TVMM））と呼ぶ．

3. 基礎式の定式化

3. 1 運動学
接触点 Cij に関して，�CFij

の速度と �i の速度の間の関係，
ならびに �COij

の速度と � の速度の間の関係はそれぞれ以下
のように表される．

�̇CFij
= � ij �̇i, �̇COij

= 	
T
ij �̇. （6）

ここで � ij∈ Rd×Mi はヤコビ行列であり，

	ij =

�



[(�COij
− �o)×]

�

である．
 は単位行列を，[�×] は外積演算（[�×]� = � × �）
に等価な歪対称行列を表している．
接触・拘束状態にしたがって，�̇CFij

と �̇COij
の関係を導出

する．接触点 Cij が F-pointの場合，以下のように表される．

�̇CFij
− �̇COij

= �.

ここで，� は零ベクトルを表す．接触点 Cij が ι 番目の F-

pointであるとして，La（= Σk=i−1
k=1 Lk + j）番目の項が 
 で

他は零行列の行列


fι =
�
�d×(La−1)d 
 �d×(L−La)d

�
∈ Rd×Ld
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を考える．ただし，�a×b は a× b の零行列を表す．この行列
を用いて，すべての F-pointに関してまとめると，以下の関係
を得る．


f (�̇CF
− �̇CO

) = �, （7）


f =

�
��	


f1

...


fLF



��� .

接触点 Cij が S-pointの場合，接触法線方向と接線方向に分
けて考える．法線方向に関して，�̇CFij

と �̇COij
の関係は，以

下のように表すことができる．

�
T
ij(�̇CFij

− �̇COij
) = �.

なお，Cij が L-pointである場合も同じ関係となる．接触点 Cij

が ι 番目の S-point（または κ 番目の L-point）であるとして，
La（= Σk=i−1

k=1 Lk + j）番目の項が �T
ij で他は零ベクトルのベ

クトル

�T
snι

=
�
�T

(La−1)d �T
ij �T

(L−La)d

�
∈ R1×Ld

�T
nnκ

=
�
�T

(La−1)d �T
ij �T

(L−La)d

�
∈ R1×Ld

を考える．ただし，�a は a 要素からなる零ベクトルを表す．こ
のベクトルを用いて，すべての S-point，L-pointに関してまと
めると，以下の関係を得る．


sn(�̇CF
− �̇CO

) = �, （8）


sn =

�
�����������	

�T
sn1

...

�T
snLS

�T
nn1

...

�T
nnLL



������������
.

接触点 Cij が ι 番目の S-pointである場合，その S-pointの接
線方向に関して，�̇CFij

と �̇COij
の関係を以下のように表す．

� ij(�̇CFij
− �̇COij

)
Δ
= −�̇Csι

.

La（= Σk=i−1
k=1 Lk + j）番目の項が � ij で他は零行列の行列


sι =
�
�d−1×(L−1)d � ij �d−1×(L−La)d

�
∈ Rd−1×Ld

を考える．このベクトルを用いて，すべての S-pointに関して
まとめると，以下の関係を得る．


s(�̇CF
− �̇CO

)
Δ
= −�̇Cs

, （9）


s =

�
��	


s1

...


sLS



��� .

接触点 Cij が D-point の場合，�̇CFij
と �̇COij

の関係は，

以下のように表される．

�
T
ij(�̇CFij

− �̇COij
) ≤ �.

接触点 Cij が ι 番目の D-point であるとして，La（=

Σk=i−1
k=1 Lk + j）番目の項が �T

ij で他は零ベクトルのベクトル

�T
dι

=
�
�T

(La−1)d �T
ij �T

(L−La)d

�
∈ R1×Ld

を考える．このベクトルを用いて，すべての D-pointに関して
まとめると，以下の関係を得る．


d(�̇CF
− �̇CO

) ≤ �, （10）


d =

�
��	

�T
d1

...

�T
dLD



��� .

今，式（7）～（10）で表される関係をもとに，以下の行列を考
える．

� = diag
�

col
�
�F1j

�
· · · col

�
�FNj

� �
∈ RLd×M ,

	 =
�
	11 	12 · · · 	NLN

�
∈ RD×Ld,

� =
�
� −	T

�
∈ RLd×(M+D),


c =

�

f


sn

�
∈ RLc×Ld,

�k = 
k� ∈ RLk×(M+D) (k ∈ {c, s, d}).

以上の行列を用いて，以下の関係を得る．

�c

�
�̇T �̇T

�T

= �, （11）

�d

�
�̇T �̇T

�T

≤ �, （12）

�s

�
�̇T �̇T

�T

= −�̇Cs. （13）

3. 2 関節トルク・接触力・合力・モーメントの関係
まず，F-point，L-point，S-point の法線方向について考え

る．式（11）と仮想仕事の原理より，以下の関係を得る．�
� c

−�c

�
= �

T
c �c =

�
�T

c

−	c

�
� c. （14）

次に，S-pointの接線方向について考える．式（13）と仮想仕
事の原理より，以下の関係を得る．�

� s

−�s

�
= �

T
s �s =

�
�T

s

−	s

�
�s. （15）

ここで，� s について考える．Cij が ι 番目の S-point の場
合，クーロン摩擦を仮定すると，Cij にはたらく動摩擦力 �sι

は，以下のように表せる．

� sι
= −μijnfij

ˆ̇�Csι
. （16）

ただし，ˆ̇�Csι
= �̇Csι

/|�̇Csι
| である．すべての S-pointについ
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てまとめると，式（16）は以下のようになる．

�s = col
�
�sij

�
= � s�c, （17）

� s =
�
�Ls×LF d diag

�
−μij

ˆ̇�Csij

�
�Ls×LL

�
.

式（17）より，式（15）は以下のように表せる．�
� s

−�s

�
=

�
�T

s

−	s

�
� s�c. （18）

指の重力項を �f とおくと，式（14），（18）より，総関節ト
ルク � は以下のように表せる．

� = (�T
c + �

T
s � s)�c + �f . （19）

また，対象物に加わる合力・モーメント � は以下のように表す
ことができる．

� = (	c +	s� s)�c. （20）

3. 3 摩擦条件
動摩擦については先に述べたため，ここでは，静摩擦につい

て述べる．F-pointにおける摩擦条件は以下のように表せる．

Ffij = {� ij | |� ij� ij |≤μijnfij , nfij ≥0}. （21）

L-pointならびに S-pointの法線方向における摩擦条件は以下
のように表せる．

Fnij= {nfij |nfij ≥ 0}. （22）

式（21），式（22）をすべての F-point，S-point，L-pointに対
してまとめると，以下の関係を得る．

F = {�c|� ij ∈ Ffij ,
∀Cijwhich is F-point,

nfij ∈ Fnij ,
∀Cijwhich is L or S-point}.

（23）

4. 関節トルク・速度対ベースド可操作性

まず，S-point がない場合について述べ，次いで S-point が
存在する場合について述べる．

4. 1 S-pointが存在しない場合
まず，REFSに含まれる外力をバランスし，把持を維持する

のに必要な関節トルクを考える．
摩擦条件（21）を，摩擦円錐に内接する nfric 辺からなる凸

多面錘で近似する [16]．すると，式（23）は以下のように表さ
れる．

Flin = {� c|� ij� ij ≤ �, ∀Cijwhich is F-point,

nfij ≥ 0, ∀Cijwhich is L or S-point}
（24）

ただし，� ij ∈ Rnfric×d である．
式（19），（24）から，REFSの端点の一つである �vi をバ

ランスする接触力 �cvi
は，	c�cvi

+�vi = �，�cvi
∈ Flin

を満足しなければならない．式（19）より，�cvi
に対応する

関節トルク � vi は，� vi = �T
c �cvi

+ �f と表される．こ
の関節トルク � vi は，TVS に含まれなければならない，式
（3）よりこの条件は，�vi ∈ Stv と表される．ただし，�vi=

[� T
vi
�T

max �
T
min �̇T �̇T

max �̇
T
min]T である．以上より，REFS

の端点の一つである �vi を TVSに含まれる関節トルクでバラ
ンスするためには，以下の関係を満足しなければならない．

�vi ∈ Stv, � vi = �T
c �cvi

+ �f ,

	c�cvi
+�vi = �, �cvi

∈ Flin. （25）

式（25）で表される拘束は，�vi をバランスしながら発生する
ことができる関節速度に関する拘束ととらえることができる．
一方で，REFSは凸多面体であり，拘束（25）はすべて線形で
ある．よって，REFSの各端点に関する拘束（25）をすべて満
足する集合を考えると，それは，任意の �ex ∈ Sref が対象物
に加わったとしても，発生可能な関節速度の集合となる．ゆえ
に，式（11），（12），（25）より，Sov は以下のように表すこと
ができる．

Sov =



�̇|�c

�
�̇T �̇T

�T

= �, �d

�
�̇T �̇T

�T

≤ �,

�vi ∈ Stv, � vi = �
T
c �cvi

+ �f , 	c�cvi
+�vi = �,

�cvi
∈ Flin (i = 1, 2, · · · , nref )

�
. （26）

Sov を構成する等式，不等式はすべて線形であり，� と �̇ は
（Stv より）有界であるから，�̇ の集合 Sov は，凸多面体である．

Sov はその端点を用いて，以下のように表すことができる．

Sov = {�̇|�̇ = Σ
nsov
i=1 λi�̇ovi, Σ

nsov
i=1 λi = 1, λi ≥ 0}.

（27）

ただし，�̇ovi は，Sov の i 番目の端点を，nsov は端点の数を
表している．この表現は，V-表示（V-representation）[17] と
呼ばれる．この変換は，凸包のためのピボッティングアルゴリ
ズム [18]などにより，実行可能である．
∫ を γ 次元空間のシンプレックス，�si（i = 0, · · · , γ）をそ

の端点とおく．この場合，シンプレックスの体積は以下のよう
にして計算できる．

V (∫ ) = | [�s1 − �s0 �s2 − �s0 · · · �sγ − �s0] |/(γ!).
（28）

したがって，Sov をシンプレックスに分割できれば，Sov の体
積を求めることができる．その分割を行う有名な方法の一つ
が，ドロネー三角分割を用いた三角分割法 [17] [19] である．∫i

（i = 1, · · · , nssov）を Sov を分割したシンプレックスとすると，
Sov の体積 Vsov（TVMM）は以下のように計算される．

Vsov = Σ
nssov
i=1 V (∫i). （29）

以上の TVMM を導出する過程をまとめると，以下のように
なる．
（1）式（26）をもとに，Sov を定式化し，式（27）で表される

V-表示形式に変換する．
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（2）ドロネー三角分割などを用いて，Sov をシンプレックスに
分割する．

（3）各シンプレックスの体積を計算する．
（4）式（29）を用いて TVMMを算出する．
指や関節数などが多い場合，考慮すべき多面体が高次元となる

ため，式（27）で表されるV-表示形式への変換ならびにTVMM

の導出には時間がかかる．なお，考慮すべき多面体の変数は，
[(col[�cvi

])T (col[� vi ])
T �T

max �
T
min �̇T

max �̇
T
min �̇T �̇T ]T で

表されるゆえ，その次元を Z とすると，Z = (5 + nref )M +

nrefLd+D と表すことができる．ただし，Z の次元を減らす
ことができる場合もある．例えば，接触力の次元が関節トルク
の次元と同じか小さい場合，接触力を関節トルクで完全に表す
ことができるため，Z = (5+nref )M +D となる．ピボッティ
ングアルゴリズム（式（27）導出）の計算量は O(mnZ) であ
る．ただし，m は凸多面体を構成する不等式の数を（式（26）
の等式は不等式拘束に変換できることに注意されたい），n は得
られた凸多面体の端点の数（式（27）の場合 n = nsov）を表
している．ドロネー三角分割に関しては，多面体の次元が l で
固定されている場合，O(n

l
2 ) で計算されるインクリメンタルア

ルゴリズムが存在する [17]．以上から，指や関節数などが多い
場合，また，高次元の場合，計算に時間がかかることが分かる．
なお，式（29）を用いた TVMM の計算は，TVMS が全次元
的（full dimensional）である場合のみ可能である．
先に述べたように，動作計画が必要で，動作計画で TVMM

を用いるためには計算負荷が小さいことが望ましい．そこで，計
算負荷を軽減するため，凸多面体で表される RVDSを用いるこ
とを考える．

Prvd = {ˆ̇�|ˆ̇� = Σ
nvrvd
i=1 λi

ˆ̇�vi , Σ
nvrvd
i=1 λi = 1, λi ≥ 0}.

（30）

ただし，ˆ̇� は対象物の速度方向を表す．速度方向は，原点とそ
の他の点により定まるため，Prvd に原点が必ず含まれることに
注意されたい．この場合，RVDSは基準となる速度で表した速
度方向の集合ととらえられる．この RVDSを用いるため，2. 2

節で設定した問題 1を以下のように修正する．
問題 2：Stv，Srvd，Sref が与えられているものとする．Sref

に含まれる任意の �ex をバランスできる状態において，発生可
能な対象物速度の集合 Sov を考える．このとき，αPrvd ⊆ Sov

を満たす最大の α(> 0) を求めよ．
Prvd を α 倍したものは可操作度に対応することから，α は

TVMMを評価するための指標としてとらえることができる．そ
こで，この α を関節トルク・速度対ベースド可操作度パラメー
タ（joint Torque-Velocity pair based Manipulability Mea-

sure Parameter（TVMMP））と呼ぶ．
REFSの端点の一つ �vk をバランスしながら，RVDSの端

点の一つ ˆ̇�vι の方向に対象物速度を発生させることを考える．
式（26）より，発生可能速度の最大値は以下の問題を解くこと
により得られる．

　 αkι = max
�

α

subject to αˆ̇�vι = �̇ ∈ S1. （31）

ただし，

S1 =



�̇|�c

�
�̇T �̇T

�T

= �, �d

�
�̇T �̇T

�T

≤ �,

� ∈ Stv, � = �
T
c � c + �f , 	c�c +�vk = �,

�c ∈ Flin

�

である．
問題（31）の拘束はすべて線形であり，RVDSと REFSは共

に凸多面体ゆえ，RVDSと REFSの各端点に関して問題（31）
を解くことを考えればよい．すべての端点 �vk ならびに ˆ̇�vι

に関して得られた解 αkι の中で最小となるものが TVMMPで
ある．ゆえに，問題 2は以下のように記述できる．

min
�vk

∈Sref ,ˆ̇�vι∈ Prvd

max
�

α

subject to αˆ̇�vι = �̇ ∈ S1 （32）

この問題は以下のように解くことができる．
（1）問題（31）を各 �vk，各 ˆ̇�vι に関して解く（k = 1, 2, · · · ,
nref , ι = 1, 2, · · · , nvrvd）．問題（31）は線形計画法などで解
くことができる．
（2）�vk と ˆ̇�vι の各組み合わせに対して解 αkι が得られたら，
得られた解の中で最小となる値（mink,ι αkι）が全体の解すな
わち，TVMMPとなる．一つでも解のない組み合わせが存在す
る場合，解は存在しない．
補足 1：問題（31）において，�vk と ˆ̇�vι のある組み合わせに
対する解 αkι を得た場合，それは，�vk をバランスしながら，
ˆ̇�vι の方向に 0 から αkι の大きさの対象物速度を発生できるこ
とを意味する．αkι を与える � の要素のうち，�c，�，�max，
�min，�̇max，�̇min の各値を固定する一方で，他の要素 �̇，�̇，
α（= αkι）を ε（0 ≤ ε ≤ 1）倍する．

� → �ε = [�T
c �

T
�

T
max �

T
min �̇

T
max �̇

T
min ε�̇

T ε�̇T εαkι]
T .

（33）

問題（31）の拘束はすべて線形であり，q̇ijmin
≤εq̇ijmin

≤ εq̇ij

≤ εq̇ijmax
≤ q̇ijmax

であるから，�ε に関する拘束はすべて満
たされる．
補足 2：α∗ を得られた全体の解（TVMMP）とする．補足 1と
問題（32）の拘束の線形性から，εα∗ の大きさの対象物速度は，
Srvd に含まれる任意方向において発生可能である．
補足 3：Prvd の端点の一つ ˆ̇�vi が � の場合について考える．
問題（31）が � の方向に関して解を持つなら，その解は ∞ で
ある．ゆえに解があるかないかは判断できるが，実際の解を求
めることは困難である．補足 1で述べたように，ある解 αkι が
得られたら，それは，ˆ̇�vι の方向に大きさ 0 の対象物速度を発
生できることを意味する．このことはまた，� の方向に関して
対象物速度を発生できることを意味する．したがって，Prvd が
� のみで構成される場合を除いて，ˆ̇�vi= � 方向に関しての計
算を省略することができる．
補足 4：先の TVMMP導出手順（1）において得られた αkι を
用いて，発生可能な対象物速度の分布を構成できる．その分布
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は，mink αkι
ˆ̇�vι（ι = 1, 2, · · · , nvrvd）を端点とする凸多面体

である．
補足 5：先の TVMMP導出手順（2）において全体の解が得ら
れなくとも，補足 4で述べた分布から，どの方向に，どれだけ
の大きさの対象物速度を発生できるかを知ることができる．

4. 2 S-pointが存在する場合
この場合，関節速度を発生させることにより，対象物速度だ

けでなく，接触点でのすべり速度も発生する．本論文では，あ
る方向に指をすべらせた（すべり方向を特定した）場合に着目
し，この場合において，どの方向にどれだけの大きさの対象物速
度を発生できるかを導出する．すべり方向を ˆ̇�Cs

= �̇Cs
/|�̇Cs

|
と表す．
動摩擦の存在のため，すべりならびに動摩擦にかかわる項・

拘束を付加しなければらない．式（13），（19），（20）より，Sov

（26）は以下のようになる．

Sov =



�̇|�c

�
�̇T �̇T

�T

= �, �d

�
�̇T �̇T

�T

≤ �,

�s

�
�̇T �̇T

�T

=−ρˆ̇�Cs
, �vi ∈ Stv, � cvi

∈ Flin,

� vi = (�T
c + �

T
s � s)�cvi

+ �f ,

(	c +	s� s)�cvi
+�vi = � (i = 1, 2, · · · , nref )

�
.

（34）

ただし，ρは ˆ̇�Cs
方向のすべり速度の大きさを表している．̂�̇Cs

が特定されており，それゆえ各 ˆ̇�Csι
もまた特定されているた

め，� s は一定である．よって，Sov は凸多面体である．ゆえ
に，4. 1節で述べた場合と同様に，Sov は V-表示によって表す
ことができ，その体積は式（28）と式（29）を用いて導出する
ことができる．一方，問題 2（32）は以下のように記述できる．

min
�vk

∈Sref ,ˆ̇�vι∈ Prvd

max
�s

α

subject to αˆ̇�vι = �̇ ∈ S2 （35）

ただし，

S2 =



�̇|�c

�
�̇T �̇T

�T

= �, �d

�
�̇T �̇T

�T

≤ �,

�s

�
�̇T �̇T

�T

=−ρˆ̇�Cs
, (	c+	s� s)�c+�vk =�,

� ∈ Stv, � =(�T
c + �

T
s � s)�c+�f , � c ∈ Flin

�

である．4. 1節で述べた手順と同様の手順でこの問題を解くこ
とができる．

5. 数 値 例

本手法の有効性を示すため，数値例を示す．Fig. 4に対象と
なる系を示す．ΣR を Fig. 4に示す状態における対象物とベー
スの間の接触点におく．ΣO を対象物の幾何学的中心におく．対
象物は半径 0.1 [m]の球である．ロボットハンドは，四つの関節
を持ち同じ構造からなる 4本の指により構成される．各リンク
の長さを 0.1 [m]とし，各リンクの重心はその幾何学的中心と一

Fig. 4 Target system in numer-
ical examples

Fig. 5 Case 1

致するものとする．各リンクの質量を 0.051 [kg]とする．各関節
に取り付けられたアクチュエータはすべて同じものとし，1/40

の減速比を持つギアが取り付けてあるものとする．アクチュエー
タの作動範囲は，Fig. 1に示すものを用いる．指の根元位置は
[−0.1 −0.05 0]T，[0.05 0.1 0]T，[0.05 0 0]T，[0.05 −0.1 0]T

とする．摩擦円錐は，16 辺からなる摩擦凸多面錘により近似
する．
まず，Fig. 5に示す場合に関して問題 1を考える．簡単のた

め，指 1 と指 3 で対象物を把持することを考える．指 3 上に
は二つの接触点が，指 1 上には一つの接触点がある．ΣO は
[0.075 0 0.1]T においた．指 1 と指 3 の指先に近い接触点位置
はそれぞれ [−0.022 0 0.074]T，[0.171 0 0.072]T である．指 3

上の残りの接触点位置は [0.075 0 0]T である．摩擦係数はすべ
て 0.3とした．RVDSは用いず，REFSを以下のようにおいた．

Sref = {�ex|�ex = [0 0 −mg 0 0 0]T }. （36）

mg = 1 [N]とおいた．
すべての接触点が F-point である場合を考える．得られた

TVMS を Fig. 6 (a)に示す．�̇ の要素を [ẋ ẏ ż φ̇ ψ̇ θ̇]T で表
す．また，β = [0.697 0 − 0.174 0 0.697 0]�̇ なる β を設定す
る．すると，TVMSは，[β ẏ φ̇ θ̇]T で表される空間に含まれる．
すなわち，TVMSは全次元的（full dimensional）ではない．集
合の全体を示すことはできないため，Fig. 6 (a)では，θ̇ = 0 へ
と写像した集合を示している．結果より，発生可能な対象物速度
の方向は幾何学的拘束により限定されていることが分かる．ま
た，特定の方向に対して大きな速度を発生できることが分かる．
TVMM は 0 [m3rad3/s6] である．なお，対象物の半径の長さ
をもとに，�̇ に diag [10 [/m] 10 [/m] 10 [/m] 1 [−] 1 [−] 1 [−]]

を乗じて単位をそろえた上で，先に示した四次元空間において
TVMMを計算すると，TVMMは 8.4 [105/s4]となった．
以上の場合，回転を含まずに発生できる並進速度の方向は y

方向のみであった．そこで，三つある F-pointのうち一つを S-

point に変更することによって，他の並進方向へ速度を発生で
きないか調べる．指 3 の根元に近い接触点を S-pointに変更す
る場合を考える．すべり方向 
T

s
ˆ̇�Cs
（ˆ̇�Cs

の方向を分かりや
すく示すため，
T

s を乗じている）を [1 0 0 ]T とする．並進
方向のみを考慮するため，RVDS を φ̇ = ψ̇ = θ̇ = 0 とおく．
得られた TVMSを Fig. 6 (b)に示す．Fig. 6 (b)から，y 方向
以外の方向にも速度が発生できることが分かる．ただし，すべ
ての並進方向に速度を発生できるわけではない．すべり方向が
ˆ̇�Cs

であるため，ẋ > 0，ż > 0 の方向のみにしか対象物速度
を発生できない．
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(a) (b)

Fig. 6 TVMS: (a) when all contact points are F-points, (b)
when contact point on Finger 3 closer to the base is S-
point

(a) (b)

Fig. 7 Case 2: (a) initial state, (b) final state

次に，指の配置，摩擦，外力の影響を確認するため，Fig. 7に
示すように z 方向正に対象物を動かす場合について問題 2を考え
る．指 1，指 3上の接触点を F-pointとする．指 2，指 4 上の接
触点を S-pointまたは L-pointとする．ベース上の接触点がある
ならそれをD-pointとする．初期状態における，指，ベース上の
接触点位置を [−0.077 − 0.038 0.086]T，[0.033 0.083 0.14]T ,

[0.097 0 0.074]T，[0.033 − 0.083 0.14]T，[0 0 0]T とおく．対
象物の動作に合わせて，�̇Cs

が �s [(�+
c 	

T
c )T
]T [0 0 1]T に

平行になるように ˆ̇�Cs
を設定する．REFS は Case 1 と同じ

REFS（36）を用いる．RVDSを以下のようにおく．

Prvd = {ˆ̇�|ˆ̇� = Σ5
i=1λi

ˆ̇�vi, Σ5
i=1λi = 1, λi ≥ 0},

ˆ̇�v1 = [1 1 1 0 0 0]T , ˆ̇�v2 = [1 − 1 1 0 0 0]T ,

ˆ̇�v3 =[1 − 1 1 0 0 0]T , ˆ̇�v4 =[−1 − 1 1 0 0 0]T , ˆ̇�v5 =�.

（37）

ただし，�̇v5 は � ゆえ，計算においては省くことができる．
Fig. 7に示すように，対象物が初期状態から最終状態へと動く

際の TVMMPを計算した．結果を Fig. 8に示す．横軸は ΣO

の z 座標を，縦軸は，TVMMP（α）を表している．
Fig. 8より，対象物が z 方向正に移動するにつれ，TVMMP

が一端大きくなった後で小さくなることが分かる．初期状態付
近では，各指（特に指 1 と指 3）の姿勢が，各接触点において，
どの方向に対しても大きな速度と力を発生できるような状態に
あるため，TVMMPが大きくなったと考えられる．一方，最終
状態付近では，各指は伸ばしきった姿勢に近い姿勢をとる．この
ため，TVMMP が比較的小さくなったと考えられる．一方で，
指 2ならびに指 4の接触点が S-pointである場合と L-pointで
ある場合において TVMMP の値にほとんど差がないことが分
かる．指に冗長性があることが，一因と考えられる．

Fig. 8 TVMMP (α). The solid line denotes the results when
the contact points on Finger 2 and 4 are L-points, and
the dash line denotes the results when the contact points
on Finger 2 and 4 are S-points

(a) (b)

Fig. 9 TVMMP (α) for (a) various frictional coefficients and
(b) various magnitudes of the external force

摩擦と外力の影響を確認するため，様々な摩擦係数，様々な
外力の大きさに関して TVMMPを計算した．なお，指 2 と指
4 の接触点は L-pointとして計算を行った．摩擦係数は，0.1，
0.2，0.3，0.4，0.5 と変化させ（外力は mg = 2 に固定），外力
は，mg = 0，1.，2.，3.と変化させた（摩擦係数は 0.3に固定）．
摩擦係数を変化させた場合の結果を Fig. 9 (a)に，外力の大

きさを変化させた場合の結果を Fig. 9 (b)に示す．
Fig. 9 (a)から，摩擦係数が大きくなるにつれ TVMMPが大

きくなることが分かる．摩擦係数が大きくなると，作用させる
ことができる接触力の範囲が広がる．このため，外力をバラン
スするのに必要な関節トルクが小さくなり，その結果，発生可
能な対象物速度が大きくなったと考えられる．

Fig. 9 (b)より，外力の大きさが大きくなるにつれ，TVMMP

が小さくなることが分かる．外力が大きくなると，把持を保持
するために必要な関節トルクが大きくなる．このため，発生可
能な対象物速度が小さくなったと考えられる．
最後に計算時間について考慮する．本研究では，matlab

（mathworks）を用いて計算を行った．使用した PC の CPU

は CoreTM Solo U1300（1.06 [GHz]・ULV）である．Fig. 5に
示すCase 1の場合，問題 1に関して，かかった計算時間はCPU

時間で 0.19 [s]であった．この結果をもとに，RVDSを以下の
ようにおいて問題 2を計算した．

Prvd = {ˆ̇�|ˆ̇� = Σ8
i=1λi

ˆ̇�vi, Σ8
i=1λi = 1, λi ≥ 0},

ˆ̇�v1 = [0 1 0 0 0 0]T , ˆ̇�v2 = −ˆ̇�v1, ˆ̇�v3 =[0 0 0 1 0 0]T ,

ˆ̇�v4 =−ˆ̇�v3, ˆ̇�v5 =[0 0 0 0 1 0]T , ˆ̇�v6 =−ˆ̇�v5,

ˆ̇�v7 =β, ˆ̇�v8 =−β.

かかった計算時間は CPU 時間で 0.26 [s] であった．Fig. 7 (a)

に示す Case 2 の初期状態において計算時間を調べた．RVDS
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を使用せずに問題 1を解いた場合は CPU時間で 129 [s]，問題
2を解いた場合は CPU時間で 0.20 [s]かかった．
以上より，指の数が多いなど，考慮すべき多面体の次元が大

きい場合，問題 2を用いるほうが，計算時間を短縮できる．考
慮すべき多面体の次元が大きくない場合は，問題 1を用いても
短時間で解を得ることができる．

6. お わ り に

本論文では，一般の把持システムの可操作性を評価する新し
い手法を提案した．この手法では，関節に取り付けられている
各アクチュエータの作動範囲を用いることで，従来では考慮さ
れていなかった，把持の影響を考慮しながら可操作性を評価す
ることができる．作動範囲をもとに発生可能な関節トルク・速度
集合 TVS（joint Torque-Velocity pair Set），バランスするこ
とを要求される外力の集合 REFS（Required External Force

Set），対象物速度の望みの方向からなる集合 RVDS（Required

Velocity Direction Set）を定義した．これらの三つの集合を用
い，望みの把持を維持しながら，評価したい方向に関して，ど
れだけの大きさの対象物速度を発生できるかを評価する関節ト
ルク・速度対ベースド可操作性集合を導出した．その集合の体
積を関節トルク・速度対ベースド可操作度と呼び，その導出方
法を導いた．また，計算量軽減の観点から，RVDSを凸多面体
として与え，それに基づく関節トルク・速度対ベースド可操作
度を導出した．
数値例では，従来法ではできなかった，摩擦の影響，接触状

態の影響，外力の影響を，本手法では取り入れながら可操作性
を評価できることを示した．
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付録 A. 記 号

col：カッコ内要素により構成される列ベクトルまたは行列．
diag：カッコ内要素により構成されるブロック対角行列．
N：指の数．
Mi：i 番目の指の関節数（i = 1, 2, · · · , N）．
Li：i 番目の指の接触点数．
M：全関節数（= ΣN

i=1Mi）．
L：全接触点数（= ΣN

i=1Li）．
D：二次元では 3，三次元では 6．
d：二次元では 2，三次元では 3．

ΣR：基準座標系．
ΣO：対象物に固定された対象物座標．

Stvij：各関節における TVS（j = 1, 2, · · · ,Mi, i =

1, 2, · · · , N）．
τij：i 番目の指の j 番目の関節トルク（j = 1, 2, · · · ,Mi,

i = 1, 2, · · · , N）．
qij：i 番目の指の j 番目の関節角度（j = 1, 2, · · · ,Mi,

i = 1, 2, · · · , N）．
τijvk

：（≥ 0）Stvij の k 番目の端点のトルク要素．
q̇ijvk

：（≥ 0）Stvij の k 番目の端点の速度要素．
ntvij：Stvij の端点の数．

τijmax
：（≥ 0）関節トルク τij の最大値．
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τijmin
：（≤ 0）関節トルク τij の最小値．

q̇ijmax
：（≥ 0）関節速度 q̇ij の最大値．

q̇ijmin
：（≤ 0）関節速度 q̇ij の最小値．

�ij：= [τij τijmax
τijmin

q̇ij q̇ijmax
q̇ijmin

]T．
Stv：各関節における TVSをまとめた TVS．
�：=col[�ij ]．

Srvd：RVDS.

�：ΣO（∈ RD）の位置姿勢．
�rvd：Srvd を構成する不等式拘束を表す行列．
nrvd：�rvd の行の数．
Sref：REFS．
�：対象物に作用する合力・モーメント（∈ RD）．

�ex：外力・モーメント（∈ RD）．
�vi：Sref の i 番目の端点．
nref：Sref の端点の数．
Sov：TVMS．
Cij：i 番目の指の j 番目の接触点（j = 1, · · · , Li, i =

1, · · · , N）．
ΣCFij

：Cij に対応する指上の接触点に固定された座標系．
ΣCOij

：Cij に対応する対象物上の接触点に固定された座標系．
�Iij
：ΣIij の原点位置（I ∈ {CF , CO}）（∈ Rd）．

�i：= [qi1 qi2 · · · qiMi ]
T（∈ RMi）．

�O：ΣO の原点位置（∈ Rd）．
La：= Σk=i−1

k=1 Lk + j．
LK：K-pointの数（K ∈ {F,L,S,D}）．
�̇I：= [�T

I11
· · · �T

INLN

]T（I ∈ {CF , CO}）（∈ RLd）．
�ij：Cij における対象物内向き単位法線ベクトル．
�kij：Cij における接線ベクトル（k ∈ {1, 2}）．
� ij：= [�1ij �2ij ]

T（∈ Rd−1×d）．二次元空間では，[�1ij ]T．
�̇Csι

：ι 番目の S-pointにおけるすべり速度．
�̇Cs
：=col[�̇Csι

]．
Lc：= LF d+ LL + LS．
Ls：= LS(d− 1)．
Ld：= LD．
�：= col [�i]（∈ RM）．


c：F-point，L-point，S-point の法線方向に関する選択
行列．


s：S-pointの接線方向に関する選択行列．

d：D-pointに関する選択行列．

�：�̇ と �̇CF
の関係を表すヤコビ行列．

	：�̇ と �̇CO
の関係を表すグラスプ行列．

�：= [� −	T ]．
�k：= 
k�（k ∈ {c, s, d}）．
�k：= 
k�（k ∈ {c, s, d}）．
	k：= 	
T

k（k ∈ {c, s, d}）．
� ij：接触力ベクトル（∈ Rd）．
�：=col[� ij ] ∈ RLd．
�k：= 
k� = col[�kij

]（k ∈ {c, s}）．
�：= col [τij ]（∈ RM）．
� k：�k に対応する �（k ∈ {c, s}）．
�k：�k により対象物に作用する合力・モーメント（k ∈

{c, s}）．
nfij：� ij の法線方向成分（= �T

ij� ij）．
μij：Cij における摩擦係数．

ˆ̇�Csι
：= �̇Csι

/|�̇Csι
|．

� s：�s と � c の関係を表す行列（�s = � s�c）．
�f：指の重力項．

Flin：線形化された摩擦条件を表す集合．
�max：= col[τijmax

]．
�min：= col[τijmin

]．
�̇max：= col[q̇ijmax

]．
�̇min：= col[q̇ijmin

]．
Prvd：凸多面体により表される RVDS ．

ˆ̇�：対象物速度の方向．
ˆ̇�vi：Prvd の i 番目の端点．

nvrvd：Prvd の端点の数．
�：= [�T

c � T �T
max �

T
min �̇

T
max �̇

T
min �̇

T �̇T α]T．
ˆ̇�Cs
：= �̇Cs

/|�̇Cs
|．

ρ：ˆ̇�Cs
方向におけるすべり速度の大きさ．

�s：= [�T ρ]T．
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